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Megoldasok és javitasi Utmutato

1. Melyek azok a természetes szamokbdl dlidy) szamparok, amelyekre teljesil, hogy

2V 22 N1

— (V2)! eés z+y=2010

Megoldas. A tort értelmezésének megfedein = # 0.

3y 1

A hatvanyozas azonossagai alapjéh =% = 2%, valamintx—% =—.

X X

3y
Egyenletiink igy xy = (v2)" alaka. 1 pont
xr
. , , ,oa¥ y .
Mindkét oldal négyzetre emelese% = 2Y addadik.
igy pedigz¥ = 2Y. 1 pont
Y

Ekkor pedig;—y =1, azaz(%)y = 1 a tort hatvanyozasara vonatkozé azonossag alapjan. 1 pont

Az % alap hatvanya csak akkor lehet 1, ha az alap értéke 1 vdgywagy pedig a kite¥ 0. 1 pont

A harom esetnek megfefidn a keresett szamparok

x| 2 | -2 ]2010]
y | 2008| 2012| O |. 1+1+1 pont

Mindharom szampar gyoke is az egyenletrendszernek.

Osszesen: 7 pont

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amely 2-es szamreneéseélirva 12-jegyl €s nincs
a felirdsaban két szomszédos 1-es szamjegy?

Els6 megoldas. Az n darab szamjegy® all6 megfeled szamok szaméf (n)-nel jeldlve,
nyilvanvalo, hogyf(1) =1, f(2) =1, f(3) =2, f(4) =3, f(5) =5 sth. 1 pont



A kiszamitott f(n) értékek alapjan sejth@t hogy barmelyn pozitiv egész szam esetén
fn+2)=f(n+1)+ f(n). 1 pont

Sejtésunket a kdvetkézmddon igazoljuk:
Barmely megfeld (n + 2)-jegyli szam utols6 szamjegye 0 vagy 1 lehet.
Ha az utols6 szamjegy O, akkor azwé all6 n + 1 darab szamjegy (n + 1)-féleképpen

adhat6 meg. 1 pont
Ha pedig 1 az utols6 szamjegy, akkor kdzvetlendktel csak O allhat. Ekkor az éls: darab

shely” megadaséanak szamyn)-féle lehet. 1 pont
Tehét valéban igaz, hogy(n +2) = f(n+ 1) + f(n). 1 pont
Bizonyitasunk alapjarf(6) = 8, f(7) = 13, f(8) = 21, f(9) = 34, f(10) = 55, f(11) = 89,

f(12) = 144, 1 pont
Tehat 144 darab megfefell2-jegyli szam van. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Masodik megoldas. A 12-jegyli szam efs két szamjegye csak 1 és O lehet (az ,10" két-
jegyl szammal lehet indulni). Ekkor a maradék 10 darab ggyat kell megfeldd modon
megadni. 1 pont

A hianyz6 10 darab szamjegy a kovet&elehet:
Q) 5 darab 1-es, 5 darab 0,
(2) 4 darab 1-es, 6 darab 0,
3) 3 darab 1-es, 7 darab 0,
(4) 2 darab 1-es, 8 darab 0,
(5) 1 darab 1-es, 9 darab O,
(6) 0 darab 1-es, 10 darab 0. 1 pont

Az egyes esetekben a megféleklhelyezések” szama:

(2): 6, (2): 35, (3): 56, (4): 36, (5): 10, (6): 1.
1 pont 1 pont 1 pont 1 pont

Osszesen tehat635+ 564 36+ 10+ 1 = 144 darab megfeldl 12-jegyli szam van. 1 pont

Osszesen: 7 pont

MegjegyzésHa az 1l-esek szami, a 0 szamjegyek szama pedig 1@, ahol k rendre 5,

4, 3, 2, 1, 0, akkor a 10 darab hely(éll;’“)-féle maodon lehet elhelyezni a szamjegyeket.
Hiszen (10— k) darab 0 szamjegyet egyméas mellé irva az 1-es szamjegyeketidd szam-
jegyek kozé vagy eléjuk, illetve mogéjik irhatjuk, igy azd-szamjegyek elhelyezésére
10—k + 1= 11— k szabad hely marad. Megoldasunknak megdelelrendre

©-s Qs Q= Qo= (n (3

2



3. Legfeljebb hany 0-ra vé@mhet a tizes szamrendszerben az
1"+2"+ 3"+ 4"
0sszeg, ahoh tetsdleges pozitiv egész szam?

Megoldas. Az S, = 1" + 2" + 3" + 4" jeldlésselS; = 10, S, = 30, S3 = 100, S4 = 354.
A kiszamitott értékek alapjan az 6sszeg 0, 1, 2 darab O-rabdégt. 1 pont

Az S,, 6sszeget paritdsatdl fuggen fogjuk vizsgalni.
(1) n =2k, k € Z". Ekkor
Snzszk:12k+22k+32k+42k:1+4k+9k+16k:
=4 +16"+ (9" - 1) + 2 1 pont

Ez az ésszeg 4-gyel osztva 2 maradékot ad, hiszenéf és § — 1 oszthatd 4-gyel.

Mivel Sy, = 4m + 2 alaka,m € Z*, ezért Sy, nem végbdhet két darab O-ra, mert
100= 22 . 52, 1 pont
(2 n=2k+1,kecZ", mertk =0-raS; = 10.

Sp=Sp1=1+2-44+3.9514.16" =

=2-4"1+4.16"+3(9" - 1) + 4. 1 pont

k >0 esetén a kapott dsszeg 8-cal osztva 4 maradékot ad, mdft 2.16° és

3(9" — 1) oszthato 8-cal. 1 pont
Sor11 tehat 8n 44 alakd, aholn € Z*, igy pedigS,,1 nem végbdhet harom darab

0-ra, hiszen 1= 23.5% ésS,,.1 nem oszthatd 8-cal. 1 pont
Két darab O-ra viszont végdhetS,,, példauln = 3 esetén. 1 pont

Osszesen: 7 pont

MegjegyzésMegmutatjuk, hogyn > 1 eseténsS,, €s 5,20 utolsé két szamjegye azonos.
Ehhez elég belatni, hog¥,,;20 — S20 0szthaté 100-zal.

STL+20 o STL — 2n+20 + 3n+20 + 4n+20 o 2n o 3n o 4TL —
=33 -1)+2"(2*-1) +4"(4°-1) =
— 3n (310 . 1) (310 + 1) + on (210 _ 1) (210 + 1) +

+4"(20 - 1) (21 + 1) (40 + 1).



Az 6sszeg mindharom tagja oszthatd 4-gitel> 1) és 25-tel is, mert 253'° 4 1, valamint
25| 219+ 1. Az ebzbek alapjan a kiilénbség oszthatd 100-zal, hiszen 4 és b/rptémek.

Ez pedig azt jelenti, hogy,, €s.S,20 utolso két jegye valdban azonos, ha> 1. igy pedig
elegend lennen =1,2,3,...,21 esetén megvizsgalni, hogy hany 0-ra \astik S,,. Mint
mar tudjuk, legfelijebb kefire. Ez pedig azt jelenti, hogy azt is tudjuk mar, hogy milyen
n értékek esetén végdhet azS,, 6sszeg pontosan O darab, 1 darab vagy 2 darab O-ra.

4. Az AB alapu ABC egyenb szart haromsz6@C oldalanak fele@pontja P, AC' oldala-
nak feledpontja. Az A csucshol huzott befsszogfeled a BC oldalt a D pontban, mig
a P(Q szakaszt a szakadZ harmadolépontjaban metszi. Hanyadrész& BD haromszég
terllete azABC haromszog teriletének?

Megoldas. Tekintsiik a kovetkdz abrat:

L
C
D
Q L-Np
A F K B

Az abra jeldléseit hasznélva legyehB = a, AC = BC =b, CF = m. Az AH(Q harom-
szog egyerdl szaru, merQ) H A< = H AB<, hiszen valtdszogek, €8 AB< = HAQ<, mert

AD szogfeleb. 1 pont
. . b . 2 a a ., a , ,
Igy pedig AQ = QH = > €sQH = 3 2°73 mert a PQ kozepvonalé hosszu, tehat
a a a
HP_§_§_6' 1 pont

g = % alapjanb = 3 Megjegyezzik, hogyg = % lehetetlen, azaZzl nem lehet a masik

harmadol6pont. (Ugyanis akkor @PC A-re nem teljestilne a hdromszdg-egyiieinség.) 1 pont
DK = DL, mertD a szdgfelea pontja. ADK = DL = d és aC'F = m jeloléssel azZABC

. y . Lam ., ad  bd
haromszdg terilete egyres%, masreszt upp + tacp = ) + > 1 pont

igy pedigam = d(a + b) alapjan

3
= a2 m=—-m. 1 pont
a-+b a+ sa 5

A HPD haromsz0gH P oldaldhoz tartozé magassada- % az abranak megfel@én.

= —. 1 pont



A HPD haromszdg terilete

1 m 1
21 1573

ﬁﬁ_it 1 pont
6 10 60 ABC P

Tehat aH PD haromszog terllete az eredeti haromszdg terileténekrzatvasze.

Osszesen: 7 pont

5. Artar kiraly tesbrei lovagi tornat vivtak. A torna végén kiderllt, hogy adkyr barmely
két tesbréhez tud talalni egy harmadikat, aki mindigiket legyzte. Legalabb hany test
vett részt a tornan? (Két lovag legfeljebb egyszer vivoyinedssal.)

Megoldas. Valasszuk ki a kirdly tet€deges tegirét, A-t. Neki biztosan volt leg§zdje,
legyen ezB. A feltételek szerint volt olyarC' lovag, aki mindkethjiket legyzte. Viszont
kell lenni egy negyedik lovagnak is, legyénD, aki legydzte A-t ésC-t is. 1 pont

Eszerint A-nak — azaz egy tetéleges lovagnak — legalabb 3 légpje volt (B, C és D). 1 pont

Tegyk fel, hogyk lovag volt. Akkor mindnydjan kikaptak legaldbb 3-szor, azaparbajok
szama legalabb /3 Ha az Osszes lehetséges parositasban vivtak, @Kkor 1)/2 péarbaj

volt. 1 pont
igy teljesiilnie kell a 8 < k(k — 1)/2 egyenbtlenségnek. 1 pont
Ennek megoldasa (mivél pozitiv) ak > 7. 1 pont

A k =7 eset megvalosulhat. Ennek igazolasa pl. tablazattal gedfyfelrajzolasaval tortén-
het. 2 pont

Pl. tablazattal:

GYOZOTT
A B C D FE F G
A - X X X
- B — X X X
E C - X X X
',:, D X - X X
@ E] x X - X
> [F| x X — X
G X X X -

Osszesen: 7 pont



