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Megoldások és javítási útmutató

1. Hány (pozitív) osztója van a

(−1)0
· 1+ (−1)1

· 2+ (−1)2
· 3+ (−1)3

· 4+ . . .+ (−1)2007
· 2008+ (−1)2008

· 2009

összegnek? (6 pont)

Megoldás. Az összeg a hatványozás és csoportosítás után:

(1− 2) + (3− 4) + . . .+ (2007− 2008) + 2009= 2 pont

= −1004+ 2009= 1005= 3 · 5 · 67. 2 pont

Az osztók: 1, 3, 5, 15, 67, 201, 335, 1005. Tehát az összegnek 8 osztója van. 2 pont

Megjegyzés:Természetesen az, hogy 8 osztó van abból is következik, hogy a szám három
különböz̋o prímszám els̋o hatványainak szorzata, tehát az osztók száma:

(1+ 1)(1+ 1)(1+ 1) = 8.

2. Igaz-e, hogy 2009+ 22010 prímszám? (6 pont)

Megoldás. Nézzük meg, hogy adott szám 3-mal osztva mennyi maradékot ad! 3 pont

2009 3-mal osztva 2 maradékot ad.

2 páratlan kitev̋os hatványai 3-mal osztva 2 maradékot, a páros kitevős hatványai pedig
1 maradékot adnak 2 pont

Így az adott szám 3-nál nagyobb 3-mal osztható szám, tehát nem prímszám. 1 pont

3. Hány olyan háromjegyű szám van – a tízes számrendszerben –, amelyneka négyzete
2009-re végz̋odik? (6 pont)

Megoldás. Legyen a keresett szám:x = 100a+ 10b+ c.

Egy szám négyzete pontosan akkor végződik 9-re, ha a szám utolsó számjegye 3 vagy 7. 1 pont

Ha c = 3, akkorx = 100a+ 10b+ 3, és így

x2 = 10 000a2 + 100b2 + 9+ 2000ab+ 600a+ 60b.
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Ennek utolsó el̋otti számjegye megegyezik 60b utolsó el̋otti számjegyével, hiszen a többi tag
00-ra végz̋odik. Világos, hogy 60b utolsó el̋otti számjegye azonos 6b utolsó számjegyével,
amely csakb = 0 ésb = 5 esetén lesz 0. 1 pont

b = 5 eseténx2 = 10 000a2 + 2500+ 9+ 10 000a+ 600a+ 300.

Ennek utolsó négy számjegye megegyezik 2809+600a utolsó négy számjegyével, ami 3409
és 8209 között van és ezért nem lehet 2009.

Ha b = 0, akkorx2 = 10 000a2 + 600a+ 9.

Ennek utolsó négy számjegye megegyezik 600a+ 9 utolsó négy számjegyével, ami 0609 és
5409 között van és ezért csak akkor lehetne 2009, ha 600a+ 9 = 2009, amib̋ol aza-ra nem
számjegyet kapunk. 1 pont

Ha c = 7, akkorx2 = 10 000a2 + 100b2 + 49+ 2000ab+ 1400a+ 140b.

Ennek utolsó el̋otti számjegye megegyezik 49+140b utolsó el̋otti szám jegyével, amely csak
akkor lesz 0, hab = 4 vagy b = 9. 1 pont

A b = 4 esetbenx2 = 10 000a2+9400a+2209, és ez csak akkor végződik 009-re, haa = 2
vagy a = 7. Azonban 2472 = 61 009 és 7472 = 558 009 egyike sem végződik 2009-re. 1 pont

A b = 9 esetben pedigx2 = 10 000a2 + 19 400a+ 9409, és ez csak akkor végződik 009-re,
ha a = 4 vagy a = 9. Azonban 4972 = 247 009 és 9972 = 994 009 egyike sem végződik
2009-re. 1 pont

Tehát nincs olyan háromjegyű szám, amelyeknek négyzete 2009-re végződik.

4. Az ABC háromszögbe beírható kör aBC oldalt A1-ben, azAC oldalt B1-ben és azAB
oldaltC1-ben érinti. Ugyanígy kapjuk azA1B1C1 háromszögb̋ol azA2B2C2 háromszöget is.
Mekkorák azABC háromszög szögei, ha szögei ugyanakkorák, mint azA2B2C2 megfelel̋o
szögei (A-nál lév̋o szög megegyezik azA2-nél lév̋o szöggel, aB-nél lév̋o szög megegyezik
a B2-nél lév̋o szöggel)? (6 pont)

Megoldás.

Legyen a háromszögbe beírható kör középpontjaO és érintse
ezt a kört azA-ból induló két oldal azE ésD pontokban, to-
vábbá legyen azA csúcsnál lév̋o szögα!

Az AEOD négyszögben azE-nél és aD-nél is derékszög van,
ezért azO-nál lév̋o szöge 180◦ − α. A DEO háromszögDO

ésEO oldala is a kör sugara. Tehát:

ODE∢ = DEO∢ =
α

2
. 3 pont

Ugyanez igaz a többi csúcsra is. Így azA1B1C1 háromszög szögei:

β

2
+

γ

2
= 90◦ −

α

2
, 90◦ −

β

2
, 90◦ −

γ

2
. 1 pont
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Ez alkalmazható azA1B1C1 háromszögre is. Tehát azA2B2C2 háromszög szögei:

90◦ −

(

90◦ −
α

2

)

2
= 45◦ +

α

4
, 45◦ +

β

4
, 45◦ +

γ

4
. 1 pont

Ezek megegyeznek azABC háromszög szögeivel tehát:

45◦ +
α

4
= α, 45◦ +

β

4
= β, 45◦ +

γ

4
= γ.

Így az ABC háromszög mindhárom szöge 60◦-os. 1 pont
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