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ELOSZO - A TANKONYV TEMAKOREI

Segitségképpen a kotet elején Gjbol bemutatjuk, milyen ti-
pust részekbdl épiil fel a tankonyv.

IEEEEN : Sok esetben egyszert és gyakorlati

problémak vezetnek érdekes matematikai kérdésekhez.
Tlyenekre taldlhatsz példat a lecke elején a BEVEZETO-ben.

Tl Ebben a részben részletes magya-

razatokkal mutatjuk be egy konkrét feladat megoldasat.

BEEECEIN: 1t rendszerezzilk a matematikai

tartalmakat. Megfogalmazzuk a pontos matematikai fo-
galmakat (definiciok) és allitasokat (tételek) is.

: Igyekeztiink véltozatos feladato-
kat 6sszeallitani egy-egy ordra, a konnyebbekkel kezdve.
A feladatokat nehézségiik szerint szinteztiik. A ® jel arra
utal, hogy a feladat megoldasahoz nemcsak matematikai
tudas sziikséges, hanem tobbféle szempontd elemzés és

probléma megoldas. Ezek az tgynevezett kompetencia
feladatok.

PETETIIITIT: Néhany esetben ezt a munkafor-

mat javasoljuk a feladatok megoldésara.
SN - 4-5 feladat az otthoni munkahoz.
XN - 1tt matematikai érdekességeket, 6t-

letes és izgalmas feladatokat talalsz.

eweirszinr ¢ Ezek a részek tdlmutatnak a kozépszinti
érettségi kovetelményeken. Az emelt szintd érettségi ko-
vetelményeihez tartozo6 fogalmak, feladattipusok, illetve
szép, preciz bizonyitasok taldlhatok ezekben a részekben.

Ha tartoés tankonyved van, amit vissza kell adnod az is-
kolanak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dol-
gozz a fiizetedbe! (Tébldzatok esetén segitségedre lehet
egy Ontapados jegyzettomb: egy Ontapados lapot tegyél
a tablazat mellé, s arra irhatod az eredményeket.)

6. Vektorok és a hasonlosag

- TOBB HATAS EGY IDOBEN
Hogyan szall le a repiil6?
- PARHUZAMOS EGYENESEK, ES A KOZEJUK
ESO SZAKASZOK
- NEMCSAK HASONLIT, DE HASONLO
Fényképek és tervrajzok
- SZOGMERES UJ EGYSEGGEL

7. Szogfiiggvények

- DEREKSZOGU HAROMSZOGEK, NEMCSAK
NEVEZETES SZOGEKKEL
Milyen meredek? Milyen magas? Mekkora
pallo kell?
- SZAMOLJUNK HOSSZUSAGOT, TERULETET!
Mérések a tavolbdl: milyen magas a torony?

Milyen messze van a hajé?

8. Egyenlétlenségek, egyenletek,
egyenletrendszerek
- EGYENLOTLENSEGEK GRAFIKONOKKAL
ES ALGEBRAI MEGKOZELITESSEL
Amikor intervallum jelenti a megoldast.
- KET EGYENLET, KET ISMERETLEN
Amikor szamparok jelentik a megoldast.
- SZOVEGES FELADATOK

Teriiletekrol, szamokrol, vasarlasrol...
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BEVEZETO

Toljuk el az ABCD négyszoget elGszor az a vektorral, az igy kapott négyszoget
pedig a b vektorral. A mésodik eltolds utan az A,B,C,D, négyszoget kapjuk.
Adjuk meg annak az egyetlen eltoldsnak a vektorat, amelyik az ABCD négy-
szOget az A,B,C,D, négyszogbe viszi at!

Megoldds
Az éabrarol konnyen leolvashatd, hogy az ABCD négyszog valoban egyetlen
eltolassal is 4tvihet6 az A,B,C,D, négyszogbe (mert megfelel$ oldalaik parhu-

zamosak és egyenlé hosszuak), az eltolas vektora pedig a c.

@ Az eltolas tulajdonsagai vizsgalhaték a GeoGebra programmal is.

KIDOLGOZOTT FELADAT

leszéllopalya Idézet egy internetes cikkbél: ,, A repiilSterek tervezésénél a f6 szempont az uralkodoé szél-
irany, mivel az akar 4 km hosszu palyakat gy kell megépiteni, hogy azok lehetéleg az ott
leggyakrabban jellemz6 szél iranyéban legyenek hasznalhatéak. [...]
Ha a szél nem pontosan palyairanybdl fuj, vagyis ,,oldalas”, akkor pélyairanyra mer6leges

oldalszél komponense is van. Ilyenkor a repiil6gép oldaliranyban lesodrédna a palya tengelyvona-
arepiilégép  1abdl (bal oldali felsé abra), amit a pilétanak meg kell eléznie. ... A nagygépes repiilésre

sebessége ellemz8 modszer a szélre valo ,rétartas”. Ilyenkor a repiilégép tengelyvonala nem par-

a leveg6hoz

a repiilégép palydja Keépest huzamos a palyaval, vagyis a f6ldrél szemlélve olyan, mintha oldalazva, csuszva repiilne.
a foldhdz képest B Ilyenkor a gép orra kissé a szél felé mutat (bal oldali alsé abra és az alabbi fénykép).”
leszallopalya
oldalszél

SAIALTIN Y

a reptilégép palyaja a repillégép
a foldhoz képest sebessége

aleveg6hoz
képest
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Az 4bran az a vektor azt mutatja meg, hogy a vizszintesen repiild, leszallashoz ké-
szl6dé repiil6gép egy masodperc alatt hogyan mozdul el a leszallépalyahoz képest
szélcsend esetén. (A szaggatott fehér vonal a leszallopalya kozépvonala.) R

¥ =

Egy leszallasnal jobbrdl erds keresztiranyu szél fij, amely egy masodperc alatt a b
vektorral mozditja el a repiil6gépet.
Ha a reptil6gép pilotaja nem valtoztatna a szélcsendben megszokott leszallasi folya-

maton, akkor az eredetileg az R pontban 1év6 repiilé hova keriilne egy masodperc

alatt az R, helyett?

Megoldds /

A repiil6gép elmozdulasat a gép motorja és az oldalszél egyiittesen alakitja. A gép egy

masodperc alatti elmozduldsat a ¢ vektorral szemléltethetjiik. A repiilégép tehat az : ’ .
oldalszél hatasara az R, helyett az R, helyre jutna a piléta kozbeavatkozasa nélkil. (A
gép rovid idé alatt elsodrédna a leszallopalyatol.)
Hatdrozd meg a fiizetedben, hogy kiilonb6z6 szél- Told el a megadott kort elészor az a vektorral, majd
iranyok és szélerGsségek esetén hovd keriil az ere- az eltolas utan kapott kort told el a b vektorral!
detileg az R helyen 1év6 repiil6gép a szélcsendben A fiizetedben dolgozz!
»szokasos” R, helyett! (A megadott vektorok jelen-
tése ugyanaz, mint a példéban.)
b
B
P
R a _IR
R a R,
> Jelold meg a K és a P pont eltolasokkal kapott
két-két képét!
Add meg azt az egyetlen eltolast, amely az ere-
deti kort a masodik eltoldssal kapott korbe vi-
szi! Ennek a vektorat jelold c-vel!
Mas vektort kapunk-e, ha elészor a b vektoru,
majd az a vektoru eltolast hajtjuk végre?
R a R, A négyzetracs legkisebb négyzetének oldala
1 egység hosszusagu. Mekkora az a,abésac
vektor hossza?
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3 - Az x — x’ fiiggvény grafikonjat told el a megadott YA

vektorral, rajzold meg az eltoldssal kapott grafikont u

A

a fiizetedben! Melyik fliggvény grafikonjat kaptad

meg?

2y

a) 57 \ 0 1

=/

o 1 a) Add meg az eltolassal kapott grafikonokhoz
tartozo fiiggvényeket!
b) Add meg annak az egyetlen eltolasnak a vekto-
b) yA yE ] rat, amely az eredeti fliiggvény grafikonjat a ma-
sodik eltolas utan kapott grafikonba viszi at!
; U / c) Cseréld fel a két eltolas sorrendjét (eldszor a
1 v vektorral, majd az eltolassal kapott grafikont
ol 1 4 az u vektorral told el), és ismét add meg a ka-

\ pott grafikonokhoz tartozo fiiggvényeket!

d) Rajzold meg annak az eltolasnak a vektorat,

A s Az x —|x| fuggvény grafikonjat told el el6szor az amelyik az x—|x| figgvény grafikonjt az

u vektorral, majd az eltoldssal kapott grafikont told X —|x+2|= 3 fiiggveny grafikonjdba viszi 4!

el a v vektorral! A fiizetedben dolgozz!

1. A vektort alapfogalomnak tekintjiik, nem adunk ra meghatarozast, legfeljebb azt mondhatjuk ra (koriilirasként), hogy
ez egy irdnyitott szakasz.
A vektort az dlldsa, az irdnya és az abszolut értéke (hossza) jellemzi. A vektor dlldsa azt jelenti, hogy melyik egyene-
sekkel parhuzamos. Egy dllason beliil kétféle irdny lehetséges, az iranyt mutatja a nyil hegye. A vektor kezd8pontjanak

végpont és végpontjanak a tavolsagat a vektor hossziisdgdnak vagy a vektor abszolit
v értékének nevezziik.

kezdépont 2. Ha két vektor allasa ugyanaz, akkor ezeket egydlldsu (pdrhuzamos) vek-
toroknak nevezziik. Ha két vektor alldsa meréleges, akkor a két vektort is
merdlegesnek mondjuk. Az a vektor hosszanak jele: 1a 1.

/v/v 3. Két vektort egyenlének mondunk, ha ugyanaz az alldsuk is, iranyuk is, ab-
szolut értékiik is. Egyenl6 vektorok ugyanazt az eltolast hozzak létre.
(Az 4bran a piros vektorok mind egyenl6k; az u és a v kiilonboz6 allasa; a

v és w azonos allasu.)
v v
4,

Két vektor egymas ellentettje, ha ugyanaz az allasuk és az abszolut értékiik,
az iranyuk pedig ellentétes. Egy v-vel jelolt vektor ellentettjének a jele: —v.
A —vellentettje a v.

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



HAZI FELADAT

1 = Egy lassan haladé vonat nyugatrél kelet felé mo-

zog, masodpercenként 2 métert tesz meg. Az egyik
kocsiban egy utas , keresztbe” atsétal a vonat egyik
oldalarél a masik oldaldra, a pontosan szemben
1év6 helyre. Egy masodperc alatt az utas 1,5 métert

2 = Rajzold meg a fiizetedben annak az egyetlen elto-

lasnak a vektorat, amely

a) agjeli grafikont az fjeltbe,

b) az fjelt grafikont a / jeltibe,

c) agjeld grafikont a h jel(ibe viszi at!

tesz meg a kocsiban.

VA
e . \ ]
a) Valaszd ki a hdrom abra koziil azt, amelyik a le- \ \ 1Y /1]
irt torténéshez tartozhat! h \ 1 /
E E E 0f 1 3
[ \/
- .

3 s Hany olyan kiilonb6z6 eltolas adhaté meg, amely
az f, g h jelti grafikonok koziil valamelyik kett6t

b) Mekkora utat tesz meg egy masodperc alatt az egymasba viszi 4t? Add meg mindegyiket egy-egy

utas a vasuti sinekhez képest? vektorral! A fiizetedben dolgozz!

RAADAS

1 > Adj meg olyan eltolast, amely a koordinata-rendszerben az x — | x + 3 |— 4 fiiggvény grafikonjat az x — |x+ 1|+ 5
fiiggvény grafikonjdba viszi at!

2 x Egy merdleges ttkeresztez8dés felé kozeledik két
jarmd. Az autébusz délrdl észak felé halad, sebes-
sége 55 km , személyauté keletrdl nyugat felé ha-

h

lad, és sebessége 70 %

a) Készits 4brat!

b) A buszsof6érhoz viszonyitva milyen iranyd, és
mekkora sebességgel ,,mozog” a keresztez6dés?

c) A buszsoférhoz viszonyitva milyen irdnyu, és

mekkora sebességgel halad az aut6?
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47 VEKTOROK OSSZEADASA

FELADAT

1 = Hasonlitsd 6ssze azokat D 2cm @ 2 = Jeldlje P a DC oldal felez6pontjat!

a vektorokat, amelyek D 2cm C

a 2 cm oldalu ABCD , Py P

négyzet valamelyik csu- S em S em

csabdl a négyzet egy

masik csucsdba vezet- 4 2 et B

nek! A 2cm B

RIREL AT ERIGEEas a) Told el P-t az AB vektorral, majd a P képét az

4] Kéz'il)iik ey weistorn alboaohilt Enitles syl AD vektorral! A két eltolds utan kapott pontot
az . AB abszolut értékével? Melyik egyalldsu az jelsljitk Q-vall Mekkora a PQ tavolsag?
AE el ol . b) Told el P-t az AB vektorral, majd a P képét a

o Bl vl o slbepolilt st egyenld c AC CD vektorral! A két eltol4s utdn kapott pontot
absﬂﬁt értékével? Koziilik melyik egyallasa jelsljitk R-rel! Mekkora a PR tévolsig?
az AC vektorral, és melyik mer6leges ra?

Két vektor 6sszeadasa

Ha egy vektor ugyanazt az eltoldst hozza létre, mint az a vektorral és b vektorral vald eltolds egymasutanja, akkor ezt
a vektort az a és a b vektor dsszegének nevezziik. Jele: a +b.

Két vektor 9sszegvektorat uigy szerkesztjilk meg, hogy egymashoz csatlakozva mérjiik fel a vektorokat (a masodik vektor
kezdépontja legyen az elsé vektor végpontjaban), és megrajzoljuk az elsé vektor kezdépontjabdl a masodik vektor vég-
pontjaba mutato vektort. Ha a két ,,6sszeadandd” nem egy-

allasa, akkor a paralelogramma-szaballyal is megkaphatjuk a+b b a+b b
. . o, —_——p

az Osszegvektort. Ezt mutatja a harmadik abra. a

Kiegészitések :

- Ha két ellentett vektort adunk 6ssze, akkor az 6sszegvektor kezdépontja és végpontja egybeesik, vagyis 0 az 9sszeg-
vektor hossztisdga. A nulla hossztsdgu vektort nullvektornak nevezziik. A nullvektor jele irdsban 0, nyomtatasban 0.

- A Kkét vektor dsszeadasanak nevezett mtiveletnek nincs semmi koze a két szam 6sszeadasakor megismert muvelet-
hez. Két vektor 6sszeaddsakor ,semmi sem adodik dssze” a sz6 ,,hagyomanyos” értelmében. Sem a vektorok hosssza
(kivéve az egyiranyu vektorok esetét), sem pedig az iranya (ezt egyébként sem tudnank értelmezni...). A most defi-
nialt mavelet nevét (és a jelét is) a matematikusok ,,kényelmességének” koszonhetjiik.
A fizikaban két vektor 6sszege helyett a két vektor ereddje elnevezés (is) hasznélatos, de a mtvelet jele itt is a valos
szamoknal hasznalt + szimbolum.

8 VEKTOROK ES A HASONLOSAG



FELADAT

3 =5 Az abran megadott vektorok mindegyikének racspont
a kezd6pontja és a végpontja is (rdcsvektorok). A racs
legkisebb négyzetének oldalhossza 1 egység.

b

\ 4

a) Add meg mindegyik vektor hosszat!
b) Van-e a vektorok kozott két azonos allasu? Es két

azonos iranyu? 4
c) Szerkeszd meg a rics segitségével a kovetkezd y
vektorokat a fiizetedben:
b+a, a+b, b+c, c+b,
at+c, d+a, b+d!
d) Szamitsd ki a megszerkesztett 6sszegvektorok hosszat!
A vektordsszeadas kommutativ miivelet a
A paralelogramma-abra nem egyallasu vektorok esetére mutatja, hogy a vektordsszeadas b
két tagja felcserélhetd: barmely a és b esetében a+b=b + a. b
Ez a kapcsolat egyallast vektoroknal is fennall.
a
Adott az abran harom récsvektor: a, b és c. Kivalasztunk Megoldds
kozilik kett6t és osszeadjuk 6ket, majd a kapott sszeg- Hérom vektor kozill haromféleképpen lehet kivalasz-
vektorhoz hozzdadjuk a harmadik vektort. Hany kiilonbo- tani kett6t. A két kivalasztott vektor Osszege nem fiigg
z6 vektort kaphatunk a masodik 6sszeadas utan? a sorrendjiiktSl, tehat az elsé Osszeadas haromféle lehet:
. (a+b), (b+ c) vagy (a+ c). A harmadik vektornak és
az el6bb kapott Osszegvektornak az 9sszege fiiggetlen a
. sorrendt6l, tehat csak az (a+ b)+ c,az a+ (b+c) ésaz
a ~b afly T~b a f NPT
j‘ Ab P . (a.+ c)l+ b eseteket kell rflengsgalnl. ) ,
- g S N AG M1r?dharom esetet megr'fl],zolva,azt, a mfglepo ered’menyt
< 4 s o \ o, kapjuk, hogy a csoportositasoktol (és az 6sszeadanddk sor-
& N $ rendjétdl is) fliggetleniil csak egyféle vektor (az abran a pi-
y \QT \ﬂ DTN ros szinnel jelolt vektor) lehet a harom vektor dsszege.
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A vektorosszeadas asszociativ miivelet

Két vektor Osszegét definidltuk, barmely két vektor Gsszege egy vektor (ami akar a 0 g

is lehet). Ha harom vektort kell 6sszegezni, akkor eldszor két vektort adunk 6ssze, majd az

igy kapott 6sszegvektorhoz hozzaadjuk a harmadik vektort. N ¢
Az 4brdn egymdshoz csatlakozva mértiik fel sorban az a-t, a b-t és a c-t. Igy jol latszik:

mindegy, melyik két vektort adjuk Gssze az elsé 1épésben, vagyis barmely a, b és ¢ esetében =

(a+b)+c=a+(b+c).
Felesleges tehat zér6jeleket irni: (a+ b)+ c=a+(b+c)=a+b+c.

Az is igaz, hogy kett6nél tobb adott vektor 6sszegét megkapjuk, ha (tetsz6leges sorrend-
¢ ben) egymashoz csatlakozva mérjiik fel a vektorokat, és megrajzoljuk az elsé vektor kezd6-
pontjabol az utols6 vektor végpontjaba mutatd vektort.

a+b+c+d+e

FELADAT

4 = Rajzold meg az abra vektorainak 6sszegét a fiize- a) =
tedben!
a) =
Y
< b)
\4
b)

6 = a) Az ABCD téglalapban AB =4 cm, AD = 3 cm.
Szémitsd ki a BA + BC abszolt értékét!

b) Szamitsd ki a BA + BD abszolut értékét!

c) Az ABCD rombusz oldalhossza 4 cm,
5 s Az abran megadott vektorokhoz rajzolj hozza még ABC<T = 60°

egy vektort ugy, hogy az dbra vektorainak 6sszege Mekkora a BA + BC hossza? Es az 4B + BC

hossza?

0 legyen! A fiizetedben dolgozz!
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HAZI FELADAT

1 5 Rajzold meg a két vektor Osszegét a fiizetedben! (A négyzetnek és a szabalyos hatszognek adott a kozéppontja is.)

a) b) €) a d) e)

>
’

1 TN P N T

Y. b Y

A

2 s |a|= 6 cmés|b|= 2,5cm, a vektorok allisarél nem tudunk semmit.
a) Legfeljebb mekkora lehet az |a + b |2 Rajzolj egy ilyen esetet!
b) Legalabb mekkora az |a 4+ b |? Rajzolj egy ilyen esetet!
c) Szamitsd ki, mekkoraaz|a+ b|,ha a L b!

3. Adjmeg
a) 3 b) 4 c) 5
olyan vektort, amelyeknek 0 az 9sszege!

4 s Szerkeszd meg a K pontbdl az ABCD trapéz csticsaiba vezetd négy vektor osszegét! (K a trapéz atléinak metszés-
pontja.) Hol van ennek a vektornak a végpontja, ha a kezdépontjat K-ba helyezed? A fiizetedben dolgozz!

a) b) c) D 3cm C
D 3cm C D 3cm C
K
K K
A 6 cm B A 6 cm B A 6 @m B

RAADAS

Rajzold meg egy ABC haromszog koriilirt korét! A kér kézéppontjat jelsld K-val! Milyen llast a KA ésa KB osszege, ha
az ACB<
a) hegyesszog; b) derékszog; c) tompaszog?

47. lecke | VEKTOROK 0SSZEADASA
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48 KET VEKTOR KULONBSEGE

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Hogyan vélassza meg a pilota repiil6gépének a leve-
g6hoz viszonyitott sebességét, ha a biztonsagos le-
szallashoz az el6irt sebességgel kell haladnia a f6ld-
hoz képest, de erds oldalszél faj? A repiilégép az R
pontban van, a leszallashoz a f6ldhoz képest e el6-
irt sebességvektorral kellene repiilnie, az oldalszél se-
bességét az s adja meg.

SIS

Megoldds

A 46. lecke kidolgozott feladataban lattuk, hogy a foldhoz
viszonyitott sebességvektort megkapjuk, ha a reptilégép
levegbhoz viszonyitott v sebességvektorahoz hozzaadjuk
a sz€l sebességvektorat. Tehdt e = v+ s. Ennek alapjan

FELADAT

1 5 Melyik vektort adjuk hozza a v-hez, hogy
a) ak-t, c) a0-t
kapjuk? Rajzold meg a vektorokat a fiizetedben!

b) az m-et,

2 5 Melyik vektort adjuk hozza a k-hoz, hogy
c) aO0-t
kapjuk? Rajzold meg a vektorokat a fiizetedben!

a) av-t, b) az m-et,

konnyen szerkeszthet a v, hiszen ha az R pontbdl inditjuk,
akkor az utana flizott s végpontja éppen az e végpontja lesz.

QMR;////

A repiil6gépnek - az abra tanusaga szerint — a szélcsend-

ben szokasosnal nagyobb sebességgel kell a levegéhoz ké-
pest haladnia, és ,,ra is kell fordulnia” a széliranyra. Emiatt
a repiil6gép hossztengelye nem lesz parhuzamos a leszallo-
palya tengelyével.

Megjegyzés

A vvektort az e és az s kiilonbségvektordnak nevezzilk, az s
vektort pedig az e és a v kiilonbségvektordnak.
Jelekkel:v=e—s és s=e—w.

/ k m
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Két vektor kivonasa

Ha ¢ =a + b, akkor az a vektort a c és a b kiilonbségvektoranak (roviden: kiilonbségének) mondjuk. Jele: ¢ — b. Azt a mii-
veletet pedig, amely a c-bél és a b-bdl eléallitja a kiilonbségiiket, kivonasnak nevezziik.

Az dbra szerint ¢ = a + b, és igy a kiilonbség definicidja szerinta = c —b.
Hogyan szerkeszthetd tehat a ¢ — b? A b-t és c-t kozos kezdépontbol mérjiik fel; a kivonandé vek-

b tor (b) végpontjabdl a kisebbitendd vektor (c) végpontjaba mutat6 vektor adja a ¢ — b kiilonbségvek-
tort.
u-v
Ez a megfigyelés egyallasu vektorok esetén is érvényes. = >
u v

Megjegyzés
Vegyiik észre: b+ (c —b) =césc—b =c+ (—b)!

KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Irjuk fel a paralelogramma étlévektorait a paralelog- 3. Milyen kapcsolat van aza — b és a b — a kozott?
ramma két, kdzos pontbdl indulé oldalvektora segit-

ségével!

Ha az el6z6 feladatban megadott f atlovektor ellentettjét

tekintjiik, akkor lathatjuk, hogy ez éppena b —a.
Ezek szerint aza — b és a b — a egymas ellentettje:
Azt mar korabban lattuk, hogy e = a + b, a két vektor kii- —(a—b)=b—aés—(b—a)=a—b.

16nbségénél mondottak szerint pedig f =a — b.

Ha két nem egyallasu vektort kozos kezd6pontbol mé-
riink fel, akkor a paralelogrammava kiegészitett abran
egyszerre szemlélhetjiik a két vektor osszegét és kii-

16nbségét is.

FELADAT

3 s a) Az ABCD téglalapban AB = 6 cm, AD = 2,5 cm. 4 = Mutasd meg konkrét példakon, hogy igazak az alab-
Szdmitsd kia BA + BC ésa BA — BC abszolut bi 4llitasok!
értékét! a) a—b=-b+a
b) Az ABCD rombuszban |BA + BC | = 8 cm, h) a—b+c=a+c—b
|E¢1)—B_C)|=6cm. c)a—(b+c)=a—b-—c
Mekkoraaz AB + DC hossza?

48. lecke | KET VEKTOR KULONBSEGE



5 5 Adott a konvex ABCD delto- A b) Melyik igaz, melyik hamis a kovetkez6 kijelentések

id, amelynek AC a szimmet- kozil?
riadtloja. B D I. AB— AD = DB;
a) Rajzold megaz AB, AD, I. AB— CB= AC:

CB.CD ! .
CB, CD oldalvektorokat! L. AB— AD = CB— CD ;

IV. BA—BC =DA-DC;
V. AB + BC merdleges (CD + BC )-re;
VI. AB— CB+ CA = 0.

HAZI FELADAT

1 = Rajzold meg az u - v vektort! (A hatszog szabalyos, 2 = Melyik vektorral egyenl6?
a kozéppontja is adott.) a) (a-b)+(b-a)
a) / A c) b) c+d-a+(-¢c)-d
; c) a+b-(b-a)+(-a)

Milyen kapcsolat van a nem egyallast u és a v ko-

b) /7 d 3\ z6tt, ha
(ot G o) Ju+v|=|u=v
b) az (u + v) vektor merdleges az (u - v) vektorra?

(V4]
Y

RAADAS

I. Milyen hosszu lehet két vektor Gsszege, illetve kiilonbsége?
Az egyszert(ibb formak érdekében hasznaljuk a vektor abszolut értékére a kovetkezd jeldlést: |v|= v.
A v tehat egy nemnegativ valos szamot jelol, a v hosszat.

1. Haaésb egyallasu és egyiranyu, akkor

a _ a _ b|
la+b|=a+0b, b . - -
la—b|=|a—b]| - ath altb g

2. Haa ésb egyalldsu és ellentétes irdanyu, akkor

a b a
la+b|=]a—1b|, " > >
la—b|=a+b. adb I alb >

3. Ha a és b nem egyallasu, akkor gondoljunk a paralelogramma-szabalyra!

Hasznadljuk fel azt az ismeretet, hogy a haromszog oldalhosz-

sza kisebb a mésik két oldal 6sszegénél, és nagyobb a masik

két oldal kiilonbségénél. Ennek megfeleléen
l[a—b|<|a+b|<a+bés|a—b|<|]a—Db|<a+b.

1-3. A harom esetet egyiitt igy irhatjuk le: |a — b|<|a+ b|<a+ bés|a—b|<|a—b|<a+b.
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II. Valtozasok

»Nincs, ami nem vdltoznék, minden vindorol egyre,
Viltoztat s felforgat a természet keze mindent.”
(Lucretius rémai kolt6, Kr. e. I. sz.)

Az idé muldsa sokszor egyiitt jér a véltozassal. A valtozast a hétkéznapokban kifejezhetjiik szemléletesen (,Oh, mennyit
nétt ez a gyerek tavaly 6tal”) és pontosabban (,Hiztam két kilot”; ,Otezer forinttal tobbet kaptam, mint a mult honapban?).
Minden esetben ugyanarrél van sz6. Egy korabbi allapotot hasonlitunk 6ssze valamilyen szempontbol egy késébbi allapot-

tal. Példaul a tavalyi magassagunkat az ideivel, a mult heti testtomegiinket a jelenlegivel, a mult havi fizetésiinket az e havi
fizetésiinkkel.

Hogyan fejezziik ki a valtozast?
Minden esetben a kivonas miivelete segitségével: az idei testmagassagunkbdl kivonjuk a tavalyi testmagassagunkat, a jelen-

legi testtomegiinkbél a multkori testtomegiinket, az e havi fizetésiinkb6l a malt havi fizetéstinket. A kivonds eredményével,
a kiilonbséggel fejezziik ki a valtozast.

Ez nem csak az egyetlen szammal kifejezheté mennyiségek (skalarmennyiségek) esetében van igy, a fizika minden olyan
esetben ezt haszndlja a mennyiségek megvaltozasanak kifejezésére, amikor a kivonds muvelete értelmezve van. Minden
esetben ugyanaz a ,,séma’: ,valtozas” = ,,végallapot” - ,,kezdGallapot”.

Nézziink erre két olyan példat, amelyben a fizikai mennyiséget vektorral lehet leirni!

1. példa
Egy mozg6 test az A pontbol a B pontba keriilt. Hogyan valtozott meg a helyzete?

Kezdetben az a helyvektor adta meg a test helyzetét, a vég-

B A allapotban pedig a b helyvektor. (A koordindta-rendszer- A
b-a ben elhelyezkedd vektorok koziil azokat nevezzik hely-
vektoroknak, amelyeknek az origé a kezdSpontja.) Tehat
b 4, hogyan viltozott meg a test helyzete? b B
»valtozas” = ,végallapot” — , kezddallapot”
: _ A test helyzetének megviltozasat az AB = b — a kiilonb- a
g ségvektor (az elmozduldsvektor) adja meg! >

2. példa
Egyenletes kormozgast végzo test sebességvektoranak a hossza nem valtozik, csak a vektor iranya. Hogyan valtozott meg a
test sebességvektora, amig a korpalya A pontjabol a B-be jutott?

A vélasz most is egyszerti:

B -\ »valtozas” = ,végallapot” — , kezdéallapot”. o
A sebességvaltozas: v, — v,, azaz a két sebességvektor kii- =
Ny \ lonbségét kell megadnunk. Ezt a kiilonbséget a lapon bar-

! hol megszerkeszthetjiik, hiszen a sebességvaltozis vektord- B 8
AN ,/ nak megadasahoz csupan azt kell tudnunk, hogy ez a vek- 7 >
“““ tor milyen iranyt és mekkora nagysagu.
Az elmondottak egyértelmiivé teszik, hogy az egyenletes
kormozgast végzé test sebessége allanddan valtozik, ezért N 7
ez gyorsulé mozgas (a sebességvektor nagysaga mindvégig

ugyanakkora marad, de iranya folyamatosan valtozik).

48. lecke | KET VEKTOR KULONBSEGE
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49 VEKTOR SZAMSZOROSA

BEVEZETO

Hogyan fejezhetjitk ki az i és a j segitségével (a vektordssze-
adas miveletét alkalmazva) az dbran lathato tobbi vektort?

Y

Megoldds

a=it+titi

b= (=j) + (=)

c=i+j,

d=i+i+i+ () + (),

e = (=i) + (=1) + (=i) + (=) + ().

KIDOLGOZOTT FELADAT

Milyen kapcsolatban van az AD abésac Osszegével?

D

16

Y
\ 4
Y
Y

i /

Y

A
A
A

vy vV T// i/

Kiegészitések

- Az a vektor egyallasu és egyiranyu az i vektorral, és
3-szor olyan hosszu, ezért azt is mondhatjuk, hogy az a
az i-nek a 3-szorosa. Jeloléssel: a = 3i.

- A b vektor egyallasu és ellentétes iranyu a j vektorral, a
hossza pedig kétszerese a j hosszanak; ezért azt is mond-
hatjuk, hogy a b a j-nek a (—2)-szerese: b = —2j.

- Ad=a+ b, ezért a fenti jelolések alkalmazdsaval:
d=3i+(-2j).

- Az e felirhaté igy: e = (—a) + b. A fentiek miatt
—a = —3j, tehat e = —3i + (—2j).

Megoldds

Az 4bra szerint az AD a szabalyos hatszog 4tlovektora, a b
és ¢ a hatszognek az A pontbdl indul6 két oldalvektora, K a
hatszog kozéppontja.

A szabdlyos hatszog tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy
b+c= AK.

Ez egyallasti és egyiranyti az AD -vel, és fele olyan hosszu.
Ezért azt is mondhatjuk, hogy

AD =2(b + c) vagy mésképp: b + ¢ = %H)’

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Definicio: vektor szamszorosa \/V

Egy c pozitiv szam és egy v vektor szorzata az a vektor, amely a v vektorral egyallasu / ,

\4
és egyiranyu, abszolut értéke pedig c-szerese a v abszolut értékének: |cv| = c- |v]|. -«
Egy d negativ szam és egy v vektor szorzata az a vektor, amely a v vektorral egyal- L
last és ellentétes irdnyu, abszolut értéke pedig |d|-szerese a v abszolut értékének:
|dv] =1d]-|v].

Fontos specidlis eset: (—1)v = —v, ez a v ellentettje.
A 0 és egy v szorzata a nullvektor: Ov = 0.

Kiegészitések
- A kovetkezd vektorok egyenlok:
(—3)a [ez az a-nak a (—3)-szorosa],
3(—a) (ez az a ellentettjének a 3-szorosa),
—(3a) (ez a 3a ellentettje).
Tehat (—3)a = 3(—a) = —(3a) = —3a. A —3a zardjel nélkiili jeloléssel ezek koziil barmelyikre gondolhatunk.

- ,Negativ szam és vektor szorzasa’, ,,két vektor kiilonbsége”, ,vektor ellentettje”: mindharom esetben ugyanazt a szim-
bolumot hasznaljuk: a ,—” jelet, de mindharom esetben teljesen mas a jel matematikai tartalma (valds szam eldjele,
két vektor kivonasanak jele, vektor ellentettjének a jele).

Ezért nem ,akadékoskodds” olyan egyszertinek latszé dolgokon kissé elgondolkodni, hogy miért is irhatjuk példaul:
a— (5b) =a+ (=5)b =a + 5(—b), vagy a leggyakoribb felirdssal: a — 5b.
- A bevezet6 feladatban ¢ =i + j, amit irhatunk igy is: ¢ = 1i + 1j.

FELADAT

1 = Mutasd meg, hogy a Bevezet6 feladat dbrajan meg- Keresd meg a berajzolt vektorok kozott az alabbi
adott d és e Osszege a (—4j)-vel egyenld, és d — e = 6i! vektorokat:
loa_p): 1 s
S(a b); 2(a+ b); a;

D = Jeloljiik i-vel azt a vektort, amely az origdbdl az .
q g g ] 1 . —b: 2(b—
(1; 0) pontba vezet, j-vel pedig azt, amelyik az ori- S(a+b); b; 5 (b—a)!
goébdl a (0; 1) pontba vezet.
A 46. lecke hazi feladataban foglalkoztal azokkal a
vektorokkal, amelyekkel az itt 1évé egyes parabola-

kat valamelyik madsikba tolhatjuk el. Fejezd ki eze-

ket a vektorokat az i és a j segitségével!

YA — —
\ f / A 5 Azittlathat6 kockaban legyena = AB,b= AD,
c= AE . Ird fel ezeknek a vektoroknak a segitsé-
\L Y /1] g
\ 1 / gével az alabbi vektorokat:
! 0T > BF; CH; BH ; D*Q: ahol Q a BF szakasz fele-
X
zépontja!
\ / - .
g
E F
3 s Egy paralelogramma két oldalvektora a és b. A D .
paralelogrammaba berajzoltunk néhany vektort. (A

bels6 vektorok a szimmetriakozéppontba mutatnak.) A B

49. lecke | VEKTOR SZAMSZOROSA
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HAZI FELADAT

1 5 a) Azaésabazonosallasiésazonosiranyu vektorok,
azahossza 24 mm, abhossza 6 mm. frd fel aza-ta
b szdmszorosaként és a b-t az a szimszorosaként!

b) Azaésb azonos alldsu és ellentétes iranyu vek-
torok, az a hossza 8 mm, a b hossza 10 mm.
Ird fel az a-t a b szdmszorosaként és a b-t az
a szamszorosaként!

c) Az a és b azonos éllasu vektorok, az a hossza
16 mm, a b hossza 40 mm. Ird fel az a-t a b
szamszorosaként és a b-t az a szaimszorosaként!
Hany lehet6ség van?

Az u hossza 24 mm, a v A
hossza 32 mm, a két vektor
merdleges egymasra. v
Szerkeszd meg a kovetkezd
vektorokat, és szamitsd ki az
abszolut értékiiket!

RAADAS

18

I. Vektor szammal val6 szorzasa

Most talalkoztunk el6szor olyan miivelettel, amelynek két
»szerepléje” — egy szam és egy vektor — nem ugyanabbdl a
halmazbdl valé. Eddig minden esetben ugyanabbdl a hal-
mazbdl vélasztottuk a ,,szerepléket”: 6sszeadtunk két sza-
mot, Osszeadtunk két vektort, két halmaz unidjat vettiik,
kivontunk egymadsbol két szamot, két vektort, két halmazt
stb. Természetesnek vettiik, hogy a mivelet eredménye is
ugyanabbol a halmazbdl valé, mint amelybél a két ,,sze-
repld”.

Ezuttal azonban nem ez volt a helyzet, meg kellett monda-
nunk, hogy a vektor szdmmal vald ,,szorzasa” eredménye-
ként minden esetben vektort kapunk eredményiil és soha-
sem szamot (vagy valami mast)! Ezért aztdn nyilvan hibat
kovet el, aki azt irja, hogy 0a = 0, mert a 0 egy szam. He-
lyesen ezt kell irni: 0a = 0. Es persze k0 = 0, barmely sz4-
mot jelentsen is a k.

Jovére latjuk majd, hogy 0a-nak is tudunk értelmet adni,
s ebben az esetben 0a = 0, vagyis a 0 szam lesz a miive-

a) 2u, 2v, —1,5v;
b) ua +v, 2u + 2v, 2u — 2v;
c) 4u+ 3y, 4u — 3v, —u— 2v.

3 = Vegyél fel egy koordinata-rendszert. Jelold i-vel
azt a vektort, amely a (2; 3) pontbdl a (3; 3) pontba
mutat, j-vel pedig azt, amelyik a (—3; 4) pontbdl
a (—3; 5) pontba mutat.

a) Rajzold meg a kovetkez6 fiiggvények grafikon-
jat y=|x|, y=|x|+ 3, y=|x— 4|+ 3!

b) Rajzold meg az dsszes olyan eltolasnak a vekto-
rat, amely a megadott grafikonok valamelyikét
egy masik megadott grafikonba viszi at!

c) Fejezd ki a b)-ben megrajzolt vektorok mind-
egyikét az i és a j segitségével!

let eredménye. Ez a legfurcsabb miiveletek egyike, hiszen
itt két vektorral végzett miivelet eredményeként egy valos
szamot kapunk!

II. Vektorok a fizikaban

A fizika szempontjabdl igen jelentés miivelet a vektor

szammal val6 szorzasa.

Példdul

- A 2vallando sebességli test ugyanabba az iranyba moz-
dul, mint az 4dllanddan v sebességti, csak éppen ugyan-
akkora id¢ alatt kétszer akkora tavolsagra jut; a —0,5v al-
land6 sebességti test az el6bbi kett6vel ellentétes irdny-
ban mozdul, de ugyanakkora idé alatt a 2v sebességi 4l-
tal megtett titnak a negyedét, a v sebességgel halado 4l-
tal megtett utnak a felét teszi csak meg.

- Ha egy testre harom erd hat: F; 1,5F és —2,5F, akkor
ezeknek az Osszege 0, tehdt a test tomegkdzéppontja
vagy nyugalomban van, vagy allandé sebességgel halad,
azaz a sebességvektora nem valtozik.
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RAADAS

1. Az ABCharomszog koriilirt kérének kozéppontja K.

C

B

a) Szerkeszd meg paralelogramma-szaballyal az
L pontot ugy, hogy KL=KA+KB legyen!

b) Milyen paralelogramma keletkezett?

c¢) Igazold, hogy az AB és a KL szakasz merdlegesen
felezi egymast!

d) Szerkeszd meg paralelogramma-szaballyal az M
pontot ugy, hogy KM = KL + KC legyen!

e) Igazold, hogy KM = KA + KB+ KC !

f) Igazold, hogy a CM egyenes meréleges az AB-re!

g) Szerkeszd meg a KM = KA + KB + KC vektort
ugy, hogy a KB+ KC osszeghez adod hozzd a
KA -t! Ennek alapjan igazold, hogy az AM egye-
nes merdleges a BC-re!

h) Igazold, hogy M az ABC hiromszdg magassag-
pontja!

Igazold, hogy ha 6sszeadjuk A
egy téglatest A csticsabol in-

dul6 harom élvektort, akkor
az Osszeg egyenld az A-bol
indulé testatlovektorral!

Egy téglatest élei 3 cm, 4 cm, 12 cm hosszusaguak.

a) Milyen hosszuak a téglatest testatl6i?

b) Melyik vektor az A csucsbdl indulé harom
élvektor osszege?

Az ébran megadott téglatest 8 egybevagd kockabol
all.

Fejezd ki az a, a b és a ¢ vektor segitségével

a) a P-ben csatlakozé lapok P-bél indulé atlévekto-
rait;

b) a P-bdl induld testatlévektort;

c) aQ-bodl,azR-bdl ésaz S-bdlinduld testatlovektort!

Az abran lathaté test
egy szabdlyos oktaéder
(nyolc szabélyos harom-
szOglap hatérolja). Az
AB élvektor legyen a,
az AD  élvektor b, az
AE élvektor pedig ¢ (az
abran lathaté mddon). Fejezd ki e harom vektor se-
gitségével az alabbi vektorokat:

AC;EB; EC; AF; EF; FC!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

20

Katamaran indul a mesterséges t6 egyik partjardl (A).
A vizi jarmu 1 masodperc alatt 12 m-t mozdul el, az 1 ma-
sodperc alatti elmozdulas vektora mindvégig az abra sze-
rinti (r). I

A

a) Mennyi id6 alatt ér at a katamaran az 1,2 km tavolsag-

ban lev$ szemkozti partra (B-be)?

b) A parttal parhuzamosan huz6dé uton egy autéra sze-
relt kameraval filmre veszik a katamardn mozgasat.
A minél élesebb felvétel érdekében a kamera rogzitett
allvanyon van, és az allvanyon nem mozgathatd. Mek-
kora sebességgel haladjon az aut6, hogy a katamaran
mindig a partra merélegesen bedllitott kamera latome-
zejének kozepén helyezkedjen el?

Megoldds
Az r elmozdulasvektor megadhaté két olyan vektor dssze-
geként is, amelyek egyike meréleges a mesterséges to part-

OSSZETEVOKRE

VEKTOR FELBONTASA

jéra (r,), a masik pedig parhuzamos vele (r,). E két vektor
jelentése egyszeru: a partra mer6leges r,, nagysaga azt mu-
tatja, masodpercenként hany méterrel lesz kozelebb a kata-
mardn a tulparthoz, a parttal parhuzamos r, nagysaga pe-
dig azt mutatja, hogy masodpercenként hany méterrel ke-
riil tavolabb az AC egyenest6l.

A megfelel6 részletet kinagyit-
va és a szabdlyos hdromszog tu-

A

lajdonsagait felhaszndlva kap- 30° Y
juk, hogy v
= o = L3 NS

" 2 P 2

Ez azt jelenti, hogy |r

| = 6 (méter) és |r,| =63 ~ 10,4

(méter).

a) A katamaran mdsodpercenként 6 méterrel keriil koze-
lebb a tulparthoz, azaz 200 masodperc alatt éri el azt.

b) Az elmozdulasvektor parttal parhuzamos 0sszetevdjé-
nek nagysaga 10,4 m, tehat a parton halad6 kameranak
masodpercenként ugyanekkora utat kell megtennie. Az

km

autd sebessége 10,4 % =~ 37,4 I

Megjegyzés: a feladat vektorok alkalmazasa nélkiil is meg-
oldhatd, ennek részletezésétél most eltekintiink.

Haaz a, az u és a v olyan, egy sikban 1év6 vektorok, hogy az u és a v nem egyéllasu, akkor az a felbonthat6 két olyan vek-

tor Osszegére, amelyek egyike az u-val, mésika a v-vel egyallast. Az u-val egyallast vektor az u-nak egy szamszorosa:

ku. Ez az a-nak az u-val parhuzamos (vagy u iranyt) dsszetevdje. A v-vel egyallasu vektor a v-nek egy szamszorosa: mv.

Ez az a-nak a v-vel parhuzamos (vagy v irdnyu) dsszetevdje. Tehat a = ku + mv.

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Amikor az a vektort ku + mv alakban irjuk fel, akkor azt mondjuk, hogy az a-t felbontot-

tuk az u-val és a v-vel pdrhuzamos dsszetevikre.

Bebizonyithatd, hogy a fenti médon megadott a, u és v esetében egyetlen ilyen (k; m)

rendezett valds szampar létezik.

FELADAT

15

-

Fel lehet-e bontani a ¢ vektort

a) az avektorral és a b vektorral;

b) az a vektorral és a d vektorral;

c) ab vektorral és a d vektorral pairhuzamos 6sz-
szetevokre?

Ha igen, akkor bontsd fel! Ha nem, akkor indokold

meg, hogy miért nem! A fiizetedben dolgozz!

a

&

Hasznald az 1. feladat abrajat! Rajzold meg a ko-
vetkezd vektorokat!
a) u=2b+0c

b) v=0b+ (-2)c

c) w=0b+0c

HAZI FELADAT

15

Rajzold meg a kovetkezd vektorokat szabalyos ha-
romszogracsban! A fiizetedben dolgozz!

a)p:%u+lv d) s=u—2v

b) q=-1u+ %v e) Ird fel az a, b, ¢ mind-

egyikét ku + mv alakban!
c) r=—%u+ (—%)v

SEPKIKRRE
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3 = Hajlékony fonalra egy 20 newton sulyd targyat

25

erésitettek az dbra szerint. Szerkeszd meg a targy
stlyanak (G) a targyat tartd két fonaldarabbal pér-
huzamos 0sszetevéit, és szamold ki ezek nagysagat
is! A fiizetedben dolgozz!

4

>

Hasznald az 6rai 1. feladat abrajat! Fellehet-e bon-
tani a d vektort

a) az a vektorral és a b vektorral;

b) az avektorral és a ¢ vektorral;

c) ab vektorral és a ¢ vektorral

parhuzamos osszetevikre?

Ha igen, akkor bontsd fel! Ha nem, akkor indokold
meg, hogy miért nem!
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51 BAZISVEKTOROK

Ui Legyen az u és a v két, egy sikban 1év6, nem egyallasu vektor. Ekkor a sikjukban 1év6 barmely
a vektorhoz van olyan k és m szam, hogy a = ku + mv.
a ku
., Az u-t és v-t bazisvektoroknak, a két vektort egyiitt a sik egy bazisrendszerének nevezziik
y (roviden: bazis). Azt mondjuk, hogy k és m az a-nak erre a bazisrendszerre vonatkozé két
- vektorkoordinataja.

Ha egy bazisrendszer bazisvektorai u és v, tovabba megallapodunk abban, hogy u az elsé bazisvektor, v pedig a masodik
bazisvektor, akkor ebben a bazisrendszerben az a = a,u + a,v (a,, a, € R) kapcsolatot roviden igy jeloljiik: a(a; a,).

Megjegyzés

- A bazisrendszer (alaprendszer) elnevezést az indokolja, hogy a sik minden vektora felirhatd a két bazisvektor segitsé-
gével mint egy-egy szamszorosuk Osszege.

- A bazisrendszer 6nkényesen valaszthatd. A sik vektorainak vektorkoordinatai fiiggnek a valasztott bazisrendszertdl.

Példdul az abran megadott négyzet a oldalvektora igy bonthato fel az u-val és a v-vel parhuzamos 0sz-
szetevékre: a =u — v=lu+ (—1)v, tehat itt k = 1 és m = —1. Az u, v bazisrendszerben vektorkoordi-
natakkal felirva: a(1; —1).

Megjegyzés
Az u felbonthatd a-val és v-vel parhuzamos Osszetevékre: u =a +v=la + lv;
a v felbonthatd a-val és u-val parhuzamos 6sszetevékre: v=u—a = lu + (—1)a.

KIDOLGOZOTT FELADAT
ﬁ Két bazisrendszert adtunk meg: az i-bdl és j-bol alldt, illetve az u-bdl és

/
/’ / v-bol 4llét. Adjuk meg mindkét bazisrendszerben a K pontbdl a rombusz

Y

csucsaiba mutat6 vektorok vektorkoordinatait!

/ // Megoldds
d . e Tt . . PYRRTP
yd Mindkét bazisrendszer esetében ugyanazok a vektorok dsszetevdi, hiszen

4
j K / a megadott két bazisrendszer bazisvektorai paronként parhuzamosak.

Az i, jbazisrendszer bazisvektorainak hossza megegyezik a négyzetracs leg-

~—
/ a = kisebb négyzetének hosszaval, ezért konnyen lathatok a kovetkezok:
ﬁ/ a=-2i+(-3)j, b=4i+(-1)j, c=6i+5jésd=0i+ 3j,
az u, v bazisrendszerben pedig: a=—lu+3v, b=2u+1v, c=3u+ (-5)vés
d=0u+ (-3)v.
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A téblazat a vektorkoordinatakat mutatja:

Melyik vektor?
Hanyadik koordinata?
Az i, j bazisrendszerben

Az u, v bazisrendszerben

Most

az i, j bazisrendszer esetében:
mig az u, v bazisrendszerben:

A vektorkoordinatak
a b C d
els6 masodik els6 masodik elsé masodik elsé masodik
=2 =3 4 -1 6 5 0 3
-1 3 2 1 3 =5 0 -3
a(—2; —3), b(4; —-1), c(655) és  d(0;3),
a(—1; 3), b(2; 1), c(3; =5) és  d(0; —3).

FELADAT

1 5 a) Add meg az a, b, ¢, d vektorkoordinatait az i, 3 = Hajlékony fonalra 40 N sulyu testet akasztunk ugy,

bazisrendszerben!

hogy az abra szerint az R felez6pontban legyen a

b) Add meg a két bazisvektor vektorkoordinatait felfiiggesztési pont. Szerkeszd meg a G-nek a két

is!

fonaldarabbal parhuzamos 6sszetevéit! Az a) és b)
esetben szamoldssal, a c) esetben méréssel allapitsd

meg az Osszetevé er6k nagysagat!

\c-

2 5. a) Megadtuk az u, v bazisrendszert. Fejezd ki az
a, b, ¢, d vektorokat vektorkoordinatékkal!
b) Add meg a két bazisvektor vektorkoordinatait

is!

&

4 5 Azt tartjak, hogy a ruhaszarité kételet hagyni kell
»belogni”, killonben a kotél konnyen elszakad. Mi
lehet ennek az oka?

51. lecke | BAZISVEKTOROK



HAZI FELADAT

1 s a) Azi, j bazisrendszerben add meg az 04, 0C, OB, AB, CB és
AC vektorkoordinatait! (O a koordinéta-rendszer origdja.)

b) Szédmitsd ki az a)-ban megadott vektorok hosszat (hosszegység-
nek a koordinita-rendszer tengelyein adott hosszegységet te-
kintve)!

c) Hogyan bizonyitanad be, hogy az OABC négyszog paralelog-
ramma, de nem rombusz?

2 - Az dbraalapjan magyardzd el, mi torténik a biliardgolyénak az asz-
tal szélével torténd titkozésekor! Figyelj a biliardgolyo palyajara is!

3 s a) Azi,jbazisrendszerben add meg az 04,08, 0C, 0D, AB, DC,
AD és BC vektorkoordinatait! (O a koordinata-rendszer ori-
goja.)

b) Szdmitsd ki az a)-ban megadott vektorok hosszat (hosszegység-
nek a koordinata-rendszer tengelyein adott hosszegységet te-
kintve)!

c) Hogyan bizonyitanad be, hogy az ABCD négyszog trapéz, de
nem hdrtrapéz?

RAADAS

24

»Autoverseny” — egy régi jaték. A jatékhoz egy négyzethalds lapra van sziik-

ség, ahova el8szor tetszés szerint megrajzoljuk a versenypalyat, majd a palyan

valamely racsvonal mentén a startvonalat:

A jaték szabaly a kovetkezo:

A jatékosok egymads utan felhelyezik a versenyautdjukat (kiilonbozd szinti

ponttal jel6lve) a startvonal valamely racspontjara. Ezutan felvéltva fognak

1épni, a kovetkezd szabalyok szerint:

1. Minden lépést egy nyillal jel6lnek, ami a kocsi legutébbi helyzetét koti 6sz-
sze a lépés utan helyzettel.

2. Els6 1épésként barmely szomszédos cstcsra lehet 1épni.

A i %3(5 6)

C(1; 4 / i

A/
/ /N
HB / A(4:2)

Z .

(0] 1 X
|

N asztal széle

titkozés helye

AR C(2:6)
//
B64) /
N J
i // D( ;3)
A(-3;2
CHDIN | /
N
(0] 1 X
T
CEL
7
[ [ \
[ —
\ —] \
N )
N
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3. Minden tovabbi lépést ugy kell végezni, hogy az el6-
z8 1épést ismételjiik meg, és az igy elért racsponthoz
képest — ha akarunk - egy szomszédos racspontra ke-
ritlhetiink. Ilyen médon lehet kanyarodni, gyorsitani,
lassitani, vagy akdr tartani is a sebességiinket.

4. Ha valaki a legutolso 1épésével keresztezi egy masik ja-
tékos legutolsé 1épését (annak kezdeti helyétdl a végsé
helyéig), akkor mindkét jatékos balesetet szenved és
kiesnek a jatékbol.

5. Ha valaki a pélya vonalan kiviilre kénytelen 1épni, ak-
kor balesetet szenved, és kiesik a jatékbdl.

6. Ha egy jatékos elkeriilheti a balesetet (tehat 1éphet ugy,
hogy azzal a 1épéssel ne artson maganak vagy mas-
nak), akkor el kell kertilnie azt.

7. A jatékot az a jatékos nyeri meg, aki nem szenved bal-
esetet, és a legkevesebb lépésben tud eljutni a CEL-ig.
Ha ugyanabban a korben tébben érnek célba, akkor

kozottikk dontetlen az eredmény.
Az dbran lathaték Bence (piros) és Joco (kék) egymast

kovetd 1épései. T |
7
/ —
7 ///” o
FELADATOK START y
A
e . L S
1 ® Fogalmazd meg a vektorok nyelvén a jaték szabd- T
» . . —
lyait! Vigyazz! A ,balesetekre” vonatkozé szaba- o~
lyokban nem hasznalhatod az ,egymast metsz6
vektorok” fogalmat, hiszen ilyesmit nem értelme-

ziink!
2 ® Ellendrizd, hogy Bence és Joco 1épései szabalyosak-e!
3 ® Vajon ki kezdte a jatékot?

4 ® A szaggatott vonalas lépéseken a sracok gondolkodtak ugyan, de végiil mégsem 1épték meg Sket. Milyen okuk lett
volna meglépni a 1épést, és miért dontdttek végul ugy, hogy nem fognak lépni?

5 ® Jatsszatok autéverseny jatékot az osztalytarsaiddal! Szedjétek Gssze tapasztalataitokat, és adjatok ,,hasznos tanacsokat”
a kezd¢ jatékosoknak!

6 ® Bence és Joc jaték kozben felirtak az Gsszes 1épésiikhoz tartoz6 vektor koordinatait. Dontsd el az alabbi allitasokrol,
hogy igazak vagy hamisak-e!
A gybztes jatékos lépéseihez tartozd vektorok dsszege biztosan 0.
A gyoéztes jatékos lépéseihez tartozé vektorok dsszege bdrmi lehet.
A gydztes jatékos lépéseihez tartozo vektorok Osszegének elsé koordindtdja biztosan 0.
A gybztes jatékos lépéseihez tartozd vektorok dsszegének elsd koordindtdja természetes szdm.
A gyéztes jatékos lépéseihez tartozé vektorok dsszegének mdsodik koordindtdja természetes szdm.
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52 PARHUZAMOS EGYENESEK

BEVEZETO

Egy vonalas fiizetlapon olyan egyeneseket huzunk, ame-
lyek nem parhuzamosak a vonalazassal. Az e és az f egy-
massal parhuzamos, a g metszi 6ket, mégpedig éppen
a fiizet egy-egy vonaldn.

Az e, az f és két szomszédos vonal kozott egybevago kis pa-
ralelogrammak keletkeznek (egybevagok, mert egy eltolas-
sal dtviheték egymasba). Eszerint az e és az f egyenesen a
vonalazas egyenld szakaszokat jelol ki.

A g egyenesen is egyenld szakaszok keletkeznek, hiszen a
kis haromszogek is atvihet6k egymasba egy-egy eltolassal.
A g-n keletkezé szakaszok (az dbran lathat6 esetben) na-
gyobbak, mint amilyeneket az e-n és az f-en latunk.

N
S~

Az e egyenes, a g egyenes és a fiizet vonalazasa haromszo-
geket jelol ki. Hasonlitsunk 6ssze két ilyen haromszoget,
példaul az OAB és az OCD haromszoget:

- megfelel6 szogeik egyenl6k, mert egyallast szogek;

- az e egyenesen 1év6 oldaluk ardnya ugyanannyi, mint
a g egyenesen 1év6 oldaluk aranya: OA : OC=4:3 és
OB:0OD=4:3.

S6t, ha a harmadik oldalaikat hasonlitjuk 6ssze, azoknak

az aranya is ugyanennyi: AB : CD = 4 : 3. Ez konnyen be-

lathat6, ha mindkét haromszoget az OEG haromszoggel

26

egybevagd ,kis” haromszogekre és az EGHK paralelog-
rammaval egybevagd ,kis” paralelogrammadkra bontjuk.

q
o~}

Megjegyzés

Az EGHK paralelogramma EH atléjat megrajzolva lathat-
juk, hogy egy kis paralelogramma teriilete kétszerese az
OEG héromszog teriiletének. Az OAB haromszog teriile-
te tehdt 16-szor akkora, mint az OEG haromszog teriilete,
az OCD héromszog teriilete pedig az OEG haromszog te-
riiletének 9-szerese.

~ 2
Erdekes, hogy % = (%) .
A bevezetd feladat megallapitdsainak egyszerti kovetkez-
meénye az alabbi kijelentés:

Ha egy sz6g két szarat olyan parhuzamos egyenesek-
kel metssziik el, amelyek a sz6g egyik szarabol egyenlé
szakaszokat metszenek ki, akkor a szog masik szaran is
egyenld szakaszok keletkeznek.

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Vonalas lapon meg- 0

N
c =,

Az dbran 1év6 tavolsagok koziil néhanyat meg-
adunk. Szamold ki a tobbi tavolsagot, és toltsd ki
a tablazat tires mezdit!

rajzoltunk két ha-
romszoget az abra
szerint.

OA OB OC OD AC BD AB CD
1. feladat 4 7,2 4.4
2. feladat 8 6 18

Készits hasonl¢ feladatot, vonalas fiizetbe rajzolt
egyenesekkel! Készits hozza (az el6z6hoz tabla-
zatot, add meg a tablazat harom adatat, és hatd-
rozd meg abban az esetben a tobbi tavolsagot!
Az alabbi tablazatban van olyan sor, amelyik
olyan adatokat tartalmaz, amelyek egytitt nem le-
hetségesek. (az adatok az eddigieknek megfeleld,
vonalas fiizetlapon készitett feladathoz tartoznak)
Valaszd ki a megoldhaté feladatokat, és indo-
kold meg, miért nem oldhaté meg a tobbi!

HAZI FELADAT

1 = Amikor egy 18 m magas fa arnyéka 12 m hossz,
akkor hany méter hosszt a 15 m, a 12 m, illetve
a 22 m magas fa arnyéka? Indokold a vélaszodat!

2 5 A kék szakasz a haromszog két oldalanak felez6-
pontjat koti 6ssze (a haromszog kozépvonala).
Bontsd fel az alatta 1év trapézt a folotte 1évé kis
haromszoggel egybevagd részekre! Hany harom-
szogre bomlik a trapéz?
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OA OB OC OD AC BD AB CD

1. feladat 4 11,7 4 9
2. feladat 6 8 6 11
3. feladat 10 20 12 27
4. feladat 18 20,7 9,6 20,7

()
Y

Egy torony talpatol 20 m tévolsagban a talajra merd-
legesen leszurt 0,8 m hosszt palca arnyéka éppen 1 mé-
ter hosszi. A vonalas fiizet 6tletét alkalmazva (lasd az
abrat) mutasd meg, hogy a torony magasabb 16,1 mé-
ternél!

X m S

0,8 m\
20 m 1m

Egy trapéz parhuzamos oldalai 10 cm és 16 cm hosz-
sztiak. Kossiik Ossze a trapéz szarainak felezGpontjait!
Mi a keletkezd két rész teriiletének aranya?

Az ABC haromszog AC oldalanak H, harmadolé-
pontjan at parhuzamost hiztunk az AB oldallal.
©

H,

%

A B

a) Milyen aranyt részekre bontja a piros szakasz a
BC oldalt?

b) Mutasd meg, hogy az AB szakasz haromszor
olyan hosszt, mint a piros szakasz!

c) Bontsd fel a keletkezett trapézt a folotte 1évo kis
haromszoggel egybevagd részekre! Hany ha-
romszogre bomlik a trapéz?
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53 PARHUZAMOS SZELOK TETELE

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy 54 m’-es lakételepi lakas alaprajza téglalap. A két el-
valaszté fal harom téglalap alakd részt hoz létre: egy
18 m’-es szobdt, egy 24 m’-es nappalit és a tobbi helyi-
ség (elészoba, konyha, fiirddszoba és WC) szdmara egy
12 m*-es téglalapot. A miiszaki rajzolénak csak a lakas alap-
rajzanak a vazlatat adta oda a tervezd, a megfelel$ utasita-
sokkal. A rajzolé feladata megszerkeszteni ezen az abran a
két elvalaszto fal helyét. Hogyan teheti ezt meg?

D C
i i
i i
szoba i nappali i
18m’ i 24m’ i 12m’
i i
i i
A x y z B
Megoldds

A héarom téglalap teriiletének ardnya 18:24:12=3:4:2,
ezért az AB oldalra illeszked6 oldalaik aranya ugyaneny-
nyi (hiszen az erre mer6leges oldalaik egyenlé hossztak).
A rajzol6 feladata tehat az, hogy az AB szakaszt ossza fel
szerkesztéssel harom részre gy, hogy a részek hosszanak
ardnydraaz x:y:z = 3:4:2 Osszefiiggés igaz legyen.

A szerkesztés — az el6z6 lecke bevezetd feladatanak otlete
(a vonalas lap) alapjan - az dbran nyomon kévethetd:

D C

12m’

—
o
5.
)
=~
5.

- Egy A kezdSpontu félegyenest rajzolunk, amelynek
egyenesén nincs rajta a B pont.

- A megrajzolt félegyenesre A-tdl indulva kilenc egyen-
16 hosszusagu, egymashoz csatlakoz6 szakaszt mé-
riink fel (mert az ardnyszdmok Osszege 3 + 4 + 2, va-
gyis 9). A kilencedik szakasz A-t6l tavolabbi vég-
pontja legyen a P pont. Megrajzoljuk a PB szakaszt.

— A harmadik és a hetedik szakasz A-tdl tavolabbi vég-
pontjan (Q-n, illetve R-en) keresztiil parhuzamost szer-
kesztiink a PB-vel. E két parhuzamosnak az AB-vel vald

metszéspontjai (K, illetve M) adjak a keresett osztépon-
tokat az AB szakaszon.

Megjegyzés

Kozelité megoldasnak megfelelne az, hogy a rajzold
megméri az AB szakasz hosszat, majd elosztja ezt 9-cel
(3 +4 +2=29). Ezutan rendre felmér az AB szakaszra egy
3-szor ilyen hosszt, majd ehhez csatlakozva egy 4-szer
ilyen hosszu szakaszt. Egy miiszaki rajzol6 szdmdra ez a
megoldas nem elfogadhaté, mert rajzeszkozeivel ennél

az eljarasnal pontosabban tudja megszerkeszteni a kivant
osztépontokat.

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



FELADAT

1 s a) A valésigban egy téglalap gyan segit ebben a felbontasban a jobb oldali rajz?

alakt telek teriilete 539 m’. Lehet, hogy van még egyszertibb szerkesztési mod?
A telket valamelyik oldaléval
parhuzamos egyenessel 2 : 5
tertiletaranyt két részre kell
felosztani. Szerkeszd meg a két

lehetséges, lényegesen kiilon-

boz6 felosztast a Kkicsinyitett a
dbran! A fiizetedben dolgozz! 3 5 Vegyél fel a fiizetedben egy 11 cm hosszuségu sza-
b) A két megszerkesztett egyenes 4 részre vagja a kaszt!
téglalapot. Hany m” az egyes részek teriilete a a) Szerkessz szabalyos hiromszdget, melynek ke-
val6sagban? riilete az adott szakasz hosszaval egyenl6!
b) Szerkessz egyenl6szari hdaromszoget, melynek
2 5. A szabilyos 6tszog oldala a cm, az tldja b cm hosz- kertilete az adott szakasz hosszéval egyenl6, és
szusagu. Az atlot két olyan részre kell bontani, ame- egyik oldala masfélszer olyan hosszd, mint egy
lyek ardnya ugyanakkora, mint az a : b arany. Ho- masik oldala! Hany megoldast talalsz?
1 s a) Egy haromszog keriilete akkora, mint a k sza- b) Egy téglalap oldalhosszusagainak aranya 2: 3, a
kasz, oldalainak ardnya 3 : 3 : 4. kertilete akkora, mint a k szakasz.
Szerkeszd meg ezt a haromszdget! Szerkeszd meg ezt a téglalapot!

. 2 5 Rajzolj egy 8 cm hosszusagu szakaszt, és szerkeszd

S ——— meg ennek

a) 4:2:3, b) 3:1:3
aranyu osztépontjait!

EMELT SZINT

Az el6z0 leckében a vonalas fiizetlap segitségével sok érdekes Osszefiiggést talaltunk. Ezek
részben a parhuzamos szel6k tételének specilis esetei voltak.
Altalanosan is igaz ugyanis az alébbi 4llitas:

Tétel: Ha egy szog két szarat parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor az egyik szaron
keletkezett szakaszok hosszanak az ardnya megegyezik a masik szaron nekik megfelel6
szakaszok hosszanak az ardnydval.

Példaul (az dbra jeloléseivel) a: b=rc:d.

Megjegyzés

Az aranypar atrendezésével adodik, hogy a: ¢ = b : d, ami azt fejezi ki, hogy egy adott szig esetén
adott dlldsti parhuzamosokkal csak olyan szakaszokat metszhetiink ki a szogszarakbol, amelyek
aranya barmely két megfelel6 szakasz esetén ugyanannyi.

A parhuzamos szel6k tétele fennall akkor is, ha egyes szakaszok részben fedik egymast vagy
az egyik része a masiknak.

Példaul itt, a jobb oldali abrén igaz, hogy OA, : OA = OB, : OB.
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»-..Aztan az egyik foton felfigyel egy apro részletre. Nagyi-
tast készit a képrol, egészen addig, amig ra nem dobben

arra, hogy egy pisztolyt tarté kezet lat a bokrok kozott.
... (Nagyitds, 1966; a filmet Michelangelo Antonioni ren-
dezte)

KOZEPPONTOS NAGYITAS,

Az idézett mozifilmben az eredeti képrol késziilt egyre na-
gyobb aranyu nagyitasok mindegyikénél olyan kép jon 1ét-
re, amelyen az eredetileg egyenesnek latsz6 vonalak szintén
egyenesnek latszanak, amelyen az eredeti kép tavolsagai-
nak aranya ugyanakkora marad, amelyen az eredeti képen
megmért szogek ugyanakkora szogek maradnak. Egysz6-
val a formdk, az alakok megmaradnak, nem torzulnak a na-
gyitas soran: a kéz kéznek, a pisztoly pisztolynak és a bokor
bokornak latszik mindegyik nagyitdsban. A pisztoly cs6ve
mindegyik képen ugyanannyiszor hosszabb, mint az 6t tar-
t6 kéz hiivelykujja, a bokor magassdga ugyanannyiszorosra
né, mint a pisztoly hossza.

.....

'. radadll
¥ _lln.-alul_

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Hogyan lehet nagyitani, kicsinyiteni?

A fotokrdl optikai uton késziilé nagyitasok — nagyon le-
egyszerlsitve — kozéppontos nagyitassal késziilnek. En-
nek [ényegét mutatja a mellékelt képsorozat, amely egy kis-
fit eredeti képének kétszeresre nagyitott, felére, illetve ne-
gyedére kicsinyitett véltozatat mutatja.

Ha az eredeti képen megjel6liink harom pontot (A, B,
C), akkor lathatjuk, hogy az O kozéppontu kétszeres na-
0OA, =2-04, OB,=2-0B, 0C,=2-0C.
Igy van ez az Ssszes tobbi ponttal is: példaul a kisfit ,,orra

gyitasnal:

hegye” a nagyitott képen kétszer akkora tavolsdgra van az
O ponttol, mint az eredetin.

A negyedére kicsinyitett kép esetében minden O-t6l mért
tavolsag a negyede az eredeti tavolsagnak, a felére kicsinyi-
tett képen pedig ugyanez az arany 1 : 2.

Az egymasnak megfelel6 szakaszok parhuzamosak (pél-
daul AB | A, B, | A,B, | A,B,), illetve egy egyenesbe esnek,
ha a szakasz egyenese atmegy az O ponton (példaul OA,
OA,, OA, és OA,). Ebbdl az kovetkezik, hogy az ABC ha-
romszog szogei ugyanakkorak, mint a masik harom ha-
romszog megfelel$ szogei. Ez minden mads szogre ugyan-
csak igaz: barmely szognek a kozéppontos nagyitas so-
ran kapott képe ugyanakkora, mint az eredeti szog.

2

A ,vonalas fiizetlap” modszere segitségével azt is konnyen
belathatjuk, hogy a kétszeres nagyitasnal minden szakasz
kétszer olyan hosszuva valik, a negyedére kicsinyitésnél

minden szakasz negyedakkora lesz, mint az eredeti képen:

példaul A B, = 2-AB, A,C, = i-Ac.
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Erthetévé valik ezek alapjan, hogy mit jelent a ,,forma”, az

»alak” megmaradasa:

- a haromszogek esetében egyszertien arrdl van szo,
hogy az ABC hiromszog barmelyik két oldala-
nak ardnyat nézziik, ez ugyanannyi, mint a nagyi-
tott, illetve kicsinyitett hdromszog megfelel6 két ol-
dalanak aranya; hiszen ha egy hdromszég minden
oldaldnak hosszat példaul kétszeresére valtoztatjuk,
akkor a haromszogoldalak ardnya nem valtozik meg;

- akisfit arcanak barmely két részletét hasonlitjuk 6ssze
az egyik képen, a megfelel6 méretek aranya mindegyik
képen ugyanakkora lesz.

Megjegyzés

Egy sikbeli ponthalmaz nagyithat6 a sikjanak valamely
pontjabodl, de a sikjan kiviili pontbdl is. A fotdk nagyitasa
altalaban nem a kép sikjaban, hanem térben megval6sulé
folyamat.

A mellékelt abra egy 6tszog olyan kétszeres nagyitdsat
szemlélteti, amelynél a nagyitas kozéppontja (O) nincs ben-

ne az 6tszog sikjaban.
0
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FELADAT

1 = Adott a nagyitas kozéppontja (O) és aranya (k).

a) A négyzethilo segitségével nagyitsd (kicsi-
nyitsd) a megadott alakzatot a fiizetedben!

b) Szamold ki az eredeti és a nagyitott sikidom ke-
riiletét és teriiletét (a hosszisagegység a racs
legkisebb négyzetének oldalhossza legyen)!
Hanyszorosa a nagyitott sikidom keriilete, illet-
ve teriilete az eredetinek? Foglald az eredmé-

nyeidet tdblazatba!
A) k=2 Q) k=3
A
A B 13
B 0}
ol D D
C C
_3 —
B) k= < D) k=05
A
0
E
A= D
B
C B C

2 5 Szerkeszd meg a fiizetedben az ABC hdromszog

O kozéppontu nagyitottjat (kicsinyitettjét), ha a
hasonl6sag ardnya

- 3. -3,
a)k_z, b) k e

HAZI FELADAT

32

1 s Misold at a fiizetedbe a jobb oldali abrat! Nagyitsd

a megadott tervrajzot masfélszeresére az O pont-
bdl, majd a P pontbdl! Igazold, hogy a két nagyitott
abra egy eltoldssal egymasba 4tvihet6! Add meg
egy lehetséges eltolas vektorat!

3 = Egy négyoldalu szabalyos tomor gula alapéle 8 cm,

magassaga 12 cm. A gulat az alaplapjaval parhu-
zamos harom sikkal négy részre vagjuk tgy, hogy
a szomszédos parhuzamos sikok tavolsiga 3 cm

A
=

a) Jelold a megadott tavolsagokat az abran!

legyen.

b) Milyen testek keletkeztek a részekre vagas so-
ran, milyen sokszogek hataroljak ezeket a teste-
ket?

c) Mekkora teriiletiiek a szétvagasnal keletkezd
sikmetszetek (a szinezett négyszogek)?

d) A sikmetszetek mindegyike 4tviheté egy ma-
sikba kozéppontos nagyitassal. Valassz ki két
sikmetszetet, add meg a megfelel nagyitas ko-
zéppontjat és ardnyat!

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



92 s Kicsinyitsd a kort mindkét megadott pontbol 4 > Hol van a nagyitas kozéppontja? Szerkeszd meg!

(PésK)a %—ére! A fizetedben dolgozz!

3 5 A Bevezetben a kisfiurdl késziilt képsorozattal
kapcsolatosak a kérdések.

a) Hanyszoros nagyitasa a legnagyobb kép a legki-
sebbnek?

b) Mekkora annak az O kozéppontu kicsinyités-
nek az aranya, amelynél az A, B, C, haromszog
képe az A,B,C, hdromszog? d)

c) Hanyszor akkora teriiletti a legnagyobb kép,
mint a legkisebb?

a)

b)

c)

el

EMELT SZINT

[rjunk az adott ABC haromszdgbe olyan négyzetet, amelynek két csicsa az AB, egy-egy csticsa pedig az AC, illetve a BC sza-

kaszon van!
N
A K

Megoldds

Egy kisebb, KLMN négyzetet a bal oldali dbra szerint gy helyeziink el, hogy harom cstcsa, a
K, az L és az N a kovetelményeknek megfelelden helyezkedjék el.

Az M cstcs az egyetlen, amely még nincs a ,,helyén’, a BC ol-

dalon. C

Most az A pontbdl olyan kozéppontos nagyitast alkalma-

zunk, amellyel az M pont M’ képe a BC szakaszra keriil.

A szerkesztésnél felhasznaljuk, hogy a négyzetnek és a képé- N — o
nek a megfelel oldalegyenesei illeszked6k vagy parhuzamo- N — el

sak; a K és az L pont az AB egyenesen, az N pont az AC egye- Il r

nesen mozdul el. A KLMN négyzet képe, a K'L'M'N’ négyzet il

- . _ . A K K L r B
tehat megfelel a feladat kovetelményeinek (jobb oldali abra).
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55 KOZEPPONTOS HASONLOSAG

A kozéppontos nagyitas és kicsinyités dltaldnositdsa egy Gjabb geometriai transzformacid, a kézéppontos hasonlosag
megalkotdsahoz vezetett.

4 Definicio: Megadunk egy O pontot és egy pozitiv szamot, k-t. Ha a tér minden egyes A
/ pontjahoz az OA félegyenesnek azt az A" pontjét rendeljiik hozzd, amelyre igaz, hogy az
o) OA'=k-OA OA’ szakasz k-szor akkora, mint az OA, akkor egy transzformdciot adtunk meg. Neve: ko-

zéppontos hasonlosag.
Itt az O-t kozéppontnak, a k-t pedig a hasonlésag ardnyszdmdnak nevezziik. Ez kozéppontos nagyitds, ha k > 1, kozéppon-
tos kicsinyités, ha k < 1, egybevagdsagi transzformdcio, ha k = 1.

Definicié: Ha két ponthalmazhoz van olyan kozéppontos ha-

(0]
sonldsag, amely az egyiket a masikba viszi at, akkor ezeket a /4‘ a
ponthalmazokat kozéppontosan hasonloknak mondjuk.
a
Példdul az ABC héaromszog kozéppontosan hasonld az l‘J
A’B’C’ haromszoghoz; az ABCDEO gulédhoz kdzépponto- a
san hasonl6 a mésik keét, szintén O csucst gula (amelyeknek E D
B C

az alaplapja parhuzamos az ABCDE lappal).

Az O kozéppontd, k ardnyszamu kézéppontos hasonldsag esetén:

- pont képe pont;

- egyenes képe egyenes, ez egybeesik az eredeti egyenessel, ha ez az egyenes illeszkedik az O pontra, parhuzamos az
eredeti egyenessel, ha ez az egyenes nem illeszkedik az O pontra;

- sz0g képe vele egyenld szog;

- szakasz képe k-szor olyan hosszu szakasz, mint az eredeti.

A kozéppontos hasonlésag tovabbi fontos tulajdonsagai:

- kor képe k-szor akkora sugaru kor, mint az eredeti;
- sokszog képe sokszog, e két sokszog megfelel szogei egyenl6k, megfelelé oldalai parhuzamosak vagy egy egyenesbe
esnek, megfelel6 oldalaik hosszanak aranya k-val egyenld.

@ A kozéppontos hasonldsag tulajdonsagai vizsgalhatok a GeoGebra programmal is.
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FELADAT

1 = Igaz-e, hogy barmely két nem egybevagd
a) négyzet; c) egy sikban fekvé kor;
b) kocka; d) gomb
kozéppontosan hasonl6?

2 5 Az O cstcsu szog szérait parhuzamosokkal met-
szettiik. Két-két keletkezett sikidomrdl azt allitjuk,
hogy kozéppontosan hasonlok. Melyik allitas igaz,
melyik hamis, és miért?

a) OAD héaromszog és OBE haromszog;

b) OCF haromszog
és OBD harom-
S20g;

c) ABEDtrapézés
BCFE trapéz;

d) ABED trapéz és
ACFD trapéz.

3 5 Nagyits kozéppontosan egy négyzetet, a nagyitds
aranyszama legyen 2! Mennyi a nagyitott és az ere-

deti négyzet keriiletének aranya, és mennyi a terii-
letiik ardnya?

4 = Az ABCDE szabdlyos gulat kozéppontos hasonlé-

saggal nagyitjuk az E pontbdl. A nagyitds ardnya
a) 2; c¢) 100 E
b) 8 d) v2.

Mekkorak a na-
gyitott gulak alap-
élei és oldalélei?
Mekkora a nagyi-
tott gulak alapte-
riilete? Mekkordk
az oldallapok te-

riiletei?

5 = Folytasd az el6z6 feladatot! Szamitsd ki, hanyszo-

rosa a nagyitott gulak alapteriilete az ABCD négy-
zet teriiletének! Mi mondhatd el az oldallapok te-
ritletérol?

Ki lehet terjeszteni a kozéppontos hasonldsag fogalmat tigy, hogy k értéke negativ is lehet. Negativ k esetén egy pont és

képe a kozépponthoz képest kiilonbozé félegyenesre esnek.

Definicio: kozéppontos hasonlésag:
Adjunk meg a sikon egy O pontot és egy k #+ 0 szamot!

Ekkor a sik barmely A pontjanak képét megkaphatjuk a kovetkez6képpen:

a) O pont képe 6nmaga

b) az O-tol killonb6z8 A pont képe aza A” pont, melyre,

(1) O, A és A" egy egyenesen vannak, (2) % = |k|

A
o k=-2 B

B

(3) A’ az OA félegyenes pontja, hak > 0, de A’-t és A-t elvélasztja egymast6l O, hak < 0. A’

HAZI FELADAT

1 5 Vegyél fel a fiizetedben egy 5 cm sugaru kort! Ki-
csinyitsd a kort igy, hogy a hasonldsag aranyszama
0,5 és
a) ahasonldsag kozéppontja legyen a kor kozepé-
t6l kétszer akkora tavolsagra, mint a kor sugara;
b) ahasonlésag kozéppontja legyen a kérvonalon!

2 5 Vegyél fel a fiizetedben egy 8 cm oldalu szaba-
lyos haromszoget! Kicsinyitsd az egyik oldalfelezé
pontjabdl ugy, hogy a kicsinyités aranyszdma 0,5!
Szamold ki a kicsinyitett és az eredeti hdromszog

55. lecke | KOZEPPONTOS HASONLOSAG

keriiletét, teriiletét, majd hatarozd meg a keriiletek
aranyat és a teriiletek aranyat is!

3 s Egy gomb sugara 6 cm. Kicsinyitjitk a gombot ugy,

hogy a hasonldésag aranyszama 0,5. Szamold ki a
kicsinyitett és az eredeti gomb felszinét és térfoga-
tat, majd hatarozd meg a felszinek aranyat és a tér-
fogatok ardnyat is! (A gdmb felszinét az A = 477’
képlettel, térfogatit a V = 4L ;3
hatod ki.)

képlettel szamol-
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BEVEZETO

36

Egy mérnok észrevette, hogy egy fontos alkatrész tervrajzat
bent hagyta az irodajaban a tervezdasztalon. Telefonal az
egyik munkatdrsanak, Janosnak:

- Légy szives, kiilldd el nekem a 6-os hengersor rajzat!
Janos latja, hogy a tervrajz tl nagy ahhoz, hogy beférjen
az A/4-es méretli masologépbe (szkennerbe), ezért 1 : 4
aranyd kozéppontos kicsinyitést végez. Az igy kapott dbra
megfeleld méretti, igy beszkenneli, majd egy elektronikus
levél (e-mail) mellékleteként gyorsan elkiildi a munkatérsa
szamitogépére. A mérnok kinyomtatja a rajzot A/4-es mé-
retben.

Milyen kapcsolat van a kinyomtatott és az eredeti rajz ko-
Z0tt?

A kozéppontos hasonldsaggal kapott abran
- minden sz6g ugyanakkora, mint az eredetin,
- minden szakasz negyedakkora, mint az eredeti szakasz.

Ezt kiildte el Janos egyik szamitogéprol a masikra. Ekozben
sem a szogek nagysaga, sem a szakaszok hossza nem val-
tozott meg, tehat a megérkezett rajz egybevagé azzal, amit
Janos kiildott. A nyomtatds is ezekkel egybevagd rajzot
eredményezett.

Tehat a mérnok a 6-os hengersor tervrajzanak pontos ki-
csinyitett valtozatat kapta, ezzel dolgozhat tovabb. Azt
mondjuk, hogy ez az dbra hasonlé az iroddban 1évi erede-
ti tervrajzhoz. Nemcsak hasonlit hozzd, nemcsak olyasmi,
mint az, hanem matematikai szakkifejezéssel: hasonlo.

Nézziik azt a tervrajzot, amelyet Janos a kicsinyitéssel ka-

pott! Ez

- kozéppontosan hasonlé az eredeti tervrajzzal, és

- egybevagd azzal a tervrajzzal, amelyet a mérnok ki-
nyomtatott.

A Kicsinyitéssel kapott tervrajz a ,,kozvetits” a két hasonlé

rajz (az eredeti és a kinyomtatott) kozott.

Ha egy ponthalmaz kézéppontosan hasonld képét valahova elmozditjuk, és/vagy titkkrozziik, akkor a keletkez8 harma-

dik ponthalmazra azt mondjuk, hogy ez hasonlé az elsé ponthalmazhoz. A hasonldsag jele: ~

A kozéppontos hasonldsag aranyszama egyuttal az itt fell

1o

ép6 hasonldsagnak is aranyszama.

Masképp: Két ponthalmazt hasonlénak mondunk, ha van hozzdjuk egy olyan harmadik, amely az egyikkel kozépponto-

san hasonlo, a masikkal pedig egybevago.

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Példaul a zold nyolcszog kézéppontos nagyitisa a rdzsaszinii nyolc-
sz0g. A nagyitas aranya % A rézsaszinti nyolcszog elmozdithaté tgy,
hogy éppen a kék nyolcszoget kapjuk meg. Ezért azt mondjuk, hogy a

z06ld és a kék sokszog hasonlo. A rézsaszint sokszog oldalai % -sz0r ak-

korak, mint a zold sokszog megfelel$ oldalai, és ugyanekkordk a kék

nyolcszog oldalai is. A hdrom sokszég megfelelé szogei mind egyen-

16k.

Megjegyzés

A z6ld és a rozsaszin nyolcszogre is mondhatjuk, hogy hasonlék. Ez-

zel kevesebbet allitunk a két sokszogr6l, mint ami valdjaban teljesiil

rajuk, hiszen a kézéppontos hasonlosdg a hasonlosdg kiilonleges esete.

@ A szemléltetés GeoGebra programmal is elvégezhet6.

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Az ABC hdromszog oldalhosszisdgai: 15 mm (a),
19 mm (b) és 26 mm (c). Ezt kétszeresére nagyitot-
tuk az O pontbdl, majd a nagyitott képet titkroztiik
az e egyenesre. Milyen kapcsolat van a hdrom harom-
sz0g kozott?

Megoldds

- A nagyitdssal kapott A B,C, haromszog kozép-
pontosan hasonlé az eredeti ABC haromszog-
hoz, ezért egyben hasonlé is a két hdromszog:
AB,C,A ~ABCA. A hasonlésaguk ardnyszama 2.
A nagyitott hdromszog oldalai: a, = 30 mm, b, = 38 mm és
¢, = 52 mm, szdgei ugyanakkorak, mint az ABC harom-
sz0g megfelel6 szogei.

- Az A B,C, hiromszog és az A,B,C, haromszog egy-
bevago, hiszen az e egyenesre vald tiikrozéssel egy-
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masba  4tviheték: Olda-

AB,C,A = A,B,C,\.
laik hossza egyenl$ (a, = 30 mm, b, = 38 mm és

¢, = 52 mm), megfeleld szogeik egyenl6k.
(Mondhatnank azt is, hogy a két haromszog hasonlo,
és a hasonlosaguk aranyszama 1.)
- Az A,B,C, hiromszog hasonl6 az eredeti ABC hdrom-
sz0ghoz: A,B,C,/A ~ ABCA, a hasonlésiguk arany-
szdma 2.

Tehat

- mindhdrom haromszognek ugyanakkorak a szogei;

- az eredeti haromszog oldalai hosszanak mindkét hozza
hasonlé haromszogben kétszer akkora hosszusagu oldal

felel meg:
L b b G_58_y,
== b > cT T

- barmelyik haromsz6g harom oldalanak aranyat néz-
ve, ez mindharom hdaromszog esetében ugyanannyi:
a:b:c=a,:b:c=a,:b,:¢c,=15:19:26.

2 . Milyen kapcsolatban van az el6z6 feladatban szerep-
16 A,B,C, és A,B,C, haromszog keriilete, illetve te-
rilete?

Megoldds

Az egybevdgésdgi transzformdcié nem valtoztatja meg sem

a kertiletet, sem a teriiletet, ezért a két hdromszognek a ke-

rillete is és a teriilete is egyenld.
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Ha egy sokszoget (vagy barmely mds sikidomot) k aranyszammal kdzéppontosan nagyitunk, akkor a nagyitott alakzat ke-

riilete az eredeti keriiletnek k-szorosa, a nagyitott alakzat teriilete az eredetinek k*-szerese.

Ha egy testet k aranyszammal kdzéppontosan nagyitunk, akkor a nagyitott test felszi-
ne az eredetinek k’-szerese, a nagyitott test térfogata az eredetinek k’-szorosa.

Példdul

- az dbra ABCD-vel parhuzamos sik sokszogei keriiletének aranya (a legkisebbtdl in-

dulva): 1:2:3:4; a teriiletiik ardnya: 1: 4: 9 : 16;

- a legkisebb gula felszinétdl indulva az dbra O csucst guldi felszinének aranya:
1:4:9: 16; térfogatuk ardnya pedig 1 : 8 : 27 : 64 (tehat az ABCDO giila felszine
16-szor akkora, mint a legkisebb gtla felszine, térfogata pedig 64-szerese a legki-

sebb gula térfogatanak).

A fenti megfigyelések nem csak a kozéppontosan hasonl¢ alakzatok esetén allnak fenn. Bizonyithaté, hogy:

- két hasonlé sokszog (vagy barmely mas sikidom) keriiletének aranya a hasonldsaguk ardnyszaméval (k-val), tertileté-

nek ardnya a hasonlésiguk aranyszdmanak négyzetével (k-tel) egyenlé;

— két hasonlo test felszinének ardnya a hasonlésaguk ardnyszamanak négyzetével (k*-tel), térfogatanak aranya a hason-

16saguk aranyszamanak kobével (k’-nal) egyenld.

FELADAT

1 5 Egy haromszog oldalainak hossztsiga 12 cm,
15 cm és 16 cm. Egy hozza hasonlé mésik harom-
sz0g egyik oldala 10 cm-es.

a) Melyik szdm lehet a hasonlésdg aranyszdama?
b) Mekkora lehet a masik haromszog tobbi oldala?

Egy haromszog oldalainak hosszisiga 10 cm,

N
Y

10 cm és 12 cm. Egy hozza hasonlé masik harom-
szognek

a) akeriilete 16 dm; b) a teriilete 12 cm®.
Mekkorak a masik haromszog oldalai?
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3 = Egy gula alapja 4 cm-es oldalti négyzet, magassaga

12 cm. Harom parhuzamos sikkal (amelyek parhu-
zamosak az ABCD négyzet sikjaval is) a gulat négy
egyenl6 magassagu részre daraboltuk (ekkor a gla
oldaléleit is negyedeltiik). 0]

Hényszorosa a legki-

sebb gula térfogatd-
nak a masik harom
rész (a harom
csonkagula)
térfogata?
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HAZI FELADAT

1 5 Bérmely két négyzet hasonlé. Melyik szam lehet a 3 ® Apuka 180 cm magas. Milyen magas lehet anyuka
hasonlésag aranyszama, ha és a két gyerek? Milyen bizonytalansaggal kell sza-
a) az egyik négyzet oldala 24 mm, a masiknak a molnod?
keriilete 24 mm; )
b) az egyik négyzet oldala 25 mm, a masiknak a
teriilete 25 cm’
c) az egyik négyzet keriilete 25 mm, a masiknak
a teriilete 25 cm®?

2 5 Az ABCD téglalap oldalai 3 cm illetve 12 cm hosz-
szuak. Vagd szét a téglalapot egy egyenessel két
olyan téglalapra, hogy az egyik levagott rész hason-
16 legyen az ABCD téglalaphoz! Mekkordk a leva-
gott részek oldalai?

EMELT SZINT

Definicio: Hasonldsagi transzformacio

Egy kozéppontos hasonldsdg és egy egybevagdsagi transzformdcié egymasutdnjat hasonlésagi transzformacionak
nevezziik. A hasonlésagi transzformacidban szereplé kozéppontos hasonldsdg ardanyszamat a hasonlosag aranysza-
manak mondjuk.

Megjegyzés

- két kozéppontosan hasonld alakzat egyben hasonld is, hiszen az egybevagosagi transzformaci6 lehet maga a helyben
hagyas is;

- ha egy sikidomot, testet kozéppontosan nagyitunk, majd a nagyitott képet eltoljuk, elforgatjuk, tikkrozziik (barmelyi-
ket akar tobbszor is végrehajtva), akkor az eredetihez hasonld sikidomot, testet kapunk.

Hasonlo6 ponthalmazok (alakzatok)

A hasonldsagi transzformacié az eredeti ponthalmazhoz hasonld ponthalmazt rendel hozza. A hasonldség jele: ~

Hasonl6 ponthalmazok esetén

- amegfelel6 szakaszok hosszanak ardnya ugyanannyi,

- amegfelel6 szogek egyenldk,

- amegfelel6 sikidomok teriiletének ardnya egyenl6 a hasonlésagi arany négyzetével,
- amegfeleld testek felszinének ardnya egyenld a hasonldsdgi arany négyzetével,

- amegfelel6 testek térfogatanak ardnya egyenld a hasonldsagi arany kobével.
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SCERERN VIIT MUTAT A TERVRAJZ?

40

A Gyulai Varfiird6 egyik épiiletét (eredeti feladatkorére utalva) Lovardanak nevezik. Egy 20 méteres gyogyvizes uszome-

dence, harom kis gyégymedence és egy gyerekpancsolé van benne.

A fényképen latszik, milyen szép favaz tartja beliilrél az tivegezett tetét. Az uszémedence f616tt 9 parhuzamos, fiiggbleges
sikban ugyanolyan, haromszogekbdl all6 gerendazat (tartévaz) van. Egy ilyen részlet tervrajzat megkaptuk a tervezékt6l
(itt kicsinyitve mutatjuk meg):

7664

1: 100 Gyulai Varfiirdé tartévaz
Fajzi Epitészeti Stidid, Békéscsaba

a) Mit jelent a tervrajzon az 1 : 100 jelzés?

b) Milyen mértékegységekben tiinteti fel a rajz a hosszisdgokat?

c) Hogy lehet az, hogy a bal oldali nagy haromszogben a két révidebb oldal nem egyenld, a veliik szemben fekvd szogek
mégis 24°-osnak vannak feltlintetve a tervrajzon?

d) Hogy lehet az, hogy a két nagy haromszogben a bels6 szogek osszege 181°?

e) Mit jelolhetnek a pontozott vonalak?

f) Hany egyenl6 szard haromszog van ebben a tartévazban?

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Az dbran a Bevezet6 feladatban lathato tervrajz egyszerdsitett vélto- ST
zatét latod. LT
Hény milliméteresek az abran azok a szakaszok, amelyek mellé a SN

tervrajzban a 7113 szdm van {rva? STl
Toltsd ki a tablazat {ires helyeit a fiizetedben!

o

Meértékegység Mérészam
A tervrajzra irt hosszusag 13 036 6523 7113 7122 7664
A tervrajzon mérhetd hosszisag mm
Az dbran mért hossztisag mm

A val6sagos hosszusag meéter 13,036

Mennyi a nagyitdsi ardny az abra és a tervrajz kozott?
Mennyi a kicsinyitési arany a valdsagos hosszisagok és az dbra kozott?
Egész fokra kerekitve mekkorak a haromszogek szogei az abran?

A Bevezet6 feladatban lathato tervrajzfényképen nem latjuk, mekkora aleghosszabb (széls6) gerendakra merdleges
rovid gerenda. Szamitsd ki, hany milliméter ez

a valdsagban, az eredeti tervrajzon, a tervrajz fényképén!
Milyen kapcsolat van a kapott hdrom hosszusag kozott?

A Lovarda feszitett viztiikkr(i, gyogyvizes iszomedencéje 20 m hosszd, 13 m széles, a mélysége az egyik végénél 120
cm, a masiknal 160 cm, kézben egyenletesen mélyiil.
Készits errél a medencérél vazlatrajzot!
Szerkeszd meg 1 : 200 kicsinyitésben a 4 oldallapot! Milyen négyszogek ezek?
Mekkorak a medence alaplapjanak az oldalai?
Bence elképzelte, hogy a medence tele van vizzel. Kijelentette, hogy ez a viztomeg egy egyenes hasabot alkot.
Jocd szerint téved, mert az alaplap nem parhuzamos a fed6lappal, s6t nagyobb is. Melyik fiunak van igaza? Ha
Joco szerint Bence téved, akkor mire gondol Jocd, amikor alaplapot és fedélapot mond?

HAZI FELADAT

1;

A

Az 4bran egy szerkezeti 1:20 2 ® Valaszd ki a Bevezet§ feladatban megadott tervrajz
elem 1 : 20 aranyu ki- alapjanaLovardatetdszerkezetének egy részletét! Ké-
csinyitett rajza lathato. szitsd el ennek a vazat a tervrajzon lathaté méretek-
Szerkessz a flizeted- kel szaraztésztabdl (spagettib6l) vagy hurkapalcabol!
ben

o 3 ® Készitsd el papirbdl a Lovarda tszomedencéjének
a) a megadottal egybevagd abrat; ’ ., , . .
a modelljét! A 20 méteres hossztisag helyett vegyél

b) olyan abrat, amely a szerkezeti elem 1 : 10 ara-
12 cm-t!

nyu kicsinyitése!

Raadas. lecke | MIT MUTAT A TERVRAJZ?
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57 ALKALMAZZUK A HASONLOSAGOT!

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. a) Az 1:3000 méretaranyu térképen egy téglalap alaku telek oldalainak hossza 3,2 cm és 3,8 cm. Mekkora a telek
teriilete?
b) Az1:3 000 000 méretaranyu térképen mekkora Magyarorszag teriilete?

Megoldds

a) A valodi téglalap oldalai 3000-szer akkorak, mint a térképen: 3000 - 3,2 = 9600 (cm), illetve 3000 - 3,8 = 11 400 (cm),
vagyis 96 m, illetve 114 m. A téglalap alaku telek valddi teriilete tehat négyzetméterben szamolva: 96 - 114 = 10 944.
A mérések pontatlansdga miatt ez természetesen kozelité érték. Ezért a helyes vélasz az, hogy a telek teriilete megkoze-
litSleg 11 000 m’, vagy masképp 1,1 hektar.

b) Magyarorszag teriilete megkozelitdleg 93 000 km”. A térképen a kicsinyitett orszdgot litjuk, a hasonlésag aranya

k=1
3000 000

A ,tul nagy” szamok miatt célszeri normalalakot hasznalni.

. A hasonlé sikidomok teriiletérdl tanultak szerint a térképen Magyarorszag teriilete 93 000 - k* (km?).

A térképen Magyarorszag teriilete: 9,3 - 10*- <ﬁ)z =9,3-10* ﬁ ~1,03-107% (km?).

A térkép teriiletét nem szokas négyzetkilométerben megadni, valtsuk 4t cm*-be!
Tudjuk, hogy 1 km = 10° cm, ezért 1 km® = (10%)* cm’ = 10"’ cm”. Igy 1,03 - 10° km* =1,03- 10+ 10" cm’ = 103 cm”.
Magyarorszag teriilete a térképen kériilbeliil 103 cm® (= 1 dm?).

FELADAT

1 = Mekkora a 900 m*-es telek teriilete az 1 : 300 mé- b) Héany cm-es a rajzodon a szalloda magassaga?
retaranyu tervrajzon? c) Milyen magas lehet a Gyongyszall§?

2 = Milyen magas a Gyongyszall6? 8 méter 3 = Az ABCD paralelogramma AB oldalvektora az u,
tavolsagbol és 1,6 méter szemmagas- AD oldalvektora a v. Nagyitsd ezt a pa-
sagbdl 70°-os emelkedési szogben ralelogrammat az A pontbdl, a nagyitasi arany le-
lathatjuk a vizszinteshez képest a gyen 3!
szalloda tetejét. B C
a) Szogmérd segitségével ké-

szitsd el az abra kicsinyi- E
tett képét, a 8 méter A B
el vegd demdl ST, t a) Hol latszik a rajzodon a 3u vektor, és hol a 3v
L6m vektor?
8m b) Olvasd le a rajzodrdl, hogy 3u + 3v=3(u + v)!

c) Olvasd le a rajzodrdl, hogy 3u - 3v = 3(u - v)!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Igazoljuk, hogy 2,4(a + b) = 2,4a + 2,4b!

Megoldds

A 2,4 aranyszamu kozéppontos nagyitds az a vektort a
2,4a vektorba, a b vektort a 2,4b vektorba, az a + b 6sz-
szegvektort a 2,4(a + b) vektorba viszi.

A rajzrol leolvashatjuk, hogy a 2,4a és a 2,4b 6sszege ép-
pen a 2,4(a + b) vektorral egyenld, tehat valoban igaz,
hogy 2,4(a + b) = 2,4a + 2,4b.

Valasszunk a 2,4 helyett egy masik pozitiv szamot, de ne
az 1-et. Jeloljiik ezt a pozitiv szamot k-val. Most ugyan-
igy bizonyithato, hogy k(a + b) = ka + kb.

Sét ez az Osszefliggés minden valds szam (k) és barmely két
vektor (a, b) esetében fennall, csak esetleg masképp kell be-

bizonyitani.
FELADAT
4 = Ird fel egyszer(ibb alakban!
a) 2i+j) +3i+7(1+j)-9j b) 3(a-b)+2(a-b)-5(a-Db)

HAZI FELADAT

1s

25

Egy henger alaku csipszesdoboz 8 cm

széles és 24 cm magas. Hanyszor annyi

csipsz fér bele, ha

a) aszélességét a kétszeresére valtoztat-
juk, a magassagat meghagyjuk;

b) a szélességét meghagyjuk, a magas-
sagat a kétszeresére valtoztatjuk;

c) aszélességét is és a magassagat is a kétszeresére
valtoztatjuk?

Milyen magas a Kristalyszallé, ha 12 méter tavol-
sagbdl és 1,6 méter szemmagassagbol

a) 45°-os; b) 60°-os; c) 65°-o0s
emelkedési szogben latjuk a vizszinteshez képest a
szalloda tetejét?

Hény 0,1 cm atmérdji 6lomsorét onthetd egy 2 cm
atmérdji 6lomgdombbal?
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4 ® Egy 6tvos 120 darab, 12 mm atméréjl eziistgo-
lyét visszakiild az 6ntodébe, hogy ontsenek beldle
egyetlen nagy golyot.

a) Belefért-e a 120 goly6 egy 6 cm-es élti kocka
alaku fémdobozba?

b) Belefér-e a nagy golyé egy ugyanekkora do-
bozba?

c) Kati nem szeret sokat szimolni, inkdbb okos-
kodik. Ezért a feladat a) és b) részét 120 golyo
helyett 125-re vonatkozoan oldja meg (fejben!),
s ebbdl az eredménybdl kovetkeztet az eredeti-
re. Vajon hogyan gondolkozott?

5 s Egy tizletben 25,5 cm atmérdjii foldgombaot arulnak.

a) Milyen méretaranyu lehet a foldgombon lathat6

vilagtérkép? (A Fold sugarat vedd 6375 km-nek.)

b) Mekkora teriiletii ezen a f6ldgémbon Magyar-
orszag?
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RAADAS
Thalész és a hasonlésagok

1 ® Thalész, az 6kori hét bolcs egyike ismert egy modszert az ellenséges hajok tavolsaganak meghatarozasara. Egy régi

jegyzetben talalunk is a mérés lefrasdra szolgald feljegyzéseket, de a szoveget nem értjiik, legfeljebb egy-két szot. Az
alabbi rajzot viszont sikeriilt rekonstrualni.

Fogalmazd meg egész mondatokban, hogyan lehet meghatarozni a hajé tavolsdgat! Hogyan mérnéd ki Thalész helyé-
ben ezeket a tavolsagokat? Milyen messze van a hajo a parttol?

Megoldds

Az dbran lathato t tavolsagot kell meghataroznunk. Mivel a partvonalak nem mindig
jarhatoak, Thalésznek az dbra A pontjabol indulva kellett mérnie, az a szakasz hosz- hajé
sza azonban egyszert méréssel, vagy akar becsléssel meghatarozhatd. A partvonallal \ ) tenger
parhuzamosan haladva elsétalt az abra B pontjaig, ahova bedllitotta egy segédjét. Az ) \
AB = b szakasz hossza egyszertt mddon (lépésekkel) mérhetd volt. Ezutan tovabbsé- ; Y
télt a C pontig, lemérve a ¢ szakaszt. Ugyelt arra, hogy ez a szakasz a b-nél joval ro- ; '
videbb legyen, hiszen nyilvanvaléan nem akart akkora tavolsagot sétalva megtenni, : .
mint amilyen messze van a hajo. Ezutan a partra mer6legesen elindult befelé, kozben P ' \ e
rapillantva a hajora is. Egészen addig sétalt (D), amig azt nem latta, hogy a hajo és i )
a segédje a B pontban egy vonalban vannak. A CD = d szakasz hossza is konnyen v ¢ C
meérhet§ volt. )

Az dbran lathaté ABH, ~ CBD,. A megfelel szakaszok aranya:

szarazfold \
H—Ta = %, ebbdl t meghatarozhaté: t +a = dc%h, tehat: t = dc—b —

a.

2 ® A hasonl6sag mely alapesete szerint igaz, hogy ABH, ~ CBD, ? A szdveg alapjan fogalmazd meg, hogy melyek voltak
a mérésnek azon kritikus pontjai, amelyek ezt a hasonlésagot biztositottak!

3 ® Osztalytarsaiddal probaljatok ki Thalész modszerét egy utca hosszanak vagy egy tavoli templomtorony tavolsdganak

meghatdrozasara! Ellenérizzétek a méréseteket a Google Maps segitségével! Méréseteket hazi dolgozatként vagy pro-
jektként is elkészithetitek.
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4 ® Thalész kordban a gorog matematikusoknak még
nem élltak ugyanazon algebra eszkozei a rendelkezé-
stikre, mint nekiink. A szorzatokat teriiletként fogtak
fel, az osztds pedig arany volt. Vajon hogyan hataroz-
hattak meg a % — a kifejezés értékét?

5 ® Plutarkhosz a Pdrhuzamos életrajzokban arrdl i,
hogy Thalész a gizai piramisok magassaganak meg-
hatarozasara is ismert egy modszert. Az abra alapjan
ismertesd Thalész mddszerét! Haszndld a modszert
egy villanyoszlop vagy egy magas haz magassaganak
meghatarozasara, és probald meg a magassagot mas
modon is meghatarozni!

Ki a legerdsebb?

Bizonydra te is hallottdl mér arrdl, hogy a hangya a legerésebb allat a
vilagon, hiszen egyes levélvagd hangyafélék sajat testtomegiiknek akar
40-50-szeresét is elbirjak. A mi legjobb stlyemel6ink is legfeljebb sajat
testtomegiik koriilbeliil kétszeresét képesek kinyomni, egy atlagember
pedig legfeljebb az egyszeresét. Tényleg ennyire esetlenek lennénk a han-
gyakhoz képest? Valoban pusztin annyi a szerencsénk, hogy a hangyak
joval kisebbek nalunk?

Egy leegyszertsitett modellben szemléltetve a kérdést, azt a valaszt kap-
juk, hogy amennyiben az embert hangyaméretiire kicsinyitenénk le, joval
erdsebb lenne a hangyanal. A hangyak kb. 1,5 cm-es magassdga mintegy

120-ad része az ember magassaganak. Ha az ember magassagat 120-ad

részére csokkentjiik, a térfogata 12103

-szorosara csOkken, ezaltal pedig a

tomege is hasonlé mértékben csokken.
Ha nagyon egyszertien modellezziik az ember teherbirasat, akkor azt fel-
tételezziik, hogy az az izomrostok vastagsagaval (keresztmetszetével) ara-

nyos. Ez a keresztmetszet is csokken, ha az embert 6sszezsugoritjuk, de

,» 1
»csupan
P 120?

-szeresére, hiszen a feliiletek a hasonldsag aranyanak négy-

zetével valtoznak.

Ha a két valtozast dsszehasonlitjuk, azt tapasztaljuk, hogy az embert le-
csokkentve a relativ teherbirasunk egydltaldn nem csokken, s6t! Akar te is
kényelmesen ki tudnad nyomni sajat testtomegednek koriilbe-

liil 120-szorosat!

Ezzel a feladattal és még sok mas, a hasonlésaggal kap-
csolatos érdekességgel is taldlkozhatsz Horvath Gabor,
Juhasz Andras és Tasnadi Péter Mindennapok fizikdja
cim konyvében. Olvasd el az Ardnyos ardnytalansd-
gok a mesében és az élévildgban cimi fejezetet! Ebbél
megtudhatod, hogy a liliputi torpékkel milyen nehéz
szot érteni, hogy mennyi élelemre van sziiksége egy fel-
nétt oridsnak és azt is, hogy hanyszor dobban egy elefant
szive az életében — mindezt csupan a hasonld alakzatok feliile-
tére és térfogatara vonatkozo ismeretekbdl levezetve.
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58 HAROMSZOGEK HASONLOSAGA

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Egy haromszog két oldala: a = 3,4 cm, b = 5,2 cm,
az altaluk kozbezart szog: 7 = 68,4°. Ezt a haromszoget
kézéppontosan nagyitjuk a 2,5-szeresére, majd a nagyi-
tott képet titkrozziik egy egyenesre. Hasonlitsuk Gssze a
titkrozés utan kapott haromszoget az eredetivel!

Megoldds

A kozéppontos nagyitas soran kapott haromszog oldalai
és szogei nem valtoznak az egyenesre vald titkrozéssel,
csak a koriiljarasi iranya valtozik meg. Tehat a tiikrozés
utdan kapott haromszog oldalainak hossza 2,5-szer ak-
kora, mint az eredeti haromszog oldalaié, a szogei pedig
ugyanakkorak, mint az eredeti hdromszog szogei. Az
eredeti és a titkkrozés utdn kapott hdromszog hasonlo,
a hasonlésaguk aranyszama 2,5.

Tehat a' = 2,5- 3,4 = 8,5 (cm), b'= 2,5 5,2 = 13 (cm),
¢'=25-c(em), y'=7=684°% a'=a, B'=5.

FELADAT

46

1 s Egy hajo bent all a tengeren. Harom osztalytars ki
akarja szamitani, hany méterre van a parttdl. Ki-
mérnek a parton egy 100 méteres szakaszt, mind-
hdrman megmérik az @ és a f§ szdget:

Bence Donci Jocd
a 72° 73° 77°
B 53° 51° 52°

a) Az atlagokat vélasztjak. Mekkora szogekkel
szamolnak?

b) Megrajzoljak a haromszoget kicsinyitve. A 100
méter helyett 10 cm-t vesznek, a két végpont-
hoz felmérik a-t és 5-t. Természetesnek veszik,
hogy ez a kis haromszog hasonlé a val6sagos-
hoz. Készitsd el te is ezt a rajzot!

2. AzABCharomszogkétoldalaa=3,4cm,b=5,2cm,
az altaluk kozbezart szog: v = 68,4°, a PQR harom-
sz0g két oldala p = 17 cm, g = 26 cm, az altaluk koz-
bezart szog ¢ = 68,4°. Igaz-¢, hogy ABCA ~ PQRA?

Megoldds
P_ 17 _ 9 _ 26 _ o4 _ .
34" 5, b= 52" 5 és ¢ = y. Ha tehat az ABC

haromszoget példaul az A csucsabdl az 5-szordsére nagyit-
juk, akkor olyan A'B'C" haromszoghoz jutunk, amely két
oldalaban és az ezek altal kozbezart szogében megegye-
zik a PQR héromszdggel. Igy a két haromszdg egybeva-
g6: PQRA = A'B'C’' A Ez pedig éppen azt jelenti, hogy
az eredeti ABC haromszog és a PQR haromszog hasonlo:
ABCA ~ PQRA (a hasonlésaguk aranyszama 5).

hajo

100 m part

c) Mekkora a kicsinyitésben a hajé és a part tavol-
saga? Mérd meg!

d) Mekkora lehet a hajé és a part tavolsaga a vald-
sagban?

e) Rajzold meg a kicsinyitett haromszoget kiilon-
kiilon a harom fiu adataival!
Milyen eltérés van a d) kérdésre adott valaszban?
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Sok feladat megoldasat elGsegiti a kovetkez8 négy elégséges fel- I eset IL. eset

tétel, amelyeket a hdromszogek hasonlésdgi alapeseteinek neve- kb

ziink. (Az abra azt mutatja meg, hogy a k6zéps6é haromszog ol- ka
dalai, illetve szogei milyen kapcsolatban vannak a koriilétte allo » ~, . NQ

haromszogek egyes alkotorészeivel.)

Ha két haromszégben -
Lo, . . B i . , 1L eset ~ ~  IV.eset
- két-két szog egyenld, akkor ez a két haromszog hasonlo ke (b>a)
(I. eset);
- két-két oldal ardnya és az altaluk kozbezart sz6g egyenld, ak- kb ka ka kb
kor ez a két haromszog hasonlo (II. eset),

- aharom oldal ardnya paronként egyenld, akkor ez a két haromszog hasonlé (II1. eset),
- két-két oldal ardnya és a nagyobbikkal szemben fekvé szog egyenld, akkor ez a két haromszog hasonlé (IV. eset).

FELADAT

2 = Keress az abran hasonlé haromszogeket! Indokold is, hogy miért hasonlok!

a) b) C c) B
B 2
D D
18
a
2
C A A ¢ F ¢ B C b E b A
2 g 2 2
3 5 Az ABCD téglalapban a P pont a CD oldal C-hez kozelebbi negyedels- A D
pontja. Az AB oldal hossza 8 cm, a BC oldal hossza 10 cm.
a) Keress az dbran hasonlé hdromszogeket! Indokold, miért hasonld-
ak, a hasonlosag melyik alapesete teljesiil?
b) Mekkora a CP, és mekkora a PD tévolsag?
c) Mekkora a QC tavolsag? £
B € Q
HAZI FELADAT
1 s Héany méterre van a parttdl a tengerben az a hajo, b) A haromszogek hasonlésaganak melyik esetét
amelynél az 1. feladat jelolései szerint hasznaltad?
a) @ =60° és B =45%
b) @ =60° és 8 = 90° Oldalak hossztisaga
c) @ =50° és B =110°° I. hdromszég 30mm 42mm 42 mm
II. haromszog 35 cm 35cm 42 cm
2 5 A tablazat négy haromszog oldalhosszasagait mu- III. hiromszég 5,6 dm 4dm 56 cm
tatja. , -
a) Vannak-e itt hasonlé haromszogek? Ha igen, IV héromszg 40 dm 56 dm 56 dm
melyek azok?
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HAROMSZOG KOZEPVONALAI

59 ES SULYVONALAI

FELADAT

1 5 A haromszogek hasonld- B a) Melyik ez az alapeset?
saganak egyik alapesete g b) Melyek itt az egymasnak megfelel csticsok?
megmutatja, hogy c) Mennyi a hasonlésag aranyszama?
ABCA ~ EDCA. B b d) Mikovetkezik ebbél az AB és a DE szakasz alla-
2 sara és hosszusagara vonatkozodan?
c ; - . A e) A DE szakasz az ABC/A\ két oldaldnak a felez6-
2 2 pontjat kéti 6ssze. Mi a neve az ilyen tulajdon-

sagu szakasznak?

A 9. osztalyban mar megfigyeltiik:

ha 6sszekotjitk egy haromszog két oldalanak a felez8pontjat, akkor a haromszog egyik kézépvonalat kapjuk meg. Bi-
zonyithato, hogy ez a kozépvonal parhuzamos a haromszog harmadik oldalaval, és feleolyan hossz, mint ez az oldal.
Minden haromszoégnek harom kozépvonala van.

FELADAT

2 5 Keress hasonl6é harom- ., 5cm a) Melyik ez az alapeset?

szogeket az dbran! b) Melyek itt az egymdsnak megfelelé csucsok?
Indokold, hogy mi- 8cm 10 em ¢) Mennyi a hasonldsag aranyszama?
ért hasonlok, és d) Mennyiaz AS és a DS szakasz hossztisaganak az
allapitsd meg a 9 @m aranya?
hasonlésaguk e) Es a BS meg az ES szakasz hossztisaganak az
aranyat is! aranya?

B f) Az AD szakasz is és a BE szakasz is az ABCA

3 = Tudjuk, hogy AB|DE.
A haromszogek ha-
sonldsaganak egyik
alapesete megmu-
tatja, hogy
ABSA ~ DESA\.

egyik csucsét és a vele szemkozti oldal felezs-
pontjat koti dssze. Mi a neve az ilyen tulajdon-
sagu szakasznak?

NS
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A 9. osztalyban mar megfigyeltiik:
ha 6sszekotjiik egy haromszog egyik cstcsat a vele szemkozti oldal felezépontjaval, akkor
a haromszog egyik stlyvonalat kapjuk meg (az dbrdn az A cstcshoz tartozé stlyvonalat
rajzoltuk meg). Minden haromszognek harom sulyvonala van. B

Igaz a kovetkez6 két allitas:

- Kétsualyvonal 2:1 aranyban osztja egymast, a hosszab-
bik rész csatlakozik a csticshoz.
- Egy haromsz6g harom silyvonala egy pontban metszi egymast. Ezt a k6zos pontot

a haromszog sulypontjdnak nevezziik.

FELADAT

4 = Egy derékszogli haromszog befogdinak hossza 14 cm és 33,6 cm.
a) Mekkorak a haromszog kozépvonalai?

33,6 cm

14 cm
b) Mekkora az atfogéhoz tartozo stlyvonal hossza?

¢) Mekkora a befogékhoz tartozé sulyvonalak hossza?

d) Mekkora tavolsagra van a haromszog stlypontja a haromszog csticsaitdl?

HAZI FELADAT

1 s a) Mekkora tavolsagra van a 3,8 cm oldalu sza- 3 = Rajzold meg egy ha- B

balyos haromszog stlypontja a haromszog csu- romszognek

a) azegyik sulyvonaldt;

csaitol?
b) Mekkora tavolsigra van a 4,5 cm befogoju

SIS

egyenld szaru derékszogli haromszog sulypont-

ja a haromszog oldalaitol? €
Egy egyenld szart haromszog alapja 42 mm, szara b) két sulyvonalat!
29 mm hosszu.
a) Milyen hossztak a hdromszog kozépvonalai?
b) Mekkora tavolsagra van a haromszog stlypont-

ja az alaptol? C F,

c) A stlypontot 6sszekotjiik a haromszog cstcsa-
ival. Mekkora teriiletti haromszogekre bontot-
tuk fel az eredeti haromszoget?

d) Megrajzoljuk a haromszég harom kézépvona-
lat. Mekkora a kozépvonalak altal meghataro-
zott haromszog teriilete?

Mi lesz az egyes részek teriiletének az aranya?

Egy haromszog egyik sulyvonala 6 cm, egy masik
4,5 cm hosszu. Ez akét sulyvonal merdleges egymasra.
a) Mekkorak ennek a haromszognek az oldalai?

b) Mekkorak enneka haromszognek a kozépvonalai?
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I

II.

Bizonyitsuk be, hogy a szimmal val6 szorzas disztributiv a vektordsszeaddsra néz-
ve!l Vagyis ha k € R, a és b pedig tetszéleges vektor, akkor k(a + b) = ka + kb.

Bizonyitds

- Ha k =0, akkor mindkét oldalon 0 all, ezért igaz az allitas.

- Ha k=1, akkor az allitas szerint a + b = 1a + 1b, ami nyilvan igaz.

- Hak > 0,dek #+ 1, akkor tekintsiik a mellékelt abrat!

A k ardnyszamu kozéppontos nagyitas az a-t a ka-ba, ab-t a kb-ba, aza + b 9sszeg-
vektort a k(a + b) vektorba viszi.

Az dbra szerint a ka és kb Osszege éppen ezzel a k(a + b) vektorral egyenld, tehat .
valéban igaz, hogy k(a + b) = ka + kb.

- Ha k < 0, akkor hasonléan bizonyithat6 az dllitds. A nagyitas aranyszama |k |, a ka, kb, k(a + b) rendre ellentétes

iranytiak az a, a b, illetve az (a + b) vektorral.

Megjegyzés

- A bizonyitdsban nem hasznéltuk ki, hogy az a és a b allasa milyen, ezért egyallasa a és b esetén is érvényes.
- Belattuk, hogy a szammal valé szorzas disztributiv a vektordsszeadasra nézve.

- Mivela—b =a + (—b), ezért k(a — b) = ka — kb is minden esetben igaz.

A Pitagorasz-tétel felhasznaldsaval mar igazoltuk a derékszogt haromszogekre vonatkozé magassdgtételt és befogotételt.
Ezeket a tételeket a hasonld haromszogek tulajdonsagai segitségével is bebizonyithatjuk:

1. allitas (magassagtétel)
A derékszogili haromszog atfogohoz tartoz6 magassaga az atfogo két szeletének mértani kozepe.

C Bizonyitds
) . Hasznaljuk az abra jeloléseit! A magassag két hasonld haromszogre bontja az ABC derék-
m szOgli haromszoget (hegyesszogeik paronként egyenlék, mert meréleges szartiak). Ezért e
A P I = p‘i ; p hdromszogekben egyenld a megfeleld befogok aranya:

p:m=m:q, amibél m’ = pq.
Tehat az adott allitas igaz.

2. allitas (befogotétel)
A derékszogii haromszog befogoja mértani kozepe az atfogonak és a befogo atfogora esé meroleges vetiiletének.

C Bizonyitds
b Hasznaljuk az abra jeloléseit! Az ABC és az ACT derékszogii haromszogek hason-
16k (egyik hegyesszogiik kozos és van derékszogiik), ezért a megfeleld oldalaik aranya
A p : 5 egyenld.
¢ p:b=>b:c, amibdl b’ = pc, vagyis igaz az adott allitas.
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FELADAT

A szamegyenesen adott az a > 0 valés szam helye. Szer-
kessziik meg

0 1 a

a) ava; b) az a?

valds szam helyét! (a #+ 1)

Megoldds

a) A szerkesztés példaul a befogotétel segitségével is elvé-
gezhetd.
Legyen a > 1, és jeloljiik a megszerkesztendé szakasz-
hosszt x-szel: x = va = V1-a.
A megszerkesztendd szakaszhossz az 1 és az a mér-
tani kozepe. Ha tehat olyan derékszdgii haromszoget
szerkesztiink, amelynek atfogéja a és az egyik befo-
gonak az atfogéra esé merdleges vetiilete 1, akkor ez
a befogo éppen +/a hosszisdgt. (Ha 0 < a < 1, ak-
kor 1 atfogéju derékszogli haromszoget szerkesztiink.)
A szerkesztés az abra alapjan kovethetd.

Megjegyzés
A magassdgtétel segitségével is szerkeszthetiink. A szerkesz-
tés menete az abrarol leolvashato.

N \
\\ \\
RNY \
\
\\\\ \
[N
N
I a a

Els6 1épésben itt (a + 1) atméréja kort szerkesztiink,
majd a szamegyenes 0 pontjaban mer6legest allitunk
a szamegyenesre. Ez kimetszi a megfelelé derékszogti
haromszog derékszogii csticsat a korbol.

Mindkét szerkesztésben felhasznaltuk a Thalész-tételt.

Ezzel az eljarassal szerkesztettiik a 16. leckében a szam-
egyenesen egy egész szam négyzetgyokének helyét.

b) A szerkesztést most olyan, a aranyszamu koézéppontos
nagyitassal végezziik, amelynek kozéppontja a szam-
egyenes 0 pontja. Ez a nagyitas a szaimegyenes a jeld
pontjit a szimegyenes a’ jel pontjaba viszi at.

Az dbran kovethetd a szerkesztés menete:

- a szamegyenes 0 pontja legyen egy sz0g csucsa, a
sz0g egyik szara pedig illeszkedjen a szamegyenes
pozitiv felére;

- mérjiink fel a sz6g masik szarara a 0 pontbdl kiin-
dulva egy a hosszisagu szakaszt, a végpontja legyen
A;

- aszamegyenes a jeld pontjan keresztiil pArhuzamost
szerkesztiink az ,,1A” egyenessel; ez a masik szogsza-
rat B-ben metszi;

- az a ardnyszamu kozéppontos hasonldsag a szam-
egyenesen az 1 jelti pontot az a jelti pontba viszi at,
ezért az ,,0B” szakasz hossza éppen a megszerkesz-
tendé a’-nel egyenld;

- a szdmegyenes 0 pontja koriil a* sugard kért irva a
szdmegyenesbdl kimetssziik az a’ valds szém helyét.

Megjegyzés
A szerkesztésb6l konnyen leolvashat6, hogy ha a > 1,
akkor a* > a,ha0 < a < 1, akkor a > a’.

Megijegyzések
- Az x—Vx
P(a; v a) alakban adhaték meg, az x — x* fiiggvény

(x = 0) fiiggvény grafikonjanak pontjai

grafikonjanak pontjai pedig Q(a; a*) alakban. A feladat
megoldasabdl tehdt az is lathato, hogy e két fiiggvény
grafikonjanak tetszélegesen sok, véges szamu pontja
csupan korzé és vonalzd hasznalataval is megszerkeszt-
heté.

- A'b) feladat megoldasara az a)-ban leirt szerkesztést is
alkalmazhatjuk ,visszafelé” 1épegetéssel: a szam négy-
zetgyokébol (az a-bol) megszerkeszthetjitk magat a sza-
mot (az a’-et).

59. lecke | HAROMSZ0G KOZEPVONALAI ES SULYVONALAI

51



60 GYAKORLAS

CSOPORTMUNKA

2-3 f6s csoportokba osztva dolgozzatok! Ugyanannyi csoport foglalkozzon az I. feladatsorozattal, mint a II. feladatsorozat-

tal. A feladatsorozatok megoldasa utan mindegyik csoport ,,megtanitja” a sajat feladatait egy masik csoportnak, amely nem

ugyanazt a feladatsorozatot oldotta meg.

I. FELADATSOROZAT

52

1s

N
)

A KLMN négyszog két oldalat megfeleztiik, két olda-
lat pedig 4-4 egyenl6 részre osztottuk. Két-két osztd-
pontot az abra szerint dsszekotottiink. Megrajzoltuk
a KM 4tlét is, amely 6 cm hossza.

a) Miért parhuzamosak az g, b, ¢, d szakaszok a KM
atloval?

b) Szamitsd ki az a, b, ¢, d szakaszok hosszat!

c) Hany olyan trapéz rajzolhat6 az abréba, amelynek
a két alapja az a, b, ¢, d szakaszok koziil keril ki?
Ezek kozott hany paralelogramma van?

A KMN héromszog te- N
rillete 6 cm’, a KML hé- P
romszog teriilete 12 cm’.

Szamitsd ki a szinezett
sokszogek teriiletét!
(KM =6 cm) Q

Il. FELADATSOROZAT

1s

N
)

Az ABCD trapéz alapjainak hossza 24 mm és 96 mm,
BC széra 156 mm-es, magassdga 144 mm. Az EF sza-
kasz parhuzamos a trapéz alapjaival, és az atlok K
metszéspontja a szakaszon van.

144 mm

A 96 mm B

a) A hasonlésag melyik alapesetével igazolhatjuk,
hogy ABKA ~ CDKA?

b) Melyek itt a megfelel6 oldalak? Miért?

c) Mennyi a hasonlésag aranyszama?

d) Hanyszor akkora az AK szakasz, mint a KC sza-
kasz?

e) A hasonlésag melyik alapesetével igazolhatjuk,
hogy AKEA ~ ACDA?

f) Mennyi a hasonldsag aranyszama?

g) Hany mm-es az EK szakasz?

Igazold, hogy a KF szakasz ugyanakkora, mint az EK
szakasz!
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HAZI FELADAT

1 s Az dbran a négyszog két-két szomszédos oldalanak 2 s Az ABCD trapéz kiegészit6 haromszoge a DCP ha-
harmadolépontjait kotottitk Gssze. romszog.

\ 2.7 2,1

a) Mekkora x és y?

b) Hényadrésze a kiegészité haromszog teriilete

a) Hanyszor akkora a fekete atl6, mint a piros sza- az ABP haromszog teriiletének, illetve a trapéz
kasz? teriiletének?

b) Hanyszor akkora a fekete atl, mint a zold sza-
kasz?

c) Mennyi a piros és a z6ld szakasz hossztsdganak

az aranya?

RAADAS

Koénnyen igazolhatjuk, hogy bdrmely négyszogben a négy Megijegyzés

oldalfelezé pont egy paralelogrammadt hatdroz meg. - Az oldalfelez6 pontok
altal meghatdrozott pa-
ralelogramma oldalai a
négyszog atloival parhu-
zamosak (lasd d4bra), és
feleakkordk, mint az atlok.

Ezért igazak a kovetkezOk:
- Ha egy négyszog atloi
merélegesek, akkor a négyszog oldalfelezé pontjai

egy téglalapot hatdroznak meg.

- Ha egy négyszog atléi egyenld hosszuak, akkor a
négyszog oldalfelezé pontjai egy rombuszt hataroz-
nak meg.

A PQ szakasz kozépvonal az ABC haromszogben, ezért
PQ parhuzamos az AC szakasszal, és feleolyan hosz-

sz, mint az AC. Az SR szakasz kozépvonal az ACD ha- _ A fent bizonyitott tétel tgy is kimondhaté, hogy a négy-

romszdgben, ezért parhuzamos az AC szakasszal, és sz0g két-két szemkozti oldaldnak felezGpontjat dsszeko-

feleolyan hosszti, mint az AC. Igy a PQ és SR szakaszok t6 két szakasz kolcsonosen felezi egymast.

egymassal pdrhuzamosak és egyenlé hossztiak. Emi- - A siknégyszdg oldalfelezd pontjai altal meghatarozott

att példéul a PR szakasz felez6pontjdra titkrozve a PQRS paralelogramma teriilete a négyszog teriiletének ponto-
négysz0g Onmagaba megy 4at, vagyis kozéppontosan san a fele.

szimmetrikus. A PQRS négyszog tehat paralelogramma.
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I. FELADATSOROZAT

1s

N
)

Az ABC haromszog sulypontja S; az AS, BS, CS sza-
kaszok felezGpontja rendre P, Q, illetve R. Az A, B,
C csucsokhoz tartozé sulyvonalak hossza rendre
15 cm, 18 cm, illetve 12 cm.

a) Mekkorak a szinezett hdaromszdgek oldalai?

b) Hogyan latnad be, hogy a 3 szinezett haromszog
egybevagd?

c) Az abran lathaté haromszogek koziil példaul az
ASC haromszog hasonlé az F,RC haromszoghoz.
Hogyan indokolnad ezt? Mennyi a hasonlésaguk
aranyszama?

d) Keress még hasonl6 haromszogpéarokat az dbran!

e) Igaz-e, hogy az ASF./\ ~ CSF,/A? Vélaszodat in-
dokold!

Az el6z6 feladatot folytatjuk.

a) Mekkordk a szinezett hatszog oldalai?

b) Igazold, hogy a hatszog egyméssal szemkézti ol

dalai parhuzamosak és egyenlé hosszuak!
c) Igaz-e, hogy a hatszog kozéppontosan szimmetr
kus? [
) Az ABCharomszog teriiletének hanyadré
le a hatszog? : 1
. Z:;. g “-m.f‘_-i —

Il. FELADATSOROZAT

18 cm

Y

1 s Egy tolcséres jégkrémet a magassaganak felénél ket-

tévagtunk.

A

a) Szamitsd ki a keletkezett két jégkrémdarab tér-

fogatat! (A kup térfogatat a TalapT‘m képlettel is
kiszamithatjuk.)

b) A kis kup térfogatanak hanyszorosa az eredeti
kup térfogata?

c) Hanyszorosa a keletkezd csonkakip alaka rész
térfogata a kis kup térfogatanak?

d) Mindkét keletkezé részt ismét kettévagtuk a
magassaguk felénél. Igy egy kis kip és harom
csonkakup alaka rész keletkezett. Mekkora az
egyes részek térfogata?

Egy vagassal szeretnénk igazsdgosan kettéosztani
a tolcséres jégkrémet, de ,hosszaban” nem tudjuk
elvagni, mert a jégkrém igy széttorne. Ezért , kereszt-
ben” (a forgastengelyére merdlegesen) vagjuk ketté.
Hol vagjuk ketté, hogy a két rész térfogata egyenld

legyen!

VEKTOROK ES A HASONLOSAG
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HAZI FELADAT

1 s Az ABC haromszég oldalainak C

Bl AL

Y

hossza 30 cm, 39 cm és 45 cm.
A haromszog S stlypontjan

keresztil parhuzamosokat 45cm
haztunk a haromszog ol-

dalaival.

30 cm

a) Mekkora a parhuzamosoknak a haromszogho6z
tartozo szakasza (MN, PQ, VW)?

b) Miértigaz, hogy S felezi az MN, PQ, VW szaka-
szok mindegyikét?

c) Igazold, hogy az MSV haromszog hasonld az
ABC haromszoghoz! Mekkora a hasonlésaguk
aranyszama?

d) Keress az dbran két-két olyan hasonl6 harom-
szoget, amelyek hasonlosaganak aranyszama 3,

2, %, illetve 1!

e) Vannak-e hasonlok az abran lathaté paralelog-
rammak kozo6tt? Vélaszodat indokold!

f) Az AVSP trapéz és az ABQP trapéz szogei pa-
ronként egyenlék. Hasonlo-e a két trapéz?

g) Keress egybevagé trapézokat az abran!

Egy csonkagula alapteriilete 400 cm”, fedélapjanak
a teriilete 64 cm’, magassaga 21 cm. A csonkagulat
kiegészitjiik gulava.

e

X cm

21 cm

a) Mekkora annak a kozéppontos nagyitasnak az
aranyszama, amely a kiegészit6 kis gulat a teljes
gulaba viszi 4t?

b) Szamitsd ki a kiegészit6 gula magassagat!

c) Mekkora a nagy gula és a kiegészité kis gula
térfogatdnak kiilonbsége?

d) Hanyszorosa a a csonkagula térfogata a kiegé-
szit6 gula térfogatanak?

Egy épitész egy 280 méter magas épiilet 1,4 mé-
teres modelljét tesztelte kiillonbozo szélerdsségek
mellett. Arra lett figyelmes, hogy a modell teteje
valamelyest rezeg. A modell tengelye a csticsanal 1
cm-t lengett ki a fiiggdleges iranyhoz képest. Ezek
alapjan mennyi lenne a tesztnek megfelel6 id6jara-
si korillmények mellett a valodi épiilet kilengése?
(OKM-feladat, 2003, 26. feladat)




SELl SZEPSEG ES MUVESZET

BEVEZETO

Ha a matematika és a miivészet kapcsolatat vizsgaljuk, a szimmetria és az ardny bizonyara az elséként felbukkané matemati-
kai fogalmak kozott lesznek. A szimmetridrél mar széltunk. Az ardnyokkal osszefiiggésben a szamtani kozép(aranyos) és a
mértani kozép(aranyos) sokszor keriil el6 festmények, szobrok, épiiletek bizonyos méreteinek elemzésekor.

Az internetes Wikipédia szerint: ,, A miivészetben az ardny az egyes részek méretének viszonya az egészhez... Az ardny min-
den alkalommal jelentkezik, valahanyszor valaminek, ami 6nmagéban teljes egész, kiilonb6z6é formaja részei vannak. Erre
jo példa az emberi test, vagy pedig ha tobb targy egyiittvéve Osszeillé egészet képez, mint példaul az épiileten az oszlopok,
pillérek, ivek, gerendak és a szerkezetnek a tobbi része”

Legegyszer(ibb, de a legtobbet idézett esetben egy szakasz (az egész) két darabra (részre) vald felosztasakor keletkezd ara-
nyok képezik a vizsgalat targyat. A két egyenld részre osztds (azaz 1: 1 aranyt felosztas) ,hétkoznapi” esetnek szamit, inkdbb

a szimmetriahoz tartozénak érezziik. Vannak ennél sokkal ,,izgalmasabb” felosztasok is.

KIDOLGOZOTT FELADAT
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1. Osszuk fel a 6 cm hosszt szakaszt két részre ugy,
hogy a kisebbik rész és az egész szakasz szamtani
kozepe a nagyobbik rész legyen!

Megoldds
Ha a kisebbik rész hossza x cm, akkor a nagyobbik rész hosz-

sza (6 — x) cm. Az kell, hogy — x teljesiiljon.

6+ x _

5 6
Most 6+ x=12—2x,3x =6, x = 2.
Tehat a 6 cm-es szakaszt egy 2 cm-es és egy 4 cm-es részre

osztva kapjuk a kivant felosztast.

4 2
A P B

Megjegyzés

- Ezt a felosztast tekintve elmondhatjuk, hogy ameny-
nyivel hosszabb a nagyobbik rész a kisebbiknél, any-
nyival hosszabb az egész szakasz a nagyobbik résznél.

- Barmely szakaszt osztunk két részre a feladatban meg-
adott feltétellel, mindig azt kapjuk, hogy a nagyobb rész az
egésznek kétharmad része (kb. 66,7%-a), a kisebbik rész az
egésznek egyharmad része (kb. 33,3%-a).

2 . Osszukfel a6 cm hosszu szakaszt két részre Gigy, hogy
a kisebbik rész és az egész szakasz mértani kozepe a
nagyobbik rész legyen!

Megoldds
Ha a kisebbik rész hossza x cm, akkor a nagyobbik rész
hossza (6 — x) cm. Az kell tehdt, hogy 6 — x = V6 x le-
gyen.
Itt nyilvan 0 < x < 6, ezért a négyzetre emelés ekvivalens
egyenlethez vezet: x> — 12x + 36 = 6x, vagyis
x*—18x + 36 = 0. Ennek az egyenletnek két valos gydke
van: 9+ 3v'5 ~15,7, illetve 9 — 3V5 ~ 2,3.
A feladatnak csak ez utdbbi lehet megolddsa, tehat a 6 cm-es
szakaszt egy 2,3 cm-es és egy 3,7 cm-es részre osztva kap-
juk a kivant felosztast.

3,7 2,3
A Q B

Megjegyzés

- Ezt a felosztast tekintve elmondhatjuk, hogy ahany-
szorosa a nagyobbik rész a kisebbik résznek, annyi-
szorosa az egész (szakasz) a nagyobbik résznek. Mas-
ként: a kisebb rész gy ardnylik a nagyobbik részhez,
ahogyan a nagyobbik rész az egészhez.

- Barmely szakaszt osztunk két részre a feladatban meg-
adott feltétellel, mindig azt kapjuk, hogy a nagyobb
rész az egésznek koriilbeliil 0,618-szerese (61,8%-a), a
kisebbik rész a nagyobbik résznek ugyancsak 0,618-sze-
rese (61,8%-a). A kisebbik rész az egésznek koriilbeliil
0,382-szerese (38,2%-a).

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Az AB szakasznak a 2. kidolgozott feladatban bemutatott felosztdsi modja igen ,,nagy karriert futott be” a miivészetben,
az épitészetben, raadasul még a ,valdsagos vilag” is kedveli az egésznek ezt a fajta felosztasat. Egyesek annyira kiilonle-
gesnek és szépnek, s6t esztétikailag tokéletesnek talaltak ezt a felosztasi médot, hogy kiilon nevet is adtak neki: arany-
metszésnek (sectio aurednak) nevezték el.

Az AB szakasznak az aranymetszés szerinti felosztasat kiegyensulyozott, harmonikus részekre osztasnak érezték, és ez
az érzés a mai napig sokakat kerit hatalmaba.

Az aranymetszés
Az AB szakaszt a P pont az aranymetszés szerint osztja két részre, ha a P b

a: b="b:(a+ b) (azaz kisebbik rész : nagyobbik rész = nagyobbik rész : egész). A a+b B

A 2. kidolgozott feladat gondolatmenetét kovetve egy masodfoku egyenlet megolddsa megadja az aranymetszés aranyszamat:

a _ kisebbikrész _ 5 -1 0,618, illetve reciprokat véve: _ nagyobbikrész _ V5 +1 1,618.

b nagyobbik rész 2 @ Kisebbik rész 2

FELADAT

1 = a) Melyik ,alapeset” igazolja, hogy ABCA ~ ACPA? b) Az AB és CD atlok P metszéspontja milyen
Melyek az egymasnak megfelelé oldalak a ha- ardnyban osztja két részre ezeket az atlokat?
sonlosagnal? c¢) Koriilbeliil hanyszor akkora a szabalyos 6tszog

egy atloja, mint egy oldala? (Figyeld mega BCP
és ADP haromszogeket is!)

Y

+b
P !
C b 4 ‘
b) Az % arany az APCA alapjanak és az ABCA

alapjanak aranya. Mekkora a két hdromszog

c b A

egy-egy szaranak aranya? 3 5 a) Most vizsgalj egy 2 egységnyi oldalhosszusagu
c) A b)-ben felirt két arany egyenlS. Az AB szér- szabalyos 6tszoget!
nak milyen felosztasat adja a P pont? Igazold, hogy az abra szerinti jelolést hasznalva
=5— 1, az atl6 hossza pedig V5 +11
2 5 A szabalyos otszogben megrajzoltunk harom atlét. b) Mekkorak az 4tléi a 3 cm, a 4 cm vagy az 5 cm
a) Figyeld megaz ABC és az ABD haromszoget, és oldalhosszusagu szabalyos 6tszognek?
miné] tobb ,érdekességet” mondj el réluk, illet- c) Mekkorak a szabalyos 6tszog oldalai, ha az atléi
ve kolesonos elhelyezkedésiikrol! 5 cm-esek, 12 cm-esek vagy 26 cm-esek?
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Két gyonyorti festmény

A © Ttt lathaté Auguste Renoir N6 a békdstanydn cimi képe.

a)

b)

5 ® Aképen Leonardo da Vinci egyik
hires festménye, az Angyali tid-
vozlet 1athato.

a)

b)

»Fuggblegesen” és ,vizszintesen” is rajzold meg a fest-
ményt az aranymetszés aranydban két részre oszt6
egyeneseket (két fiiggbleges és két vizszintes egyenest)!
Milyen érdekes egybeeséseket fedeztél fel?

Mi lett volna, ha Renoir valamelyik, az alabbiakban lat-
hat6 médon helyezte volna el festményének féalakjat a
valtozatlan méret(i vasznon? Legyél mikritikus, beszélj
az aranyok jelent6ségérél, a ,,hangsulyokrol” is!

A tarlatvezet6 hangosan be-
szél, de a latogatok néha még
hangosabbak, és nem értesz
minden szét. Pétold a hia-
nyokat!

»A hittérben 1év6 fal, va-
lamint az asztal ... vonala
nagyjabol a fiiggbleges ... vonalaban taldlhaté. Ez a vonal vélasztja el egymastol Mariat és az angyalt (a két
vilagot), egyediil Maria keze 16g 4t a »masik vilagba«. A vizszintes vonal nagyjabol a hattér és az el6tér talajat
elvélaszt6 vonalndl talalhato, és az altala elvalasztott tér ugyanazon felén van Maria és az angyal ... vonala, ami
a kép egyensulydt segiti”

Mi talalhato a piros vonalakkal felosztott képen a bal oldali fels6 képrész aranymetszeteiben? Hogyan oszthat6
fel a jobb felsé képrész? Rajzold be a megfelel vonalakat és figyeld meg, milyen elvek szerint felelhet meg a
kép elrendezése az aranymetszés szabalyainak!

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



KIDOLGOZOTT FELADAT

3.

Az 1 oldali négyzetbdl kiindulva szerkessziink olyan
AB szakaszt, amelynek az aranymetszésénél ad6do na-
gyobbik része éppen 1 hosszisagu (és igy a kisebbik

része Y2 2_1 hossztsagu)!
R 1 Q
Megoldds AN
\\
A szerkesztés me- \
n {brérol leol- 1 B/
ete az 4abrarol leol- 5 \
, \
vashato: \
\
\
l
A 1 F 1 P +5-1 B
2 2 2

HAZI FELADAT

1 ® Olvassétok el a Wikipédia cikkét a Vitruvius-tanulmanyrdl (angolul: Vitruvian Man)!

2 ® Keressetek képet Michelangelo David-szobrarol, és allapitsdtok meg, hol taldlhat6 a

3 ® Irodalom-, ének-zene és miivészettorténet-tandraitok segitségével gyujtsetek Ossze

Keressetek a tanulmanyban olyan aranyparokat, melyek az aranymetszéshez kapcsol-

hatok!

szobron az aranymetszés!

olyan alkotdsokat, amelyekben az aranymetszésnek fontos szerepe van. A zenetorténet-
ben Bartok Béla Kékszakdlliija és Beethoven 5. Szimfénidja j6 példak lehetnek. A film-
torténetben az olyan népszerd filmek, mint Az elveszett frigyldda fosztogatéi, a Batman:
A Sotét Lovag, a Watchmen, a Csillagok hdborija és a Wall-E is dramaturgiailag kulcs-
fontossagu részleteket helyez el az aranymetszésben. Keresd meg, hogy mi talédlhatd

ezekben a miivekben az aranymetszésnél!

o X
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- A négyzet AP oldaldnak F felez6pontjat osszekotjitk
anégyzet Q (vagy R) csucsaval;
- Az FQ szakasz hossza Pitagorasz-tétellel szamithato:

V5
2 b
- F kozéppontd, FQ sugart kort rajzolunk, és megjelol-
jiik az AB egyenesével alkotott egyik metszéspontjat
(B)s

—PB:FQ—%:é—%:%,azAPszakasz

hossza 1, tehat az AB szakaszt a P pont az aranymetszés
szerint vagja két részre.
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BEVEZETO

Mekkora az @ és mekkora a 5, ha

a) az 5 cm sugard korben az a fokos kozépponti sz6ghoz
10 cm hossza koriv tartozik;

b) a 28 cm sugaru kérben a S fokos kozépponti szoghoz
tartozo koriv kétszer akkora, mint a kor sugara?

Megoldds

a) Aranyossag alkalmazasaval kiszamithatjuk az a-t. Eh-
hez az ivhossz és a kozépponti szog kozotti egyenes ara-
nyossagot haszndljuk: az @ gy ardnylik a teljesszog-
hoz, ahogy a koriv hossza a kor keriiletéhez. Vagyis

@:360=10:(25 7),igy @ = %z114,6.
A kozépponti szog tehat koriilbeliil 114,6°-os.

b) Aza) feladatban szerepld 5 cm sugart korben is kétszer
akkora volt az iv hossza, mint a kor sugara. Ha az 5 cm

FELADAT

60

1 = Hany fokos kozépponti szog tartozik a korivhez, ha
a koriv hossza a kor sugaranak
a) haromszorosa;
h) fele;

c) m-szerese;
d) 27m-szerese?

Héany fokos kozépponti szog tartozik a korivhez, ha
a koriv hossza ugyanakkora, mint a kor sugara?

sugaru kort az 5,6-szeresére nagyitjuk, akkor egy 28 cm
sugart kort kapunk. A nagyitott koriv hossza kétsze-
rese lesz a nagyitott kor sugaranak, hiszen a nagyitas a
hosszusagok aranyat nem valtoztatja meg. Mivel az «
fokos kozépponti sz0g a nagyitas soran nem valtozik,
ez azt jelenti, hogy f = @ ~ 114,6.

A kézépponti szog tehat koriilbeliil 114,6°-0s.

Megjegyzés

A bevezet feladat azt mutatja,
hogy ha egy adott korben egy
koriv kétszer akkora, mint a kor
sugara, akkor a korivhez tartozd
kozépponti szog — a kor sugaratol
figgetlentil - koriilbeliil 114,6°-os.

3 = Hanyszor akkora az @° fokos kozépponti szoghoz
tartozo6 koriv, mint a kor sugara, ha

a) a=80;
b) @ =360;
c) a=1;
d) a=120?

A koriv hosszanak és a kor sugaranak az aranya egyértelmiien meghatarozza a kozépponti sz6g nagysagat. Ezt mérhetjiik

a fok mértékegységgel, de mas egységet is valaszthatunk a sz6g méréséhez [ahogyan példaul a hossztisdg méréséhez is kii-

16nb6z6 egységeket — méter, 1ab, inch (hiivelyk = col), mérfold stb. - hasznalhatunk].
Megfigyeléseink alapjan bevezetjiik a szogek egy ujfajta mértékegységét, a radidnt.

1 radiannak mondjuk azt a széget, amelyhez mint kozépponti szoghoz egy korben ugyan-

akkora koriv tartozik, mint amekkora a kor sugara.

Azt a szamot, amely megmutatja, hdnyszorosa a kozépponti sz6ghoz tartozo iv a sugarnak,

a sz0g ivmértékének nevezziik. Ezért egy kozépponti szog ivmértéke kiszdmithato ugy, hogy " .

a hozzd tartozo ivhossziisdgot elosztjuk a kor sugardval.

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Példaul
a 3. feladatban éppen a szogek ivmértékét szamitottuk ki, vagyis azt, hogy hany radidn nagysaguak a szogek.

A 80°-0s szog ivmértéke 1,4, vagyis a 80° koriilbeliil 1,4 radidn (a 80°-os kozépponti sz6ghoz tartozé koriv kb. 1,4-szer
olyan hosszt, mint a kor sugara);

a 360°-0s szog ivmértéke 27, vagyis a 360° pontosan 27 radian (= 6,28 radian);

L

az 1°-os szog ivmértéke
& 180

, vagyis az 1° pontosan ﬁ radidn (~0,0174 radidn);

a 120°-os szog ivmértéke ZTE, vagyis a 120° pontosan 277[ radidn (= 2,094 radian) (a 120°-o0s kozépponti sz6ghoz tartozd
koriv kozelitéleg 2,094-szer olyan hosszu, mint a kér sugara).

Ha egy r cm sugart korben egy kozépponti sz6ghoz i cm hossztsagu koriv tartozik, akkor

- ez a sz0g % radidn;

- ennek a szognek az ivmértéke %

0°-o0s szog 0 radidn, fvmértéke 0. A 360°-os teljesszog 27 radidn, ivmértéke tehat 27.

Y/
180

Az 1°-0s sz0g fvmértéke , az @°-0s szog fvmértéke Ci 8 g . Tehat @° = 01[ 8 (7)T radidn.

Megjegyzés
A radidn mértékegységet roviditve rad-nak irjuk.

Készitsd el a tablazatot a fiizetedben, és t6ltsd ki az iires mezdket!

A kor A kor A kozépponti szog A koriv A kozépponti szog
sugara kertilete fokban hossza ivmértéke
L. 12 cm 107°
II. 52 mm 200°
10 m .
III. 207 m 10 m
Iv. ‘ 15 cm 45 cm

45 cm

Egy 6 dm sugart korlemezbdl olyan korcikket vagunk ki, amely a kor 6todrésze.
Mekkora a korcikk kozépponti szogének fvmértéke?
Mekkora alapkort kuppaldstot csavarhatunk ebbdl a korcikkb6l?
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HAZI FELADAT

1 5 Add meg az alabbi szogeket ivmértékben! Valaszolj pontos értékekkel és kozelitd értékekkel is! A fiizetedbe dolgozz!

fokban 360° 180° 135° 90° 45° 30° 10° 1°
radidanban  pontos érték 27
radidanban  kozelit6 érték 6,28

2 - Egyharomszog egyik szoge 24°, a masik szoge 2,3 radidan. Mekkora a harmadik szoge? Fejezd ki fokban is, radidn-
ban is!

3 = Az orai 4. feladathoz hasonléan toltsd ki a tablazat iires mez6it a fiizetedben!

A kor A kor A kozépponti szog A koriv A kozépponti szog
sugara keriilete fokban hossza ivmértéke

a) “ 6 cm 36°

b) 8 cm 40°

c) ‘! 14 cm 95°

d) ‘! 25 cm 2

e) 32 cm 3

@ Téblazatkezel6 programmal ellendrizheted a megoldasaidat.

RAADAS

1 > Egy pontos éra kis és nagymutato6i 12:00-kor fedés- 3 > Egy kor alaka futépalyan két futd tart edzést ugy,

62

ben vannak egymassal.

a) Hany 6rakor vannak ugyancsak fedésben egy-
massal 4 és 5 ora kozott?

b) Oldd meg tgy is a feladatot, hogy a feladat soran
felmeriil6 szogeket radianban szamolod!

Egy korcikket gy csavartunk ssze, hogy kappalas-
tot formdljon. A kup alapkorének sugara 6 cm, a kap
magassaga 14 cm.

Mekkora volt a korcikk kézépponti szoge? Valaszolj
fvmértékben!

hogy egyenletes sebességgel futnak, és ugyanonnan
indulnak. Albert sebessége akkora, hogy 1 perc alatt
ugyanakkora utat tesz meg, mint a palya sugara. Béla
sebessége akkora, hogy 1 perc alatt akkora utat tesz
meg, mint a palya sugardnak 70%-a.

Mennyi id6 telt el, amig harmadszor haladnak el egy-
mads mellett, ha

a) egy iranyban futnak?

b) egymassal szemben futnak?

c) Mekkora a futdk szogsebessége?

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



RAADAS

Altalédban megddbbenést kelt, amikor elészér talalkozunk
a sz0g mérésének a leckében vazolt médjaval. Miért van
erre sziikség, kinek jobb ez a bonyolult mérési eljaras?
— legtobbszor ezek a kérdések vetédnek fel.

A matematika (és a fizika) oldalardl kozelitve a vélasz meg-
lehetdsen rideg: jogunk van a mérés egységét onkényesen
megvalasztani. A hosszisag egységének a métert vélasztot-
tak az SI-mértékegységrendszerben, és a gyakorlati életben
ennek tobbszordseit is meg a részeit is gond nélkiil hasznal-
juk (km, cm, mm, nm stb.).

Az angolszasz orszagokban viszont mas mértékegységek
hasznalatosak inkabb. Szamukra a méterben megadott
hossztisdg szokatlan, és elsd rapillantasra sokan nem is
tudjak megbecsiilni, mekkora is az a tavolsag, amely éppen
57 méter.

Igy vagyunk ezzel mi is: a %" -os (fél colos) 4tmérdjii csé,
vagy az 510 yard tavolsag els6 hallasra legtobbiinknek nem
sokat mond. Akkor tudjuk elképzelni ezeket, ha atvéltjuk
az altalunk hasznalt, megszokott mértékegységek szerinti
rendszerbe.

Példaul a ,,28-as kerékpar” azt jelenti, hogy a kerekek atmé-
réje éppen 28 col, vagyis 71,12 cm (mert 1 col = 2,54 cm);
a 120 yardos gatfutds 109,73 méteres gatfutast jelent, majd-
nem a 110 méteres gatfutassal azonos (1 yard = 0,9144 m).

A sz20g mérésével pontosan ugyanez a helyzet. Eddig a tel-
jesszOg 360-ad részét valasztottuk egységnek (ezt 1°-nak ne-
veztiik el), most pedig azt a szoget valasztottuk egységnek,

62. lecke | SZOGEK iIVMERTEKE

amelyhez - mint kézépponti sz6ghoz - ugyanakkora kor-
iv tartozik, mint amekkora a kor sugara (ezt 1 radiannak
nevezziik). Nincs tehdt semmi kiilénleges ebben, csak a
megszokas miatt érziink ,ellenkezést” Ez azonban némi
gyakorlassal konnyen legy6zheto.

A fizika a kormozgis és

a forgomozgas leirasakor
haszndlja a sz6g ivmértékét
hiszen példaul az egyenlete
forgémozgas szogsebessé

27

gét az w = T Osszeflig

gés adja meg. Ennek pedig
az a jelentése, hogy T ma-
sodperc alatt az egyenlete
forgébmozgast végzé test ¥
fordul
korbe, azaz a forgd test ép-

pontosan  egyszer
pen 27 nagysagu szoggel fordult el a forgastengelye ko-
ril. Nyilvanvald, hogy itt a szog ivmértékérsl van sz,

ezért is lesz a szogsebesség mértékegysége L Eszerint
s

egységnyi a szogsebessége annak az egyenletes forgd-
mozgasnak, amelyben az 1 masodperc alatti szogelfor-
dulés éppen 1 radian nagysagu.

Aki ezt nem tudja elképzelni, annak sziiksége van arra,
hogy a radian helyett fokban adja meg az elfordulas sz6-

gét. Ez konnyt dolog, hiszen 1 radian = (%)Q ~ 57,3°.
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63 SZOGEK FOKBAN ES RADIANBAN

Hany fokos az 1 radian nagysagu sz6g?

A teljesszog tvmértéke 27, vagyis 27 radian = 360°. Ebbol 277-vel osztva azt kapjuk, hogy

1 radian = (%)" = (%)" ~ 57,3°.

Az el6z6 leckében megfigyeltiik, hogyan fiigg Ossze egymassal a szog kétféle mértékegysége.

A kétféle mértékegységben megadott szogek mérészama egyenesen aranyos, ezért

ian = (180 . 4o o_|[_m . 4
a radian (71’ 0{) , a (180 a/) radian.

Hogyan térhetiink at egyik mértékegységrol a masikra?

- Képletek megjegyzése helyett elég, ha azt tudjuk, hogy 180° = & radian, és azutan az egyenes ardnyossag felhasznala-

saval végezziik el a konkrét atvaltasokat.

- Sok zsebszamoldgép kozvetleniil elvégzi az atvaltasokat a megfelelé gomb felhaszndldsaval. Tanulmanyozd a sajat szé-

moldgépedet, figyeld meg az atvaltas mdodszerét!

FELADAT

1 = Hany fokos a (2777 —+ 5%) ivmértékd szog. Figyeld

meg a harom megoldasi moédszert, értékeld Gket!

Elsé modszer:

ZTT[ =2-3,14:3=2,093333,

ST —5.314:6=2,616667,

6
ZTH + 5?71- =2,093333 + 2,616667 ~ 4,71,
tehat a sz6g 4,71 radian.
o 180 _ (847,8\° _ o
4,71 radidn = (4,71 p- ) < 3.14 ) 270°.

Mdsodik médszer:

7 radian = 180°, 277[ ennek a % része, vagyis 120°;

az 5% radian a 180°-nak az % része, vagyis 150°.

(3£ +2Z) radidn = 120° + 150° = 270°,

64

Harmadik médszer
51 ot 3

27 5t _ 4r , Sm _ 9m _ 37w
376 -6 776 6 2

tehat ez a szog 37” radian.

3771- radidn = 7 radidn + % radidn = 180° + 90° =

=270°.

2 = Hany fokosak azok a szogek, amelyeknek az ivmér-

téke

a) 3T”+%;
c) 4?7[—%2?”;
d) £ 22,

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



3 = Mekkora koriv tartozik egy 7 cm sugaru korben
a) a2,3radian nagysagu b) a2,3°-o0s
koézépponti szoghoz?

4. = Mekkora teriilet(i korcikk tartozik a 7 cm sugaru kérben
a) a 2,3 radian nagysaga b) a2,3°-os

kozépponti szoghoz?

Ha egy r cm sugart kérben egy kézépponti szog a°-os, akkor a hozza tartozé koriv hossza

r‘ra _ r* wa
360 2 180

e _ . wa

2
180 | 180 (en’).

(cm), a megfelel6 korcikk teriilete pedig

Mivel % éppen az a°-os szog ivmértéke (amit legtobbszor @-val jelolnek), ezért

ha a kézépponti sz6g @ radian, akkor a hozza tartozo6 koriv hossza r @ cm, a korcikk terii-

2

2 .
lete pedig % cm’.
Természetesen tovabbra is hasznalhat6 a korcikk teriiletére talalt t = % Osszefiiggés.

Példaul
egy 24 mm sugaru korben az 1,25 radian nagysagu kozépponti szoghoz tartozé koriv hossza
24- 1,25 = 30 (mm), a megfeleld korcikk teriilete pedig ennek 12-szerese: 360 mm”.

HAZI FELADAT

1 5 Hanyszor akkora
a) a 100°-os sz0g, mint az 1 radian nagysagu szog;  b) a 160°-os sz6g, mint az 1,6 radidn nagysagu szog?

2 = Add meg az alabbi szogeket fokban!

. E. K. ET. T. K. K.
bl 2’ 3) 4’ 5’ 6’ 9’

3 = Mekkora kériv és mekkora teriilet(i korcikk tartozik egy 2,4 radidn nagysagu kozépponti sz6ghoz, ha a kor sugara
a) 10 cm; b) 15 cm; c) 15 mm; d) 3dm?

4 - Egy 6 cm sugaru kérben egy kércikk teriilete 13,5 cm”. Mekkora a kércikkhez tartozé
a) koriv; b) kozépponti szog?
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64 GYAKORLAS

FELADAT

1 s Egyfényképen egy fa 9 cm ,,magas’, a fa mellett allé 3 = Egy kor alaku asztallap atméréje ugyanannyi, mint

1,80 méter magas fitl pedig 4 cm magassagunak lat- az asztal magassaga. Az asztal kozepe folott, a talajtol
szik. 185 cm magassagban van egy pontszer( fényforras.
a) Milyen magas a fa? A talajon az asztal arnyéka egy 70,5 cm sugart kor.
b) Milyen magasnak latszik a fényképen a fi mel- a) Készits abrat! b) Mekkora az asztallap sugara?

lett 4ll6 1,6 m magas 6ccse?

c) A fa mellett egy 4 m” teriiletdi, téglalap alakt 4 > Egy négyszog harom belsé szoge 0,8 radian, 1,2

rekl4mtébla is 4llt, szemben a fényképezégép- radidn, illetve 1,5 radidan nagysagu. Konvex vagy

pel. Mekkora teriiletiinek latszik a reklamtabla konkdv ez a négyszog?
f T2

a fényképen? § s Legyen
fixox, gx—x"+2és hix—(x+ 37— 2.

2 = Haegy 1 cm atméréjti acélgoly6val szemléltetnénk o el e e Sl o g

egy protont (a hidrogénatom magjat), akkor mek- jat, a v vektorral eltolva a h grafikonjat kapjuk.

kora lenne egy hidrogénatom egy méretaranyos Add meg annak a figgvénynek a hozzdrendelési

?
modellben szabalyat, amelynek grafikonjat az f figgvény gra-
fikonjabol
a) az (u+ v) vektorral;

Adatok (kézelitések): a proton dtmérdje 10™° m, a
hidrogénatom atmérdje 107" m.

a) Az atom atmérSje hanyszor akkora, mint a
) ) 4 b) az (u— v) vektorral;

magatmér6? 1 1
b) Mekkora lenne a modellben a hidrogénatom c) az (?u - ?V) vektorral
atmérdje? valo eltoldssal kapunk!
1 s Egy haromszog stlypontja a haromszog csticsaitol 12 700 km, a Naprendszer atméréje 1,1 - 10" km,
rendre 5 cm, 5,8 cm, 6,2 cm tavolsagra van. a Tejutrendszer 4tmérdje 9,5+ 10" km.
a) Mekkora a haromszog sulyvonalainak hossza? a) Mekkora lenne Hajni modelljében a kicsinyités
b) Mekkorak a haromszog kozépvonalai dltal ardnya?
meghatarozott haromszég sdlyvonalai? b) Mekkora lenne a modellben a Fold atméréje?
c) Mekkora tavolsagra lenne a Fold a Naptol Hajni
modelljében?
2 = Hajni a Naprendszer és a Tejﬁtrendsz?r »méretara- d) Mekkora lenne ebben a modellben a Naprend-
nyos” modelljét szeretné elkésziteni. Ugy gondolja, szer 4tméréje?
hogy a Napot egy kb. 7 cm dtmérdjti teniszlabda e) Mekkora lenne ebben a modellben a Tejutrend-
szemléltethetné. Sikerrel jar-e Hajni? szer atmérdje?
Adatok (kozelitések): a Nap atméréje 1,4 millié km,
a Nap-Fold tavolsag 150 milli¢ km, a Fold atmérdje
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3 5 Azu, vbazisrendszerben
b=—-3u+2v.
Ird fel az alabbi vektorokat is ugyanebben a bazis-

a=2u—3v ¢és

rendszerben!
a) x=a+b
b) y=-2b

c) w=b—a

_a—b
d) z_—2

RAADAS

A camera obscura vagy mas néven lyukkamera az egyik
legegyszer(ibb leképezé rendszer, mert mindossze egy zart
dobozbdl all, amelynek az egyik oldalan egy picike lyuk
van. Ha a lyuk elég kicsi, a fény a lyukon val6 4thaladaskor
a targy minden egyes pontjarol a doboz szemkdzti falan
egy-egy pontba érkezik, vagyis egyértelmd leképezés tor-
ténik a targy és a képpontok kozott. A keletkezett kép for-
ditott allasu, és (némi elhanyagolassal) a targyhoz hasonlo.

camera obscura

k = képtavolsag

t = targytavolsag

A nagyitas (kicsinyités) mértéke:

kép mérete _ képtdvolsdg _ f
targy mérete  targytavolsag ¢

>

ami az abra alapjan konnyen belathato6 (k a doboz méreté-

bél adédoé dllandé tavolsag).

Vilagos, hogy a nagyitas ardnya fiigg a camera obscuratél val6
tavolsagtol, a messzebb 1év6 targyak erésebben kicsinyitve je-
lennek meg a doboz lyukkal szemkozti falan. A keletkezd kép
az igen egyszeri el6allitas ellenére rendkiviil éles.

A camera obscura a fényképezégép 6se, a mai fényképezd-
gépek is a lyukkamera miikodési elvén alapulnak. A fény-
képezés el6tti id6kben mint rajzolasi segédeszkozt és mint
fizikai, csillagaszati eszkozt tartottdk szamon.
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4 s Melyik allitas igaz, ha az n egy 2-nél nagyobb ter-

mészetes szamot jel6l?

a) Az n oldalu konvex sokszog belsé szogeinek
Osszege 7 radidn.

b) Az n oldali konvex sokszog kiilsé szogeinek
Osszege 7 radidn.

c) Az n oldalu konvex sokszog belsé szogeinek
Osszege (n — 2) - & radian.

d) Az n oldalu szabalyos sokszog egy belsé szoge

% radian.

Egerben a sok latnivalé mellett érdemes felkeresni a
Liceumot is, ahol a csillagvizsgal6-toronyban egy igazi, tikk-
ros szerkezetli camera obscurat is megcsodalhatunk. A Li-
ceum 53 méter magas csillagasztornydba 1779-ben érkezett
a yvarazslatos” camera obscura. Tikor és lencse segitségé-
vel az alatta kialakitott szinten kicsinyke besotétitett szo-
baban egy fehér asztalon megjelenik a véaros latképe. A kép
olyan éles, hogy a sétalo emberek felismerhet6k. A készii-
1ék Edinburgh-bol szarmazik, az intézmény elsé csillaga-
sza, Hell Miksa azért mtikodtette ezt a ,,varosnézd eszkozt”,

hogy a véros lakéit és litogatoit szorakoztassa.
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FELADAT

68

. Egy gila alapteriilete 25 cm’, magassiga 12 cm, az
N Egy g P gassag

alaplappal szemkozti csticsa C. Ebbél a C pontbdl
2-szeres, 3-szoros, 4-szeres kozéppontos hasonld-
saggal megnagyitjuk ezt a gulat, igy kapjuk a 2.,
a 3. ésa4. gulit.

a) Mennyi a négy gtila magassaganak aranya,
alapteriiletének aranya,
térfogatdnak ardnya?
b) Készitsd el a tablazatot a fiizetedben, és t6ltsd ki
az tires mezdket!

~

Agula Magassag Alapteriilet Térfogat

sorszima  (cm) (cm?) (cm?)
1. 12 25
2. 800
3. 36
4. 400

c) Az abra is mutatja, hogy a 4. (a legnagyobb)
gula felbonthat6 négy, egyenlé magassagu test-
re: az eredeti kis guldra és harom csonkaguldra.
Az 1-4. guldk térfogata segitségével szamitsd
ki a harom csonkagtla térfogatat! (Péld4ul a
masodik csonkagula térfogatat megkapjuk, ha
a 3. gula térfogatabdl kivonjuk a 2. gula térfo-
gatat.)

d

~

Ird fel a c) pontban vizsgalt 4 test térfogatanak
aranyat!

Y

ISMETLES, GYAKORLAS

2 5 Jutkdnak az egyik fotokidllitison megtetszett egy

tajkép, lefényképezte. Az expondlas pillanatédban
azonban egy légy roppent a képre, Jutka (akaratan
kiviil) ezt is megorokitette. Egymads alatt latod az
eredeti méret(i tajképet és Jutka fotojat.

Hogyan szerkesztenéd meg az eredeti képen a légy

helyét? Ird le a szerkesztés menetét is!

Az ABCD négysz0g oldalait harom-hirom egyenlé
részre osztottuk, és az osztopontok koziil négyet az
abran lathaté médon kétottiink 6ssze. Igazold, hogy
az 0Osszekotd vonalak trapézt alkotnak, és allapitsd
meg a parhuzamos olda- D
lak hosszanak aranyat!

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



4 5 a) Add meg az u, v bazisrendszerben mind az 6t
vektor vektorkoordinatdit!

Y

HAZI FELADAT

1 s Jelold meg egy altalanos haromszogben a sulypont
és az oldalfelez6 pontok kozotti szakaszok felez6-
pontjait!

a) Igazold, hogy ez a harom pont az eredeti ha-
romszoghoz hasonl6 haromszoget hatdroz meg!

b) Ird fel a két hasonlé hdromszdg teriiletének
aranyat!

2 s A kap alaka papirtol-
csérbdl a pattogatott ku-
koricét a teli tlcsér ma-
gassaganak fels6 6todéig
eszi meg Istvan. Lucanak
viszi a tobbit. Kinek ju-
tott tobb? Mennyivel?

3 5 Jutka az iskolai kiranduldson 1280 X 960-as
felbontas képeket készitett, a képeket sza-

mitégépe merevlemezére mentette. Bardtné-
je, Julesi kérésére néhany képet el akar kiildeni
elektronikus levélben. Egy kép taroldsa koriilbe-
lil 1,2 Mb helyet igényel a merevlemezén. A tiz
kivalasztott kép egyiittes mérete tul nagy, ezért
Jutka a képeket 640 x 480-as

kuldi el.

felbontasban
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b) A kocka éle 6 cm hosszu. Milyen hossziiab, ac,
az a—bésa b—a+ cvektor?

a) Hany megabajt lesz a 10 kép egyiittes ,helyigé-
nye™? (Az 1280 x 960-as felbontds azt jelenti,
hogy a kép 960 vizszintes sorban, soronként
1280 darab képpontbdl all dssze. A szamitogép
minden képpont tarolasahoz ugyanakkora le-
mezteriiletet hasznal.)

b) Jutka egy 16 cm x 9 cm-es keretben szeretné
elhelyezni az egyik jol sikeriilt képet ugy, hogy
minden részlet megmaradjon. Emiatt csak
olyan képeket tud nyomtatni, amelyek oldalai-
nak ardnya 640 : 480. Mekkordk annak a kép-
nek a méretei, amelyik a keretbe illik és a lehet6
legnagyobb?

7

PN

7

ZNTEN

2N

PN

,@,%
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66 TUDASPROBA

TUDASPROBA I.

70

1 s Egy szabdlyos hatszog oldalai 6 cm-esek. Megrajzol-

tuk harom atléjat.

6 cm

a) Igazold, hogy a z6ld és a rdzsaszinii haromszog
hasonl6 egymashoz!

b) Mennyi a hasonldsag aranya?

c) Hasonld-e valamelyik fehér haromszog a z6ld-
hoz? Miért?

d) Mekkora részekre vagjak egymast az atlok?

2 = Milyen hosszti a 2a + 4b és a 15 mm

2a — 4b vektor, ha a négyzet

oldalai 30 mm-esek? b
30 mm

Y

3 5 Azuésavegy bazisrendszert hatdroz meg.

Mik a koordinatai az (u, v) rendszerben azoknak a
vektoroknak, amelyekkel az f mésodfoku fiiggvény
grafikonja atvihet a g, illetve a & masodfoka fiigg-
vény grafikonjéba (D;= D, = D, = R)?

YA

R"

4 = Egy szabdlyos gula alaplapja 12 cm-es oldalu négy-

zet, a gula magassaga is 12 cm. A magassag fels6
harmadolépontjan atmend, az alaplappal parhuza-
mos sikkal két részre vagjuk a galat. Mennyi a két

rész térfogatanak ardnya?

12 cm

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



TUDASPROBA II.

15

Egy haromszog oldalainak hosszusaga 14 cm, 28 cm
és 35 cm. Egy hozz4 hasonlé masik haromszog kerii-
lete 7,7 cm. Mekkorak ennek az oldalai?

Egy haromszog egyik oldala 35 mm, a hozza tartozo
magassag is ekkora. A hdromszog masik két oldalat
7-7 egyenld részre vagtuk, a megfelel$ osztopontokat
osszekotottiik.

\ 35 mm

35 mm

a) Keress az abrdn hasonld trapézokat! Add meg
a csticsaikat és a hasonlésaguk aranyat!

b) Mekkora a legkisebb haromszog teriilete?

¢) Mennyi a kovetkezd dbran a zold és a piros trapéz
teriiletének ardnya?

35 mm

35

A kocka élei 4 cm-esek. Mekkoraaza+bésaza—b
haromszoros nagyitasa?

< 5

4 cm

Az u és a v egy bazisrendszert hatdroz meg. Mik a
koordinatai az (u, v) rendszerben azoknak a vekto-
roknak, amelyekkel az f fiiggvény grafikonja atvihe-
t6 a g, illetve a h grafikonjaba (D, = D, = D, = R)?

YA\ | g

2y




15

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Az ABCD téglalap AB oldala 3,6 cm hosszt, BC olda-

la 2,4 cm hossza.

a) Készits abrat, és rajzold be az abran a kovetkezd
vektorokat: H)); af; — ﬁ; CD.

b) Melyek ezek koziil egyallast vektorok?

c) Melyek ezek koziil azonos hosszisagu vektorok?

Az ABCD rombusz kézéppontja legyen O. Az AC atl6
hossza 2,8 cm, a BD 4tl6 hossza 3,6 cm.
Milyen hossztak a kovetkezd vektorok:

a) O—B)—O—D);
b) DA;
c) O—B)—i-O—C);

d) O-bdla CD oldal felezépontjaba mutat6 vektor?

Derékszogli koordinata rendszerben dolgozz! Az ori-
gobdl a (2; 0) pontba mutatd vektor legyen u, az ori-
goébol a (0; —1) pontba mutatd vektor pedig v.

a) Melyik pontba mutat az origé kezdépontt 3,5u + 2v
vektor?

b) A koordinata rendszer (3; 6) pontja legyen P,
(4; —1) pontja pedig Q. Bontsd fel u és v vektorok-
kal parhuzamos 6sszetevékre az OP ésa PQ vek-
torokat! Ird fel u és v vektorok szdmszorosainak
Osszegeként az 0P és PQ vektorokat!!

Derékszogli koordinata-rendszerben a P ponton at

parhuzamost huzunk az AB egyenessel.

a) Milyen hosszu részekre vagja ez az egyenes az OB
szakaszt?

b) Az egyenes metszéspontja az x tengellyel legyen
Q. Hanyadrésze a PQ szakasz hossza az AB sza-

kasz hosszédnak?
YA
A
P N
ol 1 Bl x
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Egy szimmetrikus trapéz révidebbik alapja 5 cm,
hosszabbik alapja 8 cm hosszd, magassaga 6 cm. Egé-
szitsd ki a trapézt haromszoggé az abra szerint!

E

A B

a) Mekkora a haromszog DC oldalhoz tartozé ma-
gassaga?
b) Mekkorak a hdaromszog oldalai?

Vegyél fel a fiizetedben egy szakaszt!
Szerkessz olyan haromszoget, melynek kertilete a sza-
kasz hosszaval egyenld, és oldalainak aranya 3:5:6!

Vegyél fel a fiizetedben egy egyenest, és az egyik
félsikban egy haromszoget, a masik félsikban egy O
pontot! Keress olyan O kézépponta kézéppontos ha-
sonldsagot, melyet elvégezve a haromszog valamelyik
csucsa az egyenesre esik! Szerkeszd meg a haromszog
képét! (Hany megoldast talaltal?)

Az dbran a kis téglalap az ABCD téglalap képe egy
E kozéppontu kicsinyités soran.

E

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Bizonyitsd be, hogy E, F és A pontok egy egyenes-
be esnek!

F és G pontok harmadold pontjai az CD oldalnak.
Mekkora a kicsinyités aranyszama?

Hényszorosa a CED egyenl8szart haromszog
alaphoz tartoz6 magassdga az AD oldalnak?

Egy kikot6bol két hajo indul egyszerre. 20 perc mulva
6,2 km tavol vannak egymastol. Milyen tavol lesznek
egymdstdl az induldstdl szamitva masfél 6ra mulva,
ha mindkét hajoé allandd sebességgel, egyenes irany-
ban halad? Készits abrat!

Az ABCD téglalap AB oldala kétszer olyan hossz,
mint a BC oldala. Jeldljiik P-vel a CD oldal C-hez ko-
zelebbi negyedeld pontjat!
Készits abrat! Huzd be az abran a téglalap olda-
lait, az AC 4tlét, és a BP szakaszt!
Keress két hasonlé haromszog-part! A haromszo-
gek hasonlésaganak melyik alapesetével tudod
indokolni a hasonldsagot?
Mekkora a hasonlé haromszogek teriileteinek
aranya?

Egy fa magassagat egy karo segitségével hatdrozzuk
meg. Az abran AB jelzi a fa helyét, CD jelzi a karo
helyét. A karé magassaga 1,5 m, a kar6 és a fa tavol-
saga 4,2 m, a kar6 és a talajon meghatarozott E pont
tavolsdga 1,8 m. Milyen magas a fa?

B

C A

Egy fa magassagat szeretnénk megmérni. Egy fiiggé-
leges kar6t szurtunk a foldbe, a fatol néhany méterre.
A kar6 masik oldaldan megallunk, a karétol 0,5 m-re.
Szemmagassagunk 1,6 m. Bejeloljiik a karén azt a két
pontot, amely irdnyban a fa aljat és tetejét latjuk. Azt
latjuk, hogy a bejelolt pontok a szemmagassag alatt
42 cm-re, és a szemmagassag folott 92 cm-re vannak.

Milyen magas a fa?

Milyen messze volt a kar6 a fatol?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

A

Egy ABCD téglalap oldalai 45 cm és 31 cm hossztak.
A téglalap egy belsé P pontjat 6sszekotjilk a téglalap
csucsaival, majd a PA, PB, PC és PD szakaszoknak ki-
jeloljiik a P-hez kozelebbi harmadol6 pontjait.
Milyen sikidomot hataroznak meg a harmadol6
pontok?
Mekkora ennek a sikidomnak a teriilete?

Egy tervrajzon a haz alaprajza 190 cm” teriiletd. A va-
l6sagban ugyanez az alapteriilet 142 m’.
Mekkora a tervrajzon az a szoba, amely a valdsag-
ban 18 m” alapteriilet(i?
Milyen széles a valdsagban az az ablak, amely a
tervrajzon 1,3 cm széles?
Haényszoros kicsinyitése a tervrajz a valdsagnak?

Egy négyzet alapu egyenes gula alapélei 14 cm hosz-
szuak, magassaga 27 cm. Az alaplappal parhuzamos
sikokkal a magassag harmadold pontjaiban a gulat
héromfelé vagjuk.

Mekkora az egyes részek térfogata? (a gula térfo-

. Talap m . ) .
gatita —_— képlettel szamolhatjuk.)

Mekkora az egyes részek felszine?

Mennyi a kovetkez6 szogek ivmértéke?

27°% 35°% 68° 108°% 256°?

Hany fokosak azok a szogek, melyek ivmértéke:
0,11; 0,434, 0,996; 1,76; 3,02 (radidn)?

A 34 cm sugaru korben mekkora kozépponti szog
tartozik a 68 cm hosszu korivhez, és a 200 cm hossza
korivhez? A valaszodat radianban is add meg!

A 7,8 cm sugard korben egy korcikk teriilete 26,7 cm’.
Mekkora a korcikk kozépponti szoge?
Mekkora a korcikket hatarold koriv?

Egy 24 cm sugaru korbél kivagunk egy 2,5 radian ko-
zéppontu szogul korcikket. Ebbél kippalastot hajtunk.
Mekkora a palast felszine?
Mekkora a teljes kuap felszine?
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67 HEGYESSZOG TANGENSE

BEVEZETO

Milyen magas a vizto-
rony? 30 m tavolsagbdl
megmértilk, hogy az
emelkedési szog 38°-
0s.

Kicsinyitéssel és méréssel dolgozunk. Milliméterpapir-
ra rajzolunk egy derékszogli haromszoget, amelynek
az egyik hegyesszoge 38°-o0s. Rajzunkon a szog melletti
befogd 50 mm, a szoggel szemkozti befogd 39 mm hosz-

FELADAT

1 = Tovabbi olyan derékszogt haromszogeket rajzoltunk milliméterpapirra, amelyeknek szintén 50 mm az egyik be-

74

szusagu. Ez azt jelenti, hogy a 38°-o0s szoggel szem-
kozti befogd és a szog melletti befogd hosszanak aranya
39:50, azaz 0,78.

Ez minden olyan derékszog(i haromszogben igaz, amely-
nek van 38°-os hegyesszoge, hiszen ezek a derékszogu ha-
romszogek mindannyian hasonlék egymashoz. (Tudjuk,
hogy a nagyitott hdromszogben az oldalak ardnya ugyan-
annyi, mint az eredeti oldalaké.)

A torony magassaga tehat 30 - 0,78 = 23,4, azaz kozelit6-
leg 23 méter.

Megfigyelés
Egyetlen derékszogli haromszog segitségével sokféle prob-

lémat megoldhatunk. Milyen derékszogli haromszogek-
re vonatkoznak ezek? Olyanokra, amelyekrdl tudjuk, hogy
van 38°-os szogiik, vagy azt tudjuk, hogy a két befogdjuk
ardnya 0,78.

Példdul,
ha egy derékszogti hdromszog befogdinak hosszisaga
7,8 cm és 10 cm, akkor a kisebbik hegyesszoge 38°-os.

fogdjuk. Olvasd le a masik befogé hosszat, és szamitsd ki a két befogé aranyat! Toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!

Hegyesszog

=
10°
15°
20°
25°
30°
35°
e 40°
st sttt 45°
e 50°

T
v

Szemkozti befogd Szog melletti

(mm) befogd (mm) AL
4,5 50 4,5:50 0,090
50
50
50
23,5 50 23,5:50 0,47
50
50
50
50 50 50:50 1
59,5 50 59,5:50 1,19

SZOGFUGGVENYEK



Definicio: Ha egy derékszogli haromszog egyik hegyesszoge a, akkor a vele szemben 1évé

befogo és a mellette 1év6 befogd hosszusdganak a hanyadosat az o tangensének nevezziik. Az

a

abranak megfeleld jel6léssel: tg @ = <-. Ez a hanyados a sz6g nagysagatol fiigg.

b

Példaul a bevezetd feladatban tg 38° = 0,78. Ennek az 4j fogalomnak a segitségével kiszamit- b

hatjuk szakaszok hosszat, meghatdrozhatunk szogeket, ha van megfeleld tablazatunk.

FELADAT

2 5 Az 1. feladatban készitett tablazat felhasznalasaval

valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!

a) Egy derékszogli haromszog egyik szoge 40°-os,
az egyik befogdja 5 cm hosszi. Mekkora lehet
a masik befogoja?

b) Egy téglalap oldalai 23,5 cm és 50 cm hosszusa-
guak. Hany fokos szoget alkot az atloja az olda-
lakkal?

3 5 Melyik szogek tangense olvashaté le az 1. feladat
tdblazatardl? Ird fel ezeket az uj jeloléssel (példaul:
tg 25° = 0,47)!

HAZI FELADAT

1 5 Az 1. feladatban készitett tablazat felhaszndlasaval

valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!

a) Hany fokosak annak a derékszog(i hdromszog-
nek a szogei, amelynek az egyik befogoéja 10 cm,
a masik 4,7 cm hosszu?

b) Egy téglalap hosszabbik oldalai 35 cm-esek, és
35°-0s szoget alkotnak az atléval. Mekkordk a
téglalap rovidebb oldalai?

2 - A sarga haromszog derékszogu, a zold egyenl§ ol-
dalt. Mennyi az @, a 5, a 7 és a 0 sz0g tangense?

RAADAS

A lejtds utak meredekségét ,,szazalékban” adjak meg. A 9%-

os meredekség azt jelenti, hogy a lejté vizszintessel alkotott

hegyesszogének tangense 0,09. Az 1. feladat tablazata sze-

rint az emelked§ tehat 5°-o0s szoget zar be a vizszintessel.

a) Hany szazalékos emelkedésti az a lejtd, amely a vizszin-
tessel 15°-o0s szoget alkot?

b) Egy 20°-0s emelkedésti egyenes tton bizonyos tavolsagot
biciklizve az indulasi helyiinknél 30 m-rel magasabban

67. lecke | HEGYESSZ0G TANGENSE

4 = Egy korabbi hézi feladatban szerepel egy olyan de-
rékszogl haromszog, amelynek az atfogojat a ma-
gassag 2 cm és 8 cm
hosszt  szakaszokra
osztja.

2 cm 8 cm

a) Mekkora az atfogohoz tartozé magassag?

b) Igaz-e, hogy a haromszog egyik szogének a tan-
gense 2?

¢) Mekkora a hegyesszogek tangense?

0
7 cm 7 cm
32cm 5,5cm
a B 4 4
7 cm
3 = Egyderékszogli haromszog egyik hegyesszogének

tangense 0,55. Ezen hegyesszog melletti befogd
hossza 1,6 cm.

a) Készits abrat!

b) Szamold ki a haromszog tobbi oldaldnak hosszat!

fekvé helyre jutottunk. Hany métert bicikliztiink ezen
az uton?

c) Egyenletesen emelkedd uton biciklivel 250 m-t lefe-
1é gurulva 23 méterrel lejjebb keriiltiink a kiindulasi
szinthez képest. Hany szazalékos lejtén gurultunk?
Hany fokos szoget zar be a vizszintessel a lejtds 1t?

d) Mit jelent a 100%-0s meredekség?
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68 SZAMOLAS SZOGEK TANGENSEVEL

BEVEZETO

A hegyesszogek tangensét a zsebszamoldgéprdl is leolvas-
hatod, a gomb segitségével.

Adjuk meg a kévetkezd szogek tangensét szamologép se-
gitségével: 64° 14° 24°; 0,28 radian!

Megoldds

A zsebszamologépek ké-
pesek fokban és radianban
megadott szogek tangensé-
nek nagy pontossagu meg-
addsara, ehhez azonban a gé-
peknek ,tudniuk kell”, hogy
fok vagy radidn egységben
irtuk-e be a szoget. Ennek
kozlésére sok gépen a
gomb szolgdl, amelynek
tobbszori  megnyomasaval
legtobbszor a kijelz6 legfelsé
soraban valtakozva a D, il-
letve DEG (degree = fok), R,
illetve RAD (radian) vagy G,
illetve GRAD (gon; gradian)
jelenik meg. Mas gépek esetében ez a MODE gomb meg-
nyomadsa utdn a megfeleld szambillentyt letitésével, megint
mas gépeken kiilon mentiiben allithato be.

A 64° tangensének kijelzéséhez tehat allitsuk be a D jel-
zést a kijelz6n, majd nyomjuk meg a gombot, utdna
pedig irjuk be a 64-et. Ezutén az (5) gombot megnyomva
2,050303842 jelenik meg a kijelz6n, vagyis

tg 64° ~2,0503.

tan 64

R
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Szamologéptdl fiiggben eléfordulhat, hogy el6bb kell a 64-
et beirni és csak utdna megnyomni a gombot (ez f6-
leg egysoros kijelz6jti szamologépeknél fordul el8), mas gé-
peknél zarojel hasznalatat is kérheti a gép.

A 14° 247
hez hasonlé médon térténhet. A legegyszertibb, ha a
14° 24 -et 14,4°-ra valtjuk at, és igy irjuk be: 14,4.
Eredményiil 0,25675636 ~ 0,2568 adédik. Van olyan sza-
moldgép, amelyen kozvetleniil beirhat6 a 14°24" is. Ta-

tangensének kiszamitdsa a 64° tangensé-

nulmanyozd a géped haszndlati Gtmutatdjat!

tan 14.4

H _.ah'!'ch'ﬁh

A 0,28 radian tangensének kijelzéséhez 4llitsuk be a gépet

ugy, hogy a kijelz6n az R legyen lathat6. Ezutan egyszert-
en gépeljiik be: {tan) 0,28. Eredményiil 0,287554325 jelenik
meg a kijelz8n, azaz

tg 0,28 =~ 0,2876.

tan 0,28

R 'ﬂn.-

Természetesen megtehetjiik, hogy a 0,28 radidn nagysagu
szoget atvaltjuk fokba: 0,28 rad = 16,04°, és igy a kijelz6 D
allasa mellett irjuk be: 16,04. A szamoldgép kijelzSjén
0,287501071 jelenik meg. Az eltérés az atvaltasnal, a kere-
kités miatt keletkezett.

tan 16.04

¥ ‘H"H !H"H
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Melyik az a sz6g, amelynek a tangense 0,2308?

Megoldds

Szamoldgéppel a kovetkezé gombok megnyomasaval kap-
hatjuk meg a vélaszt: 0,2308 (=). Ha a kijelz6
D allast jelez, akkor fokban kapjuk a vélaszt: 12,99629059;
ha a kijelz6 R alldsban van, akkor a valaszt radianban adja
meg a gép: 0,226828061. Tehat a kérdezett sz6g megkozeli-
téleg 13°, illetve 0,2268 radian.

tan~! 0.2308

!L_!Whﬂﬂﬂ’ﬂ

tan-! 0.2308

E-EEthHHIJ

A helyett a vele azonos hatast [SHIFT) billentyti ta-
lalhato egyes gépeken.

2. Az el6z6 6ra bevezetd feladatanak otlete alapjan,
sz0gmérés segitségével akarjak a tanuldk egy torony
magassagat megmérni. Gondosan kijelolnek egy
pontot 30 méterre a torony talpatol, majd tobbszor
is megmérik, mekkora emelkedési szogben lathaté a
kijelolt pontbdl a torony cstcsa. Elég pontos a méré-
eszkoziik, igy a méréseik eredménye 36° és 38° ko-
z06tt ,,520r6dik”

a) Mit mondhatnak a torony magassagarol?
b) Mi lenne a valasz, ha a mérési eredmények 36,5°
és 37,5° kozott szorodnanak?

Megoldds
Ha a torony magassaga h és a mért szog «, akkor
y5 = tga,vagyish=30- tg a.
30
h
a

30 m
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a) Haa =36°, akkor
h=30- tg 36° =~ 21,8 méter,
ha @ = 38°, akkor
h=30- tg 38° = 23,4 méter.
A torony magassaga 22 méter és 23 méter kozott lehet.
Nincs értelme ennél ,,pontosabb” valaszt adni.
b) Ha @ = 36,5°, akkor
h=30- tg 36,5° = 22,2 méter,
ha @ = 37,5°, akkor
h=30- tg37,5° ~ 23,0 méter.
A torony magassaga 22 méter és 23 méter kozott lehet.
Most sincs értelme ennél ,,pontosabb” vélaszt adni.

Megfigyelés
A hétkoznapok soran a szogmérésnél nem szamit ,,ritka ese-

ménynek” 1-2 foknyi eltérés a mérési eredmények kozott.
(Nézd meg a Lovardardl késziilt muszaki rajzot; ott is 181°
adodik egy haromszog szogeinek osszegére.) Nincs értelme
ilyen esetben a szamoldgép altal kijelzett sok tizedesjegy
kiirasanak. Lathatd, hogy még egy kisebb tavolsag esetében
is akar 1 méteres ,,bizonytalansag” lehet az eredményben.
A csillagdszok nagyon pontosan mérnek szoget, am a fény-
években mérhet6 hatalmas tavolsagok miatt 6k akar tobb
millié kilométert is ,tévedhetnek”; mérésiiket mégis ,elég

pontosnak” mondjak.
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Add meg négy tizedesjegyre kerekitve a kovetkezd
szogek tangensét, szamologép segitségével!
1,2° 12° 24,6° 59,9°; 78,3°; 88,4°% 89,9°%
0,12 rad; 0,16 rad; 0,24 rad; 0,48 rad; 0,6 rad;
1 rad; 1,3 rad; 1,57 rad.

Hany fokos az a hegyesszog, amelynek a tan-
gense: 94,5; 29,2; 8,4; 3,2; 1; 0,282

Hany radidn nagysagu az a hegyesszog, amely-
nek a tangense: 1000; 59,7; 4,4; 1,2; 1; 0,28?

Az egyik csillagdsz egy galaxis tavolsagat 15,047
fényévnek mérte, mig egy masik csillagasz ugyanen-
nekagalaxisnaka tavolsagat 15,046 fényévnek. A két
mérést a ,,sok tizedesjegy miatt” pontosnak érez-
ziik. Vajon hany km eltérés van kozottiik? (A fény 1
masodperc alatt 300 000 km-t tesz meg.)

Egy téglalap alaku kert atléja 40°-os szoget zar be
a kert 25 méter hosszu oldaldval. Mekkora lehet a

HAZI FELADAT
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1 5 Készits tablazatot a fiizetedben, és toltsd ki az abra

alapjan! Az oldalak hosszat cm-ben adtuk meg.

S a
b
a b c a B
1. hdromszog 5,8 25,4°
2. hdromszog 12,3 72,1°
3. haromszog 2 5
4. haromszog 12 13

kert teriilete, ha a sz6g mérése soran 39,5° és 40,5°
is el6fordult?

Megmértiik, hogy egy magas hegytetén all6 kilatd
teteje mekkora emelkedési szogben lathato. A mé-
rések 26° és 28° kozotti eredményeket adtak. Tér-
képen megmeértiik, hogy a hegycstcs és a mi hely-
zetlink tdvolsdga éppen 1 cm, ami a valdsagban 1
km-nek felel meg. (Ezen a térképen nem szerepel a
hegycstcs tengerszint feletti magassaga.)
Milyen magasan lehet a hegycstics a mérést végzd
személy szintje felett?
Viltoztat-e a valaszod ,,pontossagan”, ha nem
a hegytet6n all6 kilatd tetejére vonatkozod szog
szerepel adatként, hanem a hegy ,valddi csu-
csa’? Ervelj az llitasod mellett!
»Pontosabb” lesz-e ennek a mérésnek az ered-
meénye, ha megmondjuk, hogy a mérésiink so-
ran a talajtél koriilbeliil 1,7 m magassagban tar-
tottuk a szogméré eszkozt?

Téglalap alaku viragoskertet az atloival négy részre
osztottunk az dbra szerint.

127°

a) Mekkorak a téglalap ismeretlen oldalai?
b) Mekkora egy-egy rész teriilete?
c) Mekkordk a téglalap atl6i?

Milyen hosszt az arnyékod, amikor a napsugarak

a) 57°-0s; b) 45°-o0s; c¢) 37°%o0s; d) 20°-o0s
szoget zarnak be a vizszintes talajjal?
SZOGFUGGVENYEK



RAADAS

A fiiggvénytablazat hasznalata

A szamologépek megjelenése kiszoritotta azokat a tablazatokat, amelyeket tobb évszazados munkaval allitottak 6ssze mate-
matikusok, csillagaszok, ,megszallottak”. A hatalmas munka eredménye ma egy aprd szerkezetbe van zarva, a kért értékek
»gombnyomadsra” megjelenithetk. S6t, olyan pontossaggal irja ki a szimolégép az eredményeket, amelyrél a tablazatok ké-

szitdi almodni sem mertek.

Szogek tangense

lﬁ tg 0°—45° —>

tg
[ 0° [ 00000 | 0017 | 0035 | 0052 | o070 | 0087 | 0105 | o122 | oo | 0157 | 0175
10

0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 03|14 0332 0349
2° 0349 0367 0384 0402 0419 0437 0454 0472 0489 0507 0524
3° 0524 0542 0559 0577 0594 0612 0629 0647 06p4 0682 0699
4° 0699 0717 0734 0752 0769 0787 0805 0822 08HO 0857 0875

5 0875 0892 0910 0928 0945 0963 0981 0998 10[L6 1033 1051
6° 1051 1069 1086 1104 1122 1139 1157 1175 11?2 1210 1228
1370

42— e g 1asD 1388 | 1405

8° 1405 1423 1441 1459 1477 1495 1512 1530 1548 1566 1584
9° 1584 1602 1620 1638 1655 1673 1691 1709 1727 1745 1763

10° 1763 1781 1799 1817 1835 1853 1871 1890 1908 1926 1944

11° 1944 1962 1980 1998 2016 2035 2053 2071 2089 2107 2126
12° 2126 2144 2162 2180 2199 2217 2235 2254 2272 2290 2309
13° 2309 2327 2345 2364 2382 2401 2419 2438 2456 2475 2493
14° 2493 2512 2536 25492568 2586 2605 2623 2642 2661 2679
15° 2679 2698 2717 2736 2754 2773 2792 2811 2830 2849 2867

16° 2867 2886 2905 2924 2943 2962 2981 3000 3019 3038 3057

1 5 Hogyan hatarozhat6 meg a tablazat segitségével példaul tg 14° 24 "2
Igen egyszer(ien, ahogyan azt a rajz segitségével konnyen leolvashatjuk: 0,2568. Természetesen ez egy négy tizedes-
jegyre kerekitett érték, ahogyan azt a fiiggvénytablazat neve (Négyjegyti fliggvénytablazatok) is sugallja.

2 5 Melyik hegyesszog tangense a 0,1370? Ezt is konnyen leolvashatjuk: 7° 48" = 7,8°.

3 = Haolyan szdget keresiink, amely nem olvashatd le a tablazatbol, akkor kdzelitéssel tudjuk csak megadni az eredményt.
Példdul: Mennyi tg 11,55°?

Megoldas

11,55° = 11° 33", A tablazatbél létjuk, hogy tg 11° 30" = 0,2035 és tg 11° 36" = 0,2053.

Amig a szog 6'-et nd, addig a tangense 0,2053 — 0,2035 = 0,0018-del novekszik. Egy szogpercnovekedésre ezért (ha
egyenletesnek képzeljiik a novekedést) 0,0018 : 6 = 0,0003 névekedés ,,jut” Igy 3" novekedésre 0,0003 - 3 = 0,0009 novekedés
jut. Ezért tg 11° 33" = tg 11,55° = 0,2035 + 0,0009 = 0,2044. A szamoldégépiink altal kijelzett tg 11,55°-ot négy tizedesjegyre
kerekitve az el6bb kiszamitott értéket kapjuk.

A leirt kozelit eljarast linedris interpoldciénak nevezik. Ennek jelentését csak a tangensfiiggvény megismerése utan érde-
mes kutatni.
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69 REGI FELADATOK MASKEPP

FELADAT

Most, hogy ismerjiik a hegyesszogek tangensét, érde-

80

mes elévenniink néhany korabbi leckébél azokat a fel-

adatokat, amelyeket ott csak méréssel tudtunk megol-

dani, és azokat is, amelyeket most, mas oldalrél koze-

litve, tartalmasabbad tehetiink.

15

160 cm

Az 57. lecke 2. feladataban arra voltunk kivancsiak,
milyen magas a Gyongyszallo.

8 méter tavolsagbol és 1,6 méter szemmagassagbol
70°-0s emelkedési szogben latta a vizszin-
teshez képest a szalloda tetejét. Kicsinyi-

tett abrat szerkesztve megallapitotta,

hogy ez az épiilet kozelitSleg 23-24

méteres.

a) Melyik két hosszusag hanya-
dosa a 70°-o0s szog tangen-
se?

b) Hany deciméteres a
szallodanak a szem-

1,6 m

magassag folotti ré-
sze? 8m

c) Add meg a Gyongyszallé6 magassagat dm pon-
tossaggal!

Oldd meg a 65°-o0s szog tangensének felhasznala-
sdval az 57. lecke 2. ¢) hazi feladatét:

Milyen magas a Kristalyszall6, ha 12 méter tavolsag-
bdl és 1,6 méter szemmagassagbol 65°-o0s emelke-
dési szogben latjuk a vizszinteshez képest a szdlloda
tetejét?

Foglalkozz a Lovarda tervrajzardl sz6l6 Rdadas lec-
ke (40. oldal) 3. feladataval!

A Lovarda feszitett viztitkrii gyogyvizes uszome-
dencéje 20 m hosszu, 13 m széles, a mélysége az
egyik végénél 120 cm, a masiknal 160 cm, kdzben

P egyenletesen

mélyiil.
120 cm

Y

e

a) A medence két oldallapja trapéz. Mekkorak en-
nek a szogei?

b) Milyen meredekségii, milyen szogt lejt6 képezi
a medence aljat?

Egy korabbi hazi feladatban azt vizsgaltuk,

a) mekkora a BD hur,

b) mekkora az ABCD deltoid keriilete és teriilete,
ha a kor AC atmérdjét a ra meréleges BD egyenes
egy 9 cm-es és egy 3 cm-es szakaszra osztja.

B
Most szamitsd ki ennek a deltoidnak a szogeit!
Lattuk, hogy az acsok igy

faragjak egy henger alaku
fatorzsb6l a legszilardabb

gerendat:

a keresztmetszet egyik at-
méréjét harom egyenld

részre osztjak, majd a két

osztopontban, az dbra szerint, merélegest allitanak
az atmérdre. Ezeknek a merélegeseknek a korrel
val6é metszéspontjai és az eredeti atméré végpont-
jai egy téglalapot hatdroznak meg. Ez lesz a legszi-
lardabb gerenda keresztmetszete. Kiszamitottuk,
hogy ha a henger keresztmetszete 24 cm atmérdju
kor, akkor a téglalap oldalai kozelit6leg 19,6 cm, il-
letve 13,9 cm hosszusaguak.

a) Mekkora szogeket alkot a téglalap atloja az ol-

dalaival?
b) Melyik hosszisdgméretek sziikségesek ahhoz,

hogy ezeket a szogeket kiszamitsuk?

SZOGFUGGVENYEK



HAZI FELADAT

1 5 Add meg négy tizedesjegyre kerekitve a kovetkez6 szogek tangensét!
22,8% 008rad; 79,2% 1,17 rad

2 s Egy derékszogli haromszog egyik hegyesszoge 32°, és az atfogéhoz tartozé magassag hossza 24 mm.
a) Készits abrat!
b) Szamold ki a befogdk atfogoéra esé vetiileteinek hosszat!
c) Mekkorak a hdromszog oldalai?

3 5 Tetdtér-beépitési terv vazlata lathaté a mellékelt rajzon. A tetd alatt beépitendd tér otszog keresztmetszett, a leg-
alacsonyabb falmagassag 1,6 m, a helyiség szélessége pedig 4,2 méter. A tet6 sikja a vizszintes sikkal mindkét
oldalon 40°-os szoget zar be.

10 m
10 m %
40°\ /4

h
/ 1,6 m
ia B

4,2 m
a) Milyen széles a tetd alapja? c) Mekkora az 6tszog alakd keresztmetszet teriilete?
b) Milyen magas a tet6 (h)? d) Hany légkobméteres lesz a beépitett rész, ha a haz hossza 10 m?

RAADAS

1 > A Lovarda tervrajzan kozépen olyan egyenld szart haromszoget latunk, amelynek ismerjiik az oldalhossztsagait és
a szarszgét. Osszhangban vannak-e ezek az adatok?

7664

1:100 Gyulai Vérfiirdé tartévaz
Fajzi Epitészeti Studio, Békéscsaba

2 > Szamitsd ki Pitagorasz tételével is és a 24°-os szog tangensének felhasznalasaval is, mekkora a fenti tervrajzon az
x szakasz!
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70 TANGENS A TENGEREN

BEVEZETO

Ne asszatok 150 m-nél messzebb a parttol! - ezzel a kéréssel engedtek el harom fiut,
Bencét, Doncit és Jocot a tengerhez.

De honnan lehet tudni, hogy milyen tavol vagyunk a parttol?

Egy sz6gmérd segithet a feladat megoldasaban.

bivércentrum 120m  torony - A hgrom fitl a tengerparton megmeérte a bivarcentrum bejarata és a vizimentdk tornya kozotti
' tavolsagot. Ez kozelitéleg 120 méter. Ezutdn kiszamitottak, mekkora az & sz6g, ha a buvarcentrum-

nal usznak be 150 m-nyit, merélegesen a tengerpartra.

150 m =150 _ 195 4510
tga 120 1,25; a =>51°.

Tehat amikor a toronynal ldogélé Jocd szogmérbje ezt a szoget mutatja, akkor éri el Bence
a 150 méteres tavolsagot. Amikor még kozelebb van a parthoz, akkor Jocé 51°-nal kisebb szoget mér. Meg-
egyeztek, hogy Joco egy piros toriilkoz6t tliz ki, amikor Bence tilmegy az el6irt hatdron.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Milyen messze van Bence a parttdl,

ha az 4dbra szimmetriatengelyén

uszik, és 45°-os szogben litja a

120 m-es szakaszt?

Ha egy derékszogt haromszog egyik hegyesszoge @, akkor a mellette 1év6 befogd és a vele
szemben 1év6 befogd hosszlisaganak a hanyadosat az @ kotangensének nevezziik. Az abra-

nak megfeleld jeloléssel: ctg @ = %.

Példdul

a példaban ctg 22,5° = 6x—0; x=60- ctg 22,5°.

A rajzrdl leolvashatjuk:
ctga=tgp,
ctga=tg(90° —a) és

vagyis
__1
ctga = tga

FELADAT

1 5 Szamologéped segitségével szamitsd ki a 10°-o0s, a
20°-0s,a 30°-0s, a 40°-0s, az 50°-0s, a 60°-0s, a 70°-0s

és a 80°-o0s sz0g kotangensét!

Donci a buvarcentrum bejarata és a vizimentSk

N
Y

tornya kozotti 120 méteres szakasznak
a) a felez6pontjabol,
b) atoronyhoz kozelebbi harmadolépontjabol,

70. lecke | TANGENS A TENGEREN

Megoldds

Olyan derékszogli haromszoget latunk, amelynek az
egyik hegyesszoge 45° : 2 = 22,5° és a szoggel szem-
kozti befogdja 60 m-es.

Felirhatjuk:

tg 22,5° = ‘1—0; 0,414 = (;—0; X=60:0,414 = 145,

Tehat Bence 145 méter messze van a parttol.
Most ismertiik a 22,5°-0s szoggel szemkozti befogdt, és a
sz0g melletti befogd hosszat kerestiik.

a

-/
]

c) abuvarcentrumhoz kézelebbi harmadolépont-
jabél

uszott be a tengerbe, a partra merélegesen, de el6-

szOr kiszamitotta, hany fokos szoget mér az 51°-os

helyett Jocd, amikor & eléri a 150 métert.

Dénci szamitdsainak eredménye:

a) 68°% b) 75°% c) 62°.

Készits rajzokat, ellenérizd Donci eredményeit!
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3 = Egy hajo dll a tengeren. Joco komoly mérésre ké-
szill: ki akarja szamitani, hany méterre van a hajo
a parttol (x).

120 m y

Bardtaiisrésztvesznekamunkaban. A partonkimért
120 m-es tavolsag két végén mindharman megmé-
rik az @ és a [ szoget Joco digitélis szogmérdjével.
Az a sz6get 72,73, 77 fokosnak mérik, ezek helyett az
atlagukat hasznaljak a feladat megoldasara: @ = 74°.

HAZI FELADAT

84

1 s Egy egyenl6 szart harom-
sz0g szarszoge 3 db 15°-
os szogre van bontva. A
szogszarak x, y és z részre
osztjak a 120 m-es alapot.
Mekkora az x, az y és a z
hosszlsagu szakasz?

2 s Egy egyenl6 szaru harom-
sz0g 45°-o0s szarszoge «,
B és vy szbgre van bontva.
A szogszarak 40 m-es ré-
szekre osztjak a 120 m-es
alapot. Mekkora @, 8 és 7?

40m 40m 40m

Y

A f szoget 53,51, 52 fokosnak mérik, ezek helyett az
atlagukat hasznéljak a feladat megoldasara: 5 = 52°.

a) Ird fel tg a-t és tg B-t x-szel és y-nal kifejezve!
Egy els6foku kétismeretlenes egyenletrendszert
kapsz.

b) Kiiszobold ki az x-et! Szamitsd ki az y-t a kapott
egyenletbdl!

c) Mekkora az x?

d) Hany méterre van a hajo a parttol?

Lapozz vissza az 58. leckéhez! Ott rajzolassal, ha-
sonlosagi szamitasokkal egy ehhez nagyon hasonlé
feladatot oldottunk meg.

Milyen messze van a part-
tdl a tengerben az, aki az A
abra szimmetriatengelyén
uszik, és 30°-0s, 60°-os,

90°-0s, 110°-o0s szdogben
latja a parton 1évé 120

m-es szakaszt? E

120 m
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RAADAS

Jocé ki akarta szamitani, hany métert tsszon be a 120 mé-
ter hosszu szakasz harmadolépontjanal a partra merélege-
sen a tengerbe, hogy onnan 45°-os szogben lassa a szakaszt.

Megoldds

A Kkertileti szogeknél emlitettitk a latokoriveket. Azok a
pontok, amelyekbél az AB szakasz 45°-0s szogben latszik,
az abra szerinti két latokoriv pontjai. A korok sugarat az
ABC derékszogli haromszogbdl kiszamitja:

2r=120v2, r= 60v2 =~ 85 (méter).

C
45°
120
A B
120
Mi tehat Joc6 feladata?

FELADAT

Egy r = 60+/2 m sugarti kér 120 m-es hdrjénak az egyik
harmadolépontjaban (P) merélegest allit a hurra, ez metszi
a kort (R). Ennek a metszéspontnak a hartdl vald tavol-
sagat (PR) kell kiszamitania, vagyis egy haromszog (ABR)

magassagat.

A 40 p F B

Ennek a magassdgnak az egyik része (PQ), amit x-szel je-
16lt, akkora, mint a kor kozéppontjanak (K) a tavolsaga a
hartél (KF). Latja, hogy ez éppen 60 m (mert a KFB ha-
romszog egyenld szarud).

A masik rész (QR), aminek a hosszat y-nal jelolte, egy
olyan derékszogli hdromszog befogdja, amelynek a ma-
sik befogoja 20 m, az atfogdja pedig a kor sugara (RK = r).
¥+ 20° =1y =1’ — 20° = 60> 2 — 400 = 6800.
Tehat y =~ 82, a két rész Osszege pedig

x+y = 60+ 82=142.

Tehat 142 méterre kell betszni a harmadolépontnal, hogy
45°-0s szogben lassa a 120 m-es szakaszt.

1 3 Melyik két hegyesszogre teljesiil, hogy 6sszegiik 45°, és az egyik szog tangense éppen kétszerese a masik szog tangen-

sének?
R
B
o
s
A 40 p 80 B

2 > Egy egyenldszaru hdromszog szarszoge 70°, alapja 7 cm. A 70°-0s szoget harom olyan részre bontjuk, hogy az elsé

résznek kétszerese a masodik (kozépso) rész, és ennek kétszerese a harmadik rész. Mekkora részekre bontjak a szogek

szarai az alapot?
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HEGYESSZOG SZINUSZA,
71 KOSZINUSZA

BEVEZETO

Legkevesebb mekkora teriileti hulladék keletkezik, ha
egy 17 cm sugart korbdl szabélyos 6tszoget vagunk ki?

Ez azt jelenti, hogy

a 36%o0s szoggel

szemkozti befogd és

az atfogd hosszanak

Megoldds

A megoldas terve egysze-
rli: a kor teriiletébdl ki kell
vonni a korbe irt szabalyos

ardnya  kozelitSleg
15 :25 = 0,6, a sz0g 5
melletti befogé és az

—

4tfog6 ardnya pedig 3 )
20:25=0,8.
Ez minden olyan derékszogli haromszogben igaz, amelynek

Otszog teriiletét.

A kor tertilete:

17° = 908 (cm’).

Az 06tszog teriilete a soté-

[

van 36°-os hegyesszoge, hiszen ezek a derékszogii harom-

titett héromszdg teriileté- sz0gek mindannyian hasonlék egyméshoz. (Tudjuk, hogy

nek éppen a tizszerese. A derékszogli hdromszog teriilete a nagyftott haromsz5gben az oldalak ardnya ugyanannyi,

mint az eredeti oldalaké.)

5dh’ az Otszog teriilete ezért 5dh (d-t és h-t cm-ben mér- A 17 cm 4tfogdjd derékszogli haromszogben tehét

jiik). Csakhogy mennyi a d, és mennyi a h? h:17=0,6, és d:17=0,8.

Rajzoljunk milliméterpapiron a stétitett derékszogli ha- Ebblh = 17- 0,6 = 10,2 és d~17- 0,8 = 13,6.
romszoghoz hasonlét, amelynek az atfogédja (példdul) A szabdlyos 6tszog terilete igy kozelitdleg:

25 mm, az egyik hegyesszdge pedig 36°-os! 5dh = 694 (cm®).

Rajzunkon a 36°-os szoggel szemben megkozelitéleg 15 mm, A hulladék teriilete kozelitSleg:

a sz0g mellett pedig 20 mm hosszd befogd van. 908 — 694 = 214 (cm”).

FELADAT

1 5 Tovabbi olyan derékszogt haromszogeket rajzoltunk |
milliméterpapirra, amelyeknek szintén 25 mm az at- ~
fogdjuk. Olvasd le a két befogd hosszat, és mindkét be-
fogo esetén szamitsd ki a befogo és az atfogd aranyat!
Toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!
(Szamits rd, hogy a leolvasasod pontatlan!)
B
25 H
) 2
% A
= B
I I 777if74774f;7 4117,,,:f7
A A // /”/— \
= L L7 | |
1 _— ] LT ]
AT 11— T
N Zoranae =
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Szoggel szemkozti Sz6g melletti Atfogo Szoggel szemkozti befogd Szog melletti befogd

Hegyesszog befogd (mm) befogd (mm) (mm) és atfogo aranya és atfogd ardnya
5° 2 25 25 0,08 1
10° 4,5 24,5 25 0,18 0,98

15° 25
20° 23,5 25
25° 25
30° 12,5 21,6 25
35° 25
40° 16 25
45° 17,5 17,5 25 0,7 0,7
50° 16 25

Az el6z6 feladatban készitett tablazat felhasznalasaval valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!
Egy derékszogl haromszog egyik szoge 40°-0s, az atfogdja 14 cm hosszi. Mekkordk a befogéi?

14 cm

Y 17,3 cm

Egy téglalap atldja 20 cm, egyik oldala 17,3 cm hossztusagu. Hany fokos szoget alkot az atl6 az oldalakkal?

1. Definici6: Ha egy derékszogl haromszog egyik hegyesszoge a, akkor

- avele szemben 1év6 befogo és az atfogd hosszisdganak a hanyadosat az @ szinuszanak c
a
nevezzik,

1o

- a mellette 1év6 befogo és az atfogd hosszusaganak a hanyadosat az @ koszinuszanak : @

nevezziik. b
Az dbranak megfelel6 jeloléssel: sina = %, cosa = %

Példaul
a bevezet6 feladatban azt kaptuk, hogy sin 36° =~ 0,6 és cos 36° = 0,8.

2. A szinuszt, a koszinuszt, a tangenst és a kotangenst kozos néven szogfiiggvényeknek

nevezziik. a
Az bra szerinti derékszogt haromszogekben: b

sina=% b tga=% b b

c cos = ? b Ctg a= ;
!
i = e =L —k =L k
smgo—m cos(o—m tgo= ] ctgqo_k
¢
m
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FELADAT

3 = 500 m hosszt egyenes ut vezet fel a turistahaztol b) Mekkora tavolsagot mérhetiink a kiinduldsi he-
a hegycsucsra. Az ut a vizszintessel kozelitéleg lytinket jelz6 pont és a hegycstcsot jelzd pont ko-
15°-0s szoget zar be. z0Ott az 1 : 8000 aranyu turistatérképen?

a) Mekkora szintkiilonbség van a kiindulasi és ér-
kezési hely kozott?

A szogfiggvények tulajdonsagai:

1. Az abra szerinti jelolésekkel:

sinb’:ﬁzcosa’ és ¢
¢ a

cos =% =sina. >
c >

Mdsképp: b

- minden hegyesszog szinusza egyenl a potszogének a koszinuszaval;
- minden hegyesszog koszinusza egyenl6 a potszogének a szinuszaval.
Jelekkel:

ha @ hegyesszog, akkor sin @ = cos (90° — @) és cos @ = sin (90° — a).
Példaul: sin 40° = cos 50°, cos 35° = sin 55°.

Emlékezziink!
Hasonl6 kapcsolatot lattunk egy hegyesszog tangense és a potszogének a kotangense kozott
az el6z6 leckében.

2. Az dbra szerinti jel6lésekkel:
a
sina _ ¢ _a _
cosa b b tga
¢
Az @ hegyesszogre tehat teljestl:

tga = 2 lletve ctg @ = 5L
cos @ sin @

3. Helyezziik most el az o hegyesszoget olyan derékszogt haromszogben, amelynek az

atfogdja 1 egység. Ekkor a=sina b=cosa
-sina = %, ezért sin @ = a, azaz az a-val szemkozti befogd hossza éppen sin

a
- cosa = %, ezért cos @ = b, azaz az @ melletti befogé hossza pedig éppen cos a. 1

Ha erre a derékszogii haromszogre felirjuk a Pitagorasz-tételt, azt kapjuk, hogy

(sin @)* + (cos @)’ = 1.

Vagy masféle, gyakrabban haszndlt jeloléssel:

sin® @+ cos’ @ = 1.

Ennek az sszefiiggésnek a segitségével egy hegyesszog szinuszanak ismeretében konnyen kiszamithatjuk a szog ko-
szinuszat, vagy a koszinusz ismeretében a szdg szinuszat.

Példdul

ha sin @ = 0,74, akkor cos @ = v/1 — 0,74> = v/0,4524 ~ 0,67.
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FELADAT

4 = Az 1. feladat tablazata és a potszogek szinuszardl, ko- 5 5. Mennyi sin” 37° + sin 37° — cos 53° + sin® 53°?

szinuszardl mondottak alapjan egészitsd ki a fiizeted- Szémol6gép nélkiil is sikeriil?

ben!
sin35°=...; cos50°=...; ... 60°=0,86;
sin75°=...; cos80°=...; ...60°=0,5.

HAZI FELADAT

1 5 Egy derékszogli haromszog révidebb befogoéja 3 = Egy 20 cm sugaru korbdl szabalyos kilencszoget

1,8 cm, atfogdja 4,7 cm. Hatdrozd meg a harom-
sz0g hegyesszogeinek szinuszat, koszinuszat, tan-
gensét és kotangensét!

2 - Egy derékszogli hdromszog 4tfogdjanak hossza

a) Legfeljebb mekkora tavolsagra (d) lehet a darutél
a felemelend® targy?

b) Mekkora tdvolsagra van a darutdl az a legkozeleb-
bi targy, amelyet a daru fel tud emelni?

c) Legfeljebb mekkora magassagba (h) lehet ezzel
a daruval felemelni a targyakat?

d) Mekkora magassdgba emelheti a targyat a daru,
ha a gém a legrévidebb allasban van?

71. lecke | HEGYESSZOG SZINUSZA, KOSZINUSZA

vagunk ki. Legkevesebb hany cm’ teriiletd hulla-
dék keletkezik?

Alkalmazd az 6ra bevezet6 feladatanak gondolat-
menetét, és haszndld az 1. feladatanak tablazatat!

25 cm, az egyik hegyesszoge 35°-o0s. Mekkorak 4 5 Magyarazd meg, miért nincs olyan hegyesszog,
a hdromszog befogoi, és mekkora az atfogohoz tar- amelynek a szinusza vagy a koszinusza nagyobb
tozé magassaga? 1-nél!
RAADAS
1 > Egy emelddaru teleszkopos karjanak (gémnek) a 2 » Egy hegyesszog szinusza 0,55. A sz6g meghatarozasa
hossza (k) 4 m és 12 m kozott valtozhat, a karnak nélkiil szamold ki a sz6g koszinuszat és tangensét!
a vizszintessel bezart szoge (@) pedig 10° és 60° ko-
z6tt allithato be. 3 > Egy hegyesszog tangense 4. A szog meghatarozasa
nélkiil szamold ki a sz6g szinuszat és koszinuszat!
d
4d
4 > Egy szabalyos tizenkétszog oldalai 3,8 cm hossztak.

a) Mekkora a koré irhat6 kor sugara?
b) Mekkora a beirhatd koér sugara?
c) Mekkora a tizenkétszog teriilete?
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72 GYAKORLAS

FELADAT

A feladatok megoldaséhoz haszndlj szimologépet! A szdgek szinuszat és koszinuszét a (sin), illetve a [Cos) gomb segitsé-
gével frathatod ki a szdmologép kijelzéjére. Ugyelj a szdgek tangensének meghatérozdsdnal mondottakra is (D vagy R
allasban van-e a géped)!

1 5 A tengerparton mindenki megcsoddlja a bétor e il |
sikléernydsoket, akik 50-100 méter magasban
siklanak a tenger felett. Motorcsénakrdl szallnak
fel, kivansaguk szerint 20, 100 vagy akar 150 mé-
teres feszit6kotél végérdl gyonyorkodhetnek a taj-
ban. Egy fiatal par kétiiléses sikloerny6t valasztott. %
Azt kérték, hogy el6szor 60 m-es legyen a tartoko-
tél, azutan, ha intenek, engedjenek ra még 40 mé-
tert. (Ennek a motorcsonakos-sikloernyds szora-
kozasnak az angol neve parasailing.)

a) Milyen magasban repiiltek, és vizszintes iranyban mérve mekkora tavolsagra keriiltek a motorcsonaktdl?
Toltsd ki a tdblazatot a fiizetedben!

A kotél hossza 60 méter A kotél hossza 100 méter
a 35° 48° 69° 35° 48° 69°
magassag (h)
tavolsag (d)

b) Milyen hosszu a tartokotél? Toltsd ki a tabldzatot a fiizetedben!

A magassag 20 méter A magassag 50 méter
a 35° 48° 69° 35° 48° 69°
kotélhossz (k)
tavolsag (d)

¢) Mikor széllt magasabban a fiatal par, amikor 80 méteres volt a kotél, és 35°-o0s a szog, vagy amikor 50 méteres volt a
kotél, és 58°-0s a sz0g ?
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2 = Egy Spanyolorszagrol szol6 utikonyvben olvastuk:
»A Montserrat hegységben van a vilag legmeredekebb
fugg6vasutja. Emelkedése 82°-os, hossza 680 méter, és
utja sordn 535 méter szintkiilonbséget gy6z le”

a) Készits rajzot!
b) Mutasd meg, hogy ezek az adatok nincsenek
Osszhangban egymassal! Mi lehet a magyarazat?

HAZI FELADAT

1 5 Egy épitkezéshez platos kisteherautéval tobb talics-
kat visznek. A 0,5 m magas platéhoz egy koriilbeliil
2 m hosszt pallét tamasztottak, hogy azon toljak
fel a talicskakat. Korulbeliil mekkora szoget zar be
a pall¢ a vizszintessel?

2 »Az 1987. 6ta az UNESCO vildgorokségi védettsé-
ge alatt dll6 Budavdri Siklot grof Széchenyi Istvin
fidnak, Széchenyi Odonnek a kezdeményezésére
épitették. ... Alsé, Duna fel6li dllomdsa a Széchenyi
Lanchid budai hidféjénél, az Alagiit Duna-parti tor-
kolata kozelében van, a felsé pedig a budavdri pa-
lota és a Sandor-palota kozott. A pdlya hossziisdga
95 méter. Az alsé és fels6 dllomds kozti szintkiilonb-

ség mintegy 50 méter” (Wikipédia, részlet)

Mekkora szoget zar be a vizszintes sikkal a sikld
palyaja?

72. lecke | GYAKORLAS

Folytasd a lecke 2. feladatt!
a) Mekkora lenne a fiigg6vasut emelkedési szoge,

ha egyenletes emelkedéssel érné el 680 méteres
uton az 535 méteres emelkedést?

b) Mekkora utat tenne meg a fiiggévasut, ha
82°-0s egyenletes emelkedéssel 535 méter
szintkilonbséget gy6zne le?

c) Mekkora szintkiilonbséget gy6zne le a fiiggd-
vasut, ha 82°-os egyenletes emelkedéssel halad-
na 680 méteres uton?

Hany méteres kotél esetén érik el a lecke 1. felada-
taban szerepld sikloerny8sok a h méteres magassa-
got @ szog mellett, ha

h

) a

a) h=20ésa=25%
b) h=40ésa =25%
c) h=40¢ésa =35%
d) h=45ésa =0,7 rad?
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HOSSZUSAGOK ES SZOGEK

73 KISZAMITASA

BEVEZETO

A hegyesszogek szogfiiggvényeinek megismerésével alaposan megnétt azoknak a matematikai és hétkoznapi feladatoknak a

szama, amelyeket mar meg tudunk oldani. Hossztsagok és szogek ismeretében tijabb hosszusagokat és szogeket tudunk ki-

szamitani. Ehhez ,,csupan” meg kell talalni, vagy meg kell alkotni azt a deréksz6gii hdromszoget, amelyben valamelyik he-

gyesszoget vagy annak valamelyik szogfiiggvényét ismerjiik, és még tavolsagokat is tudunk.

KIDOLGOZOTT FELADAT
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1. Egyegyenld szart haromszog alapja 12 cm hosszd, a
hdromszog szardhoz tartozé magassag 10,8 cm.
a) Mekkordk a hdromszog szogei?
b) Mekkorak a haromszog szarai?

Megoldds

a) Az ABD derékszogli haromszogben az a hegyes-

b)

szoggel szemben fekvé AD befogd és az AB atfo-
g6 hosszat is ismerjitk. Ebb6l arra kovetkeztetiink,

10,8

hogy sina = B

= 0,9. Szamologéppel kapjuk:

a = 64,2°.

Az egyenl6 szart haromszog alapon fekvé két szoge
egyenld, ezért a szarszoge:

ACB< =180°— 2 64,2° = 51,6°.

C C
X
D
<\
A 12 B A 6 F 6 B

A szarak hosszanak kiszamitasdhoz masik derékszogu
hdromszoget valasztunk: megrajzoljuk az alaphoz tar-
toz6 magassagot (ez felezi az alapot). A BFC derékszo-
gl haromszogben ismerjiik a B-nél fekvé szoget (64,2°)
és a sz0g melletti BF befogo hosszat (6 cm). Ezek isme-
retében kell a BC atfogd hosszat (x cm) kiszamitanunk.

Cos 64,2° = Q‘
X

6
cos 64,2°

Szamoldgéppel kapjuk, hogy x =~ 13,8.

Ebbél x - cos 64,2° = 6, vagyis x =

A haromszog szarai kozelitleg 13,8 cm hosszuak.

Megjegyzés

- A b) feladat megolddsaban hasznalhattuk volna a BFC
derékszogli hdromszog C csucsanal fekvd szoget is
(25,8°).

- Hasznalhattuk volna az ABD és CFB haromszdgek ha-

sonldsagat is a megolddas soran.

2. AzAtelepiilésrél eddig csak a B és a Ctelepiilésen ke-
resztiil lehetett eljutni a D telepiilésre az dbra szerint.
A BC at parhuzamos a tervezett tj AD uttal.

B 25 km C

30 km 20 km

37° 0
A D

a) Hany km-rel rovidebb az 0j Gt, mint az eredeti
A -B-C- D utvonal?

b) A-bdl és D-bél egyszerre kezdik el megépiteni az
4j utat. Mekkora legyen a CDA < ?

Megoldds

A két kérdésre a valaszt egyiittesen is megadhatjuk.
Rajzoljuk meg a trapéz két magassagit az dbra szerint! Igy
két derékszogli haromszogre és egy téglalapra bontottuk a
trapézt.

SZOGFUGGVENYEK



Az APB derékszogii haromszogbdl: sin 37° = ;n_O’ vagyis

m =30 - sin 37° =~ 18,05 = 18,1 (km), és igy az AP sza-
kasz hossza (Pitagorasz-tétellel, vagy a ctg 37° = ’j‘n—P
Osszefliggésbdl, vagy a cos 37° = ‘g—g Osszefliggésbol

szamolva) kozelit6leg 24 km.

B 25 km C

30 km 20 km

m m
37° \ s 25 km /0
A P Q D

FELADAT

1 5 Az egyenlé szard haromszoég alapjanak hossza
a cm, széra b cm, az alapon fekvé szoge @, a szér-
szoge 3. A hdromszog alapjahoz tartozé magassiga
m, cm, a szarahoz tartoz6 magassaga pedig m, cm.
Készits abrat az adatok feltiintetésével! Toltsd ki
a tablazatot a fiizetedben!

1. haromszog 18,2 21,1

2. haromszog 29,8 17,3
3. hdromszog 57,2° 5,8
4. haromszog 78,6° 42,9

HAZI FELADAT

1 5 Egy egyenlé szaru haromszog szarai
a) kétszer olyan;  b) ugyanolyan
hossztiak, mint a hdromszog alapja. Mekkorak a

héromszog szogei?

2 = Egy hurtrapéz 8,4 cm hosszisagu alapjan fekvo
szogei 113°-o0sak, a trapéz magassaga 10,2 cm.
a) Szamitsd ki a szarak és a masik alap hosszat!
b) Szamitsd ki a trapéz tertiletét!

73. lecke | HOSSZUSAGOK ES SZOGEK KISZAMITASA

A CQD derékszogii haromszogbél sin 6 = 7L ahonnan
0 = 64,5°% QD =20- cos 0 =~ 8,6 (km).

Az AD szakasz hossza: 24 + 25 + 8,6 = 57,6 (km), azaz
kozelitéleg 58 km.

a) Az A-bdl B-n és C-n keresztiil D-be vezetd ut hossza
30 + 25 + 20 = 75 (km), tehat az Uj Gt megépitésével
koriilbelill 17 km-rel révidebb 1t vezet A-bél D-be.

b) Az Uj Gt megépitését D-bél ugy kell megkezdeni,
hogy a CDA < 64,5°-0s legyen.

Egy derékszogli trapéz ala-

Y

ku telek méreteit mutatja az
dbra.

a) Hany méter keritéssel le-
het korbekeriteni?
b) Mekkora a telek tertlete?

73,8° 39,1°

Egy 18 cm sugart koron felvettiik az A és a B pon-

e

tot igy, hogy a tavolsdguk 30 cm legyen.

a) Mekkora az AKB <[, ha K a kor kézéppontja?

b) Mekkora ivekre bontja a kort a két megadott
pontja?

c) Mekkora az AKB korcikkek teriilete?

a) Mekkora annak a kornek a sugara, amelyben

e

a 132,6°-0s kozépponti sz6ghéz 12 cm hossza
har tartozik?

b) Milyen messze van ez a har a kér kdzéppontja-
tol:

c) Mekkora annak az egyenl8szarti haromszog-
nek a tertilete, melynek alapja ez a hdr, harma-
dik csticsa pedig a kor kozéppontja?
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74 NEVEZETES SZOGEK SZOGFUGGVENYEI

KIDOLGOZOTT FELADAT

Az dbréan lathatd 6tszognek két 30°-os, két 195°-0s és egy
90°-0s szbge van.

A hérom ro6videbb oldal 2 dm-es. Mekkora a két hosszu
oldala? Tibor otthon felejtette a szamologépét, mégis meg-
oldotta a feladatot. Hogyan?

Megoldds
Az dbra szerint részekre bontotta az 6tszoget. Tibor jol ismeri az

igy kapott ,,kiilonleges” haromszogeket. Tudja, hogy

- a2 atfogoju egyenld szaru derékszogl haromszog befo-
g6inak hossza 2:v/2 = v/2, ezért a PS szakasz hossza is
és az RT szakasz hossza is v/2 dm;

FELADAT

1 = Toltsd ki a derékszogii haromszogre vonatkozo tablazatot a fiizetedben!
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Az egyik hegyesszog A sz0ggel szemkozti befogd
30°
45°
60°
24 mm
5cm
30°
48 mm
60° 3,24 dm
7 cm

D
2

30°

C /60 Iap
5 A45°
B /45° a ’ -
2_<60°
30°) /7] a
A P S E

- ha egy derékszogli haromszog egyik szoge 30°-os, ak-
kor a révidebb befogé az atfogé felével egyenld, a hosz-
szabbik befogd pedig +'3 -szor akkora, mint a rovidebb,
ezért SE és TE hossza 1 dm, AP és DR hossza pedig

V3 dm.

Az 6tsz6g két hosszu oldala tehat:

AE=AP+PS+SE=+3 + /2 +1 = 4,15 (dm) és
DE=DR+RT+TE=+3 + V2 +1 = 4,15 (dm).

A sz0g melletti befogod Az 4tfogd
8 cm

2,3 dm

32 mm

4,8 cm

5cm
7,2 cm
16v'3 mm

7v/2 em
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Nevezetes szogek szogfiiggvényei

30° sin30° = 1 c0s 30° = ﬁ tg 30° = V3 ctg 30° = V3
2 3

o_ 1 o _
60° sin 60° = é cos60°=1  tg60°=V3 g0 @
45° sin45° = /2 cos 45° = J2 4=l clg45"=1
2 2

FELADAT

2 = Hasznald a nevezetes szogek szogfiiggvényeinek 5 5 Mekkordk a jelolt szakaszok? Szamolégép nélkiil
pontos értékét! Szamoldgép hasznalata nélkiil sza- add meg a valaszaidat!
mitsd ki, mennyi

a) (sin 30° + cos 45° — cos 60°) - sin 45°; )
tg 45° + sin 60° — ctg 45° 4 x
b) ; i 60°
cos 60° LY
c) sin 30°- sin 45°- cos 30° 457 (] [0
z v
d) ctg 60°- tg 45°- ctg 30°!
b)
3 = Egy deltoidnak két derékszoge és egy 60°-o0s szoge )
van, a hosszabbik oldalai 4,78 cm-esek. Mekkorak 7 *
az 4tldi, és mekkora a keriilete?
45° (] [60°
Z tg 30°
4. = Ellendrizd szamitassal, hogy a 30°-0s, a 45°-0s és a
60°-0s szog esetében valoban igaz, hogy
sin’ @ + cos’ @ = 1!
HAZI FELADAT
1 s Szamologép nélkiil dolgozz! Mennyi 3 s Szamitsd ki a trapéz alaku telek keriiletét és teriile-
a) cos 30°- cos 45°- cos 60°; tét! Hasznald a nevezetes hegyesszogek szogfiigg-
b) tg30°- ctg45°- tg 60°% vényeinek pontos értékét!
c) sin 27° + tg 45° — cos 63°;
g o o 30 m
d) Sin 50° _ cos40°, s
cos54°  sin 36° .
20 m
2 s a) Mekkoraahdromszog 30°
berajzolt magassaga? y

b) Mekkoraahdromszog
leghosszabb oldala?

c) Mekkora a harom-
sz0g teriilete?

sin 45° ,

d) Igaz-e, hogy < = ?
) Igaz-e, hogy y sin 60°

74. lecke | NEVEZETES SZOGEK SZOGFUGGVENYEI



75 UJ TERULETKEPLET

KIDOLGOZOTT FELADAT
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Egy viztaroloban 1év6 viz mennyiségét kell megbecsiil-
nilink. A térképen a tarold alakja egy olyan paralelogram-
maval kozelithet6, amelynek oldalai 1,2 km, illetve 1,3 km
hossztak, a paralelogramma hegyesszoge pedig 41°-0s. A

taroléban a viz atlagos mélysége 2,5 m.

Megoldds

A viz mennyiségét egy olyan hasab térfogataval becsiil-
hetjiik, amelynek alaplapja a megadott paralelogram-
ma, ,magassaga’ pedig 2,5 méter. A hasdb térfogatit a
paralelogramma teriiletének és a viztdrold mélységé-
nek a szorzata adja meg. Figyelniink kell rd, hogy egyfor-
ma hosszusagegységet hasznaljunk a teriiletszamitasnal és
a mélység mérésénél.

1. Ha egy paralelogramma két szomszédos oldala g, illetve b hosszusagu, és az al-
taluk kozrefogott hegyesszig 7, akkor e paralelogramma T teriilete kiszamitha- b m,

toa T=absin y képlettel.
Példdul,

A paralelogramma teriiletét egy oldalanak és az ehhez az

oldaldhoz tartozé magassaganak szorzataként szamithat-
juk: T=1,3- m (4bra).

Az 4bra szerint az 1,3 km hosszua oldalhoz megrajzolt ma-
gassag egy derékszogli haromszog egyik befogodja. Tehdt

m
1,2
ma terilete T=1,3- m=1,3- 1,2- sin 41°.

= sin41°, amib6l m =1,2-sin 41°. A paralelogram-

Szamoloégéppel kapjuk, hogy T = 1 (km?).

A viztarol6 mélysége méterben van megadva, ezért a teriiletet
is négyzetméterben fejezziik ki. Mivel 1 km® = 10° m’, ezért a
taroloban koriilbeliil 2,5 - 10° m* (két és fél millié kobmé-

ter) viz van. Ez 25 millié hektoliter.

AW

ha egy paralelogramma oldalainak hossza 42 mm, illetve 82 mm, és az egyik
szoge 55° akkor a T teriiletet igy szamithatjuk ki: T=42- 82 - sin 55° = 2821 (mm’).
A szamolast zsebszamoldgéppel ,egy 1épésben” elvégezhetjiik.

2. Ha egy haromszognek két oldala g, illetve b hosszusagu, és az altaluk kozrefogott

hegyesszig 7, akkor e haromszog T teriilete kiszamithatéa T = abs%y képlettel.

Példdul,

haa=4,5cm, b=2,8 cm és y = 73°, akkor a T teriiletet igy szamithatjuk ki: B

T=(45-2,8-sin73°:2=(12,6-sin 73°):2=6,3 - sin 73° = 6,0 (cm?).

SZOGFUGGVENYEK



FELADAT

1 = a) Becsiild meg, mekkora teriileten fekszik a Pen-
tagon (ez az USA védelmi minisztériumanak

éptilete Washingtonban)! Hasznald a megadott
meéretskalat!

1) Mekkora a Penta

HAZI FELADAT

1 s Egy kiilonos alaku szoba alaprajzat lathatod az ab-
ran.

2,8m
% 5)0 h
30°
25 51m
34m

a) Szamitsd ki a szoba alapteriiletét!

b) A valddi tavolsagok a megadott mérési eredmé-
nyektdl legfeljebb £1%-kal térhetnek el. Hany
négyzetméteres (és hany szazalékos) bizonyta-
lansagot okozhat ez a szoba alapteriiletének ki-
szamitasaban? (Hasznald a hasonl6 sokszogek
teriiletének ardnyarol tanultakat!)

75. lecke | UJ TERULETKEPLET

2 5 a) Egy konvex deltoid két oldalanak hossza 7 cm,
illetve 14 cm, és ezek 82,2°-0s szoget zarnak be.
Szamitsd ki a deltoid teriiletét!

b) Egy konvex deltoid két oldalanak hossza 7 cm
és 14 cm, és az egyik atl6 hossza is 7 cm. Sza-
mitsd ki a deltoid szogeit, teriiletét és a masik
atlé hosszat!

a) Egy paralelogramma teriilete 45 cm”, két olda-

(1)
Y

lanak hossza 8 cm és 7,5 cm. Mekkora a para-
lelogramma hegyesszoge?

b) Egy paralelogramma hegyesszoge 40°-os, terii-
lete 0,3214 m’, keriilete 3 m. Mekkorédk a para-
lelogramma oldalai?

Ne haszndlj szdmologépet! Vélaszd ki az aldbbiak

N
Y

koziil, melyik adja meg az 1 sugaru korbe irhat6
szabalyos nyolcszog teriiletét!

a)l++v3 b)2v/2 ¢)2v/3 d) /6

Szamitsd ki a kézéppontosan is és tengelyesen is

w
)

szimmetrikus hatszog teriiletét ugy, hogy harom
paralelogrammara bontod fel!

126,8° 126,8°

2,2m 2,2 m
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BEVEZETO
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Kisérlet

Ha egy derékszdgl vonalzé egyik befogdjat rahelyezed az asz-
tal lapjara, akkor a vonalzé ennek a befogénak az egyenese (a)
koril elforgathat6. Most a masik befogé a sik egyik egyenesére
merdleges, mast nem mondhatunk rola.

Ha egy masik derékszogti vonalzot is ugyanigy helyezel el, az is
korbeforgathato (a b egyenes koriil).

Ha azonban egymas mellé tolod a két vonalzét ugy, hogy
a sikon kiviili befogdjuk egy egyenesbe essen, akkor mdr
fixen all mindkét vonalzd, nem forgathatok el. Erdekes: ebben
az esetben barmely harmadik derékszogii vonalzé is hozzajuk
illeszthet6 gy, hogy annak az egyik befogoja szintén az asztal
lapjan legyen, a masik pedig egy egyenesbe essen a fix helyze-
tl egyenessel. Vagyis a két vonalzé kozos befogdegyenese a sik
mindegyik egyenesére merdleges.

Kisérletiink azt mutatja, hogy ha egy egyenes egy sik két metszé
egyenesére merdleges, akkor mdr merdleges a sik minden mds

egyenesére (és igy az egész sikra) is.

Definici6: Akkor mondjuk, hogy az e egyenes merdleges az S sikra, ha a sik minden egyenesére

merdleges.

Tehdt a fiiggleges egyenes merbleges minden vizszintes sikra. S6t: a fiigg6leges egyenes a vizszintes

sikban 1évé minden egyes egyenesre meréleges.

Ha egy fiiggdleges egyenesen dtmegy egy sik, akkor az a sik is fiiggdleges (ezért hasznaljak falazaskor

a fuggéont).

Mi a helyzet a nem fiigg6leges egyenesekkel?

Ha egy egyenes nem fiiggbleges, és egy D-vel jelolt pontban met-
szi a vizszintes S sikot, akkor az S-sel alkotott szogét a kovetkezd

modon kapjuk meg:

az egyenes egy tetszdleges, de D-t6] kiilonb6zé P pontjan at egy

fuggbleges egyenest dllitunk,
ennek az S-sel valé Q metszéspontjat 6sszekotjik D-vel.

A DQ vizszintes egyenesnek és az eredeti egyenesnek a szoge adja

az egyenes és az S sik szogét (a-t).

mer6leges a sikra

egyenes /

vizszirites egyenes A

fiiggbleges egyenes

SZOGFUGGVENYEK



FELADAT

15

HAZI FELADAT

1 s Egy 712 m magas hegy tetején allva nézziik a szomszédos hegy

Egy téglalap alapu tanterem padléjanak négy csu-
csat jeloljiik — a koriiljarast megtartva — A, B, C és
D-vel. A terembe behozunk egy mikrofon-allvanyt,
és felallitjuk a teremben gy, hogy a radja fiiggdle-
gesen alljon. Mekkora szoget zar be az allvany rud-
janak egyenese

a) a padl6 sikjaval;

b) az AB egyenessel,

c) az AC egyenessel?

Valaszodat indokold!

Egyre jobban elterjednek hazankban is az ener-
giatakarékos fényforrasok, koztiik azok, amelye-
ket LED-ldmpénak neveznek. (A LED bettisz6 a
fénykibocsdté didda kifejezés  vilagitasi
angol nevére utal). Ezeknek sz0g
a csomagolasan dltalaban fel-
tiintetik az igynevezett ,vila-
gitasi szoget” (lasd az abrat).
a) Két lampét vasaroltunk:
az egyik vilagitasi szoge 40°, a
masiké 110°. A lampakat egy
asztal lapja f0lé, a laptol 40 cm

magassagban rogzitjiik, és a
fényiiket fiiggolegesen lefelé
irdnyitjuk. Mekkora 4tmé-
r6jl korlapot vilagit meg
az egyik, illetve a masik
LED-lampa?

csucsat. A vizszinteshez képest lefelé néziink, és a latosugar
6°-0s szoget zar be a vizszintessel. A két hegycstics tavolsdga
egymastdl 435 m. Milyen magas a szomszédos hegy?

Lo rer e

tek 260 cm magasan, és pontosan fiiggdlegesen lefelé iranyi-
tottak. Mekkora a padlon megvilagitott teriilet?
b) Milyen magasan legyen a lampa, ha azt szeretnénk, hogy

legfeljebb egy 8 m’-es teriiletet vildgitson be?
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kell a 80 cm atmér6ju kerek asztal lapjatol 0,6 m
magassagban felszerelni, hogy teljesen megvila-
gitsa az asztallapot?

Az dbra szerinti téglatest- H @

ben az aldbbiak ko-

ziil melyik szog o

derékszog? D C
A B

a) az ABCD lap sikjanak és DH egyenesének haj-
lasszoge;

b) az EFGH lap sikjanak és CH egyenesének haj-
lasszoge;

c) AE és CD egyenesek szoge;

d) AE és BD egyenesek szoge;

e) AE és CF egyenesek szoge?

A Szabadsag-szobor New Yorkban egy 46 m magas

talapzaton 4ll, a szobor maga is 46 m magas.

a) Mekkora szogben latha-
t6 a szobor a talapzattol
70 m-es tavolsagbdl?

b) Hogyan valtozik meg a
szobor latoszoge, ha fele-
akkora, illetve ha kétszer
akkora tavolsagbol néz-
ztik?
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JCERERN MIILYEN MAGAS A TORONY?

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Sik vidéken, egy folyo kozelében alld torony magassagat (AB) szeretnénk
megallapitani, de csak a foly6 tuls6 partjan tudunk méréseket végezni.

Megoldds

Egy lehetséges modszer: Megallunk szemben a toronnyal a K pontban, megmér-
jitk az AKB szoget: 32°. Az ABK derékszogli haromszogroél leolvashatjuk, hogy
AB = AK- tg 32°,

vagyis el6szor az AK szakasz hosszat kell meghatdroznunk. A foly6 innens6 part-
jan az AK-ra mer6legesen elmegyiink 250 méternyire, az L pontba, megmérjiik
az ALK szoget: 36°.

Az ALK derékszogli haromszogrol leolvashatjuk, hogy AK = 250 - tg 36° =~ 182 (méter), tehat
AB=AK- tg 32° = 182 tg 32° = 114 (méter).

2 . Mekkora szogben latjuk a tornyot az L pontbdl?

Megoldds

Az AB fiiggéleges, ezért minden vizszintes egyenesre meréleges, igy az AL egyenesre
is. Az LAB haromszog tehat derékszogli. Ennek a hdromszognek az L csticsandl
fekvo hegyesszogét kell kiszamitanunk.

Az AKL haromszogbdl kiszamitjuk az AL szakasz hosszat:

cos 36° = @, amib8l AL = 250 : cos 36° =~ 309 méter,

AL
azutan pedig az LAB derékszogt haromszogbdl: tg y = % ~ % =~ 0,369.

Ebbél y = 20°. Az L pontbdl 20°-0s szogben latjuk a tornyot.

FELADAT

100

1 s a) Mekkora szégben latjuk a kidolgozott feladatban c) Igazold, hogy az ACB sz0g adja meg a piros egye-
szerepl tornyot a KL szakasz felezpontjabol? nes és a fed6lap szogét!
b) Milyen messzire menjiink a parton K-t6l a KL d) Szamitsd ki ezt a szoget!

egyenesen, hogy onnan a tornyot 15°-0s szog-
ben lassuk? 3

Y

Egy téglatest oldalai 3,2 m; 6,9 m és 8,4 m hosszdak.
Mekkora szoget zar be a téglatest egyik testatldja az

2 5 Mekkora szoget alkot a ¢ oldallapokkal?
kocka piros testatlojanak
egyenese a fed6lap sikja- B 4. 5 A szabdlyos tetraédernek négy cstcsa és négy lapja
val? van. Négy egybevago szabalyos haromszog hatarolja.
a) Igazold, hogy az ABC = Tekintsiik a szabélyos tetraéder egyik lapjat (nevez-
haromszog derékszogu! ziik ezt most alaplapnak), és egy olyan élét, amelyik
b) Mekkorak az ABC haromszog oldalai, ha‘h koc- nem illeszkedik erre a lapra (oldalélét)!

ka éle 3,2 cm hosszu?

SZOGFUGGVENYEK



Mekkora szoget zar be a tetraéder oldaléle az
alaplaphoz tartozé magassaggal?

Mekkora szoget zar be a tetraéder oldaléle az

alaplappal?

HAZI FELADAT

1 s Ha Péter kinéz az ablakukon, akkor a szemmagas-

saga 6 méterrel van a jarda folott. A szemkozti ha-
talmas fa aljat 10°-os depresszidszogben, a tetejét
22°-0s emelkedési szogben latja. Milyen magas a

Mekkora tavolsagbdl latszik a legnagyobb szégben
a New York-i Szabadsag-szobor? Az adatokat az
el6z6 lecke 4. feladataban talalod.

b) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka
alaplapjaval?

c) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka
jobb oldali oldallapjaval?

fa? (A depresszi6szog a megfigyel6tSl egy nala ala-

csonyabban fekvé pontra irdnyuld latésugarnak a 3 > Hatdrozd meg a foly6 tulsé partjan 4ll6 torony ma-

Y

vizszintes sikkal bezart szoge.) gassagat (AB-t), ha a foly6 innensé partjan 1évé K
pontbdl 28°-0s szogben latszik, a K-t6l 250 m-re
2 » A 2. feladatban szerepl6 kocka A cstcsat kosd 9sz- 1év6 L pontbdl 18°-os szogben latszik! Tudjuk to-
sze a BC oldal felezGpontjaval (ezt jel6ljik F-fel)! vabbd, hogy AKL sz6g derékszog, ahol A a torony

a) Mekkora szoget zar be AF egyenese a kocka fe- talppontja.

délapjaval?

EMELT SZINT

Bizonyitsuk be a 75. leckében megismert két teriiletképletet!

1. allitas
Ha egy paralelogramma oldalainak hossztsaga a és b, hegyesszoge pedig 7, akkor e b m
paralelogramma teriilete: T = ab sin 7. N /]
a

Bizonyitds
Jeloljiik a paralelogramma a oldalhoz tartozé magassagat m-mel.
Ekkor a jobb oldali derékszogli haromszogb6l m = b sin 7, ezért
T=am=absiny.
2. allitas M
Ha egy haromszog két oldalanak hosszusaga a és b, az altaluk kozrefogott hegyesszog

b
pedig 7, akkor e haromszog teriilete: 5
T— absiny B ! ¢

=="
Bizonyitds "
Az 4bra szerinti jeloléseket hasznaljuk. Ha az ABC haromszoget az AB oldal felez6-
pontjéra tiikrozziik és a tiikorképet az eredeti haromszoggel egyesitjiik, akkor egy \ / X
olyan paralelogramma keletkezik, amelynek két szomszédos oldala a és b, az altaluk 4
B a C

kozbezart hegyesszog pedig éppen 7.

A kapott paralelogramma tertilete ab sin 7,
Az ABC haromszog teriilete éppen fele a paralelogramma teriiletének, tehdt a paralelogramma teriiletére felirt osszefiiggé-
sekbdl 2-vel osztva kapjuk meg a haromszog teriiletét. Ez pedig allitdsunkat bizonyitja.

Raadas | MILYEN MAGAS A TORONY? 101
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CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok négyf6s csoportokban! A megoldasokat beszéljétek meg mozaikmodszerben!

Minden csoport oldja meg a sajat feladatait! A megolddsokat beszéljétek meg a csoporton belill egymassal olyan médon,

hogy mindenki értse annak Iépéseit. Ezutan alkossatok 4j csoportokat gy, hogy minden csoportban legyen az eredeti cso-

portokbdl 1-1 £6.

Az els6 feladat mindenkinél azonos volt. Egyeztessétek a megoldasaitokat és beszéljétek meg, milyen médon jutottatok el a

végeredményhez!

A t6bbi feladat eltérd, de azonos tipusu. Azok, akik a feladatot megoldottak, magyarazzak el a tobbieknek a megoldésuk me-

netét. Akik ugyanazt a feladatot oldottdk meg, segitsék egymast a magyarazatban!

Ha valamelyik feladatnal nehézségbe titkoztok, kérjétek tanarotok segitségét!

I. FELADATSOROZAT

102

1 s Az ABC haromszégben AB = 65 mm, BC = 98 mm,
az ABC sz6g 108°-0s. Mekkora ennek a harom-
szdgnek
a) a C csuesbol indulé magassaga;

b) a teriilete;

c) akét hegyesszoge;

d) a B cstcsbdl induldé magassaga;
e) az AC oldala?

Titkrozzétek az 1. feladatban szereplé ABC hirom-
szoget az AC oldalanak egyenesére! A haromszog és
a titkorképe egytitt egy deltoidot alkot. Mekkorak en-
nek

a) azoldalai; b) aszogei; c) azatl6i?

Egy korlapbol olyan szabalyos 7-szoget vagunk ki,
amelynek oldalai 2,6 cm hosszuaak.

a) Mekkora sugaru korlap esetén oldhaté meg ez

a feladat?

b) Legkevesebb hdny cm® hulladék keletkezik?
c) A szabalyos hétszogbdl tjra kivagunk egy korla-
pot. Mekkora lehet ennek a sugara?

Egy 10 m X 10 m-es alap f6lé szabalyos négyoldalu
gula alaka haztet6t emeltek. A tet6 oldallapjai 40°-o0s
szoget alkotnak a vizszintes sikkal (lasd az abrat).

10 m

a) Milyen magas a tetd (h)?

b) Hany m’-t kell cseréppel befedni?

c) Milyen hosszuiak az oldalélgerendak (x), és mek-
kora szoget alkotnak a vizszintes sikkal ()?

d) Mekkora szoget zar be két szomszédos oldalél-ge-
renda? Es a két szemkozti?

B

h 8




Il. FELADATSOROZAT

1S

Az ABC haromszogben AB = 65 mm, BC = 98 mm,
az ABC sz6g 108°-0s. Mekkora ennek a haromszog-
nek

a) a C csucsbol indulé magassaga,

b) aterilete,

c) akét hegyesszoge,

d) a B cstcsbdl induldé magassaga,

e) az AC oldala?

Egészitsétek ki az 1. feladatban szereplé ABC harom-
szoget tengelyesen szimmetrikus trapézza ugy, hogy
AB legyen a révidebbik alap és BC a trapéz egyik sza-
ra. Mekkorak ennek a trapéznak

a) az oldalai;

b) aszogei;

c) az atloi?

d) Mekkora a trapéz teriilete?

Egy korlapbdl olyan szabalyos 8-szoget vagunk ki,

amelynek oldalai 3,7 cm hosszuak.

a) Mekkora sugart korlap esetén oldhaté meg ez
a feladat?

HAZI FELADAT

1s

717.

Egy sikban, a 17 cm sugaru kor K kozéppontjatol

20 cm tavolsagra van a P pont. A P-bél két érint6t

hazunk a koérhoz.

a) Mekkora szoget zar be a két érint6?

b) Mekkora az érintdszakaszok hossza?

c) Mekkora teriilet(i az a konvex sikidom, amelyet
a kor egy ive és a két érintészakasz hatarol?

d) Mekkora teriilet(i az a konkav sikidom, amelyet
a kor egy ive és a két érintészakasz hatarol?

Mekkorak a 3,7 cm oldalt szabélyos nyolcszog
atloi?

lecke | GYAKORLAS
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b) Legkevesebb hany cm” hulladék keletkezik?
c) A szabélyos nyolcszogbdl ujra kivagunk egy kor-
lapot. Mekkora lehet ennek a sugara?

Egy négyzet alakua alap f6lé 4,2 méter magas szaba-
lyos négyoldala gula alaka haztet6t emeltek. A tetd

oldallapjai 40°-0s szoget alkotnak a vizszintes sikkal
(I4sd az 4brat).

a) Mekkora a tet6 alapéle (a)?

b) Hény m’-t kell cseréppel befedni?

c) Milyen hossztak az oldalélgerendak (x), és mek-
kora szoget alkotnak a vizszintes sikkal («)?

d) Mekkora szdget zar be két szomszédos oldalél-ge-
renda? Es a két szemkozti?

Egy toronyantennahoz 230 m hosz-
szu egyenes 1t vezet, melynek emel-
kedési szoge 21,3°. Az ut elejérdl az
antenna csucsa 39,8° emelkedési
szog alatt latszik. Milyen magas az

antenna?
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FELADAT

1 s Egy forgashenger alakd épiilet tetejére diszes tor-
nyot terveztek. A tervrajzon a torony forgastenge-
lyén atmend sikmetszete lathatd. Milyen magas a

diszit6 toronyrész?

2 = Nem csaka 30°, a 45° ésa 60° szinuszanak, koszinu-
szanak, tangensének éskotangensénekpontosértéke
ismert. A 2 egység oldalu szabalyos 6tszogben is fel-

bukkan az az egyenl6 szaru haromszog, amelynek
a szarhosszat az aranymetszés segitségével kiszami-
tottuk és az abran feltlintettiik.

Ird fel a megadott oldalhosszak, illetve a harom-
sz0g teriiletképlete ismeretében a cos 72°, a sin 18°,
a sin 72° és a cos 18° pontos értékét (a négyzetgyo-
kos részleteket ne helyettesitsd a kozelit6 értékik-
kel)!

Tinde megmérte egy négyszog alaka helyiség
egyik sarkandl a négyszog belsé szogét. Tobbszori
meérés utan arra jutott, hogy a mért szog 86°-os.

— Ez a helyiség biztosan nem téglalap alaku - gon-
dolta -, mégis meg tudom éllapitani az alapteriiletét.
Az dbra szerinti harom szakasz és két szog nagysa-
gat tobbszori gondos mérés utan jegyezte fel.

a) Mekkora a helyiség alaptertilete?

b) Vajon paralelogramma-e a négyszog?
Tinde igy gondolkodott:
— Persze megmérhetném a négyszog masik két
oldalat is vagy szogeket mérhetnék, de igazabdl
erre nincs is szitkkségem, mert hiszen tovabbi
meérések nélkiil is megkapom a valaszt.

Te hogyan dontenéd el, hogy a négyszog para-
lelogramma-e vagy sem?

SZOGFUGGVENYEK



Add meg egy olyan derékszogli haromszog olda-
lainak hosszat, amelyben az egyik hegyesszog szi-
nusza 0,6!

Mekkora ennek a szognek a koszinusza, a tangen-
se és a kotangense?

Mekkora a derékszogli haromszog masik hegyes-
szogének a szinusza, a koszinusza, a tangense és a
kotangense?

Egy 3,4 cm sugart kor két érintdje 56°-os szoget al-
kot egyméssal.
Mekkora tavolsagra van az érint6k metszéspontja
a kor kozéppontjatol?
Mekkora annak a konvex sikrésznek a teriilete,
amelyet a kor egy ive és a két érint6 fog kozre?

A 2010 oktdberében a Veszprém megyei Kolontaron
épiilt 600 méter hosszu védégat hirtrapéz alaka ke-
resztmetszetét a kovetkezd abra mutatja.

Add meg egy olyan derékszogli haromszog olda-
lainak hosszat, amelyben az egyik hegyesszog ko-
szinusza 0,8!

Mekkora ennek a szognek a szinusza, a tangense
és a kotangense?

Mekkora a derékszogli haromszog masik hegyes-
szogének a szinusza, a koszinusza, a tangense és a
kotangense?

Egy 6,8 cm sugart kor két érintdje 78°-os szoget al-
kot egyméssal.
Mekkora tavolsagra van az érinték metszéspontja
a kor kozéppontjatol?
Mekkora annak a konkav sikrésznek a teriilete,
amelyet a kor egy ive és a két érint6 fog kozre?

A 2010 oktdberében a Veszprém megyei Kolontaron
épiilt 600 méter hosszu védégat hirtrapéz alaka ke-
resztmetszetét a kovetkez6 dbra mutatja.
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8§m-10m

4m-5m

25m

Mit jelenthet az, hogy a trapéz kisebbik alapja 8 m
- 10 m, illetve a magassdg 4 m - 5 m?
Milyen hatarok kozott valtozik az o d6lésszog?

(Egy 800 éves feladat alapjan.) Két torony all egymas-
tol 60 konyok tavolsagra. A két torony kozott, mind-
két torony csucsatdl egyenld tavolsagra all egy kut.
Az egyik torony magassaga 50 konyok, ez a kuttol
69°-0s szogben latszik.
Milyen messze van ez a kut a két torony alapjatol?
Mekkora szogben latszik a masik torony a kuttol?
Milyen magas a masik torony?

10 m

|
i
4m—5mi
i
i

25m-30m

Mit jelenthet az, hogy a trapéz hosszabbik alapja
25 m - 30 m, illetve a magassag 4 m — 5 m?
Milyen hatarok kozott valtozik az o d6lésszog?

(Egy 800 éves feladat alapjan.) Két torony all egymas-
tol 60 konyok tavolsagra. A két torony kozott, mind-
két torony csucsatdl egyenld tavolsagra all egy kut.
Az egyik torony magassaga 35 konyok, ez a kuttél
41°-o0s szogben latszik.
Milyen messze van ez a kit a két torony alapjatol?
Mekkora szogben latszik a masik torony a kuttol?
Milyen magas a masik torony?
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Hatarozd meg a kovetkezd szogek tangensét!
a) 12°% 38°% 82°% 73%

b) 0,2rad; 0,4rad; 0,9rad; 1,2rad.
Hatarozd meg a kovetkezd szogek tangensét!
a) 16,8% 33,24°% 88,92°% 71,45%

b) 0,27 rad; 0,43 rad; 0,79rad; 1,37 rad.

Hany fokos, illetve hany radidnos az a hegyesszog,
melynek tangense:

a) 0,2; c) 17;

b) 2; d) 782

Hény fokos, illetve hany radianos az a hegyesszog,
melynek tangense:

a) 0,33; c) 13,5

b) 2,76; d) 85,32

Egy derékszogli haromszog egyik hegyesszoge 72°-0s.
A mellette fekvé befogdja 5,2 cm.

a) Mekkora a masik befogoéja?

b) Mekkora az atfogoéja?

Egy derékszogt haromszog egyik hegyesszoge 27°-0s.
A szemkozti befogdja 34 mm.
Milyen hossztl a masik befog6?

Egyenes létrat tamasztunk egy egyenes (fiiggdleges)
fahoz. A létra alja 48 cm-re van a fa aljatdl, a létra
felsé vége 208 cm magasan van. Mekkora szdget zar
be a létra a talajjal?

Egy kétagu létrat szétnyitunk és felallitunk. Ekkor a
legmagasabb pontja 185 cm magasan van. A létra két
szara 78%-os szoget zar be a talajjal. Milyen hosszaak
a létra szarai?

Hatarozd meg a kovetkezd szogek szinuszat és koszi-
nuszat, harom tizedesjegyre kerekitve!
a) 12° 38°% 82°% 73%

b) 0,2rad; 0,4rad; 0,9rad; 1,2rad

105
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14>

155

16>

17>

185

Haény fokos az a hegyesszog, melynek szinusza:
a) 0,33; c) 0,811;
b) 0,76; d) 0,985?

Hany radidnos az a hegyesszog, melynek koszinusza:
a) 0,122 c) 0,611;
b) 0,276; d) 0,885?

Egy derékszogli haromszog egyik szoge 17°-os, 4tfo-
gdja 23 cm. Mekkordk a befogok?

Egy derékszogli haromszog egyik szoge 31°-os, vele
szemkozti befogdja 4,9 cm. Milyen hossza a masik
befogd?

Egy derékszogli haromszog egyik szoge 27°-0s, a sz0g
melletti befog6 3,8 cm. Milyen hossza az atfogéhoz
tartoz6 magassag?

Egy téglalap oldalai 46 mm és 79 mm. Mekkora sz6-
get zarnak be egymassal a téglalap atl6i?

Egy hegycstcsra egyenes ut vezet fel, ennek hossza
240 m, és emelkedése 15° (15°-0s szoget zar a be az ut
avizszintessel). A hegy tetején all egy 32 m magas ki-
laté. Mekkora szogben latszik a kilato teteje a hegyre
vezetd 1t aljabol?

Mekkora szogben latszik a 3,6 cm sugart kor kozép-
pontjabol a kor 4,9 cm hosszt hurja?

Akadalymentesités miatt egy lépcsére rampat ter-
veznek. A 1épcs6k magassaga 22 cm, hosszuk 34 cm.
A jardaszintt6l a bejaratig nyolc 1épcs6 vezet. Milyen
hosszu legyen a rampa? Mekkora szoget zar be a jar-
daval?
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Milyen messze van t6liink az a 32 m magas épiilet,
amely 6,3° emelkedési szogben latszik, ha a mérést
egy 1,5 m magas teodolit dllvannyal végezziik?

Egy 30 emeletes toronyhazbdl figyeljiik a talajon, a
héztol 200 méterre all6 szobrot. Mekkora depresszid-
szogben latszik a szobor talapzatanak alja a hetedik,
illetve huszonnyolcadik emeleti ablakbdl, ha egy
emelet magassaga 340 cm?

‘ [ - >

Egy toronyantennahoz olyan 230 m hosszu egyenes
ut vezet, melynek emelkedése 14,4°. Az ut elejérél az
antenna csucsa 28,1° emelkedési szog alatt latszik.
Milyen magas az antenna?

Egy repiil6 allandé magassagban repiil, egy autdpa-
lya egyenes szakasza felett, a palyaval parhuzamosan.
Az utat ativel§ feliiljaré 23°-os lehajlasi szogben lat-
szik. A repiil6 tovabb halad a palyaval parhuzamosan
1250 m-t, és ekkor a feliiljard 32°-os lehajlasi szogben
latszik. Készits abrat! Milyen magasan halad a repiil6?

Mekkora szoget zarnak be egymassal a kocka egy
csticsbdl kiindul6 testatloja és egyik lapatloja?

Egy hegy tetejét 26°-0os emelkedési szog alatt lat-
juk. Ha 145 m-rel kozelebb megyiink, akkor 29°-os
emelkedési szogben latjuk. Milyen magas a hegy-

csucs?

A lejtdre helyezett test mozgasanak vizsgalatahoz gyak-
ran célszerd a test sulyat megado vektort két olyan vek-
tor Osszegeként elGallitani, amelyek egyike a lejt6vel
parhuzamos, masika pedig a lejtére merdleges.

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Hény newton nagysagu az F,, illetve F,, ha a test
70 newton sulyt, a lejté a vizszintes sikkal 28,5°-0s
szoget zar be?

Egy lejtd hajlasszoge 42°. A lejtére helyeziink egy
89 N sulyu testet. Bontsd fel a sulyer6t lejtéiranyd
és lejtére merdleges Osszetevokre (azaz a 89 N nagy-
sagu, fiiggleges vektort bontsd fel két olyan vektor
Osszegére, melyek koziik egyik parhuzamos a lejt6vel,
masik mer6leges rd)!

Készits abrat!

Mekkora a stlyer6 két 6sszetevéje?

Egy 6 cm sugart korbe szabalyos 6tszoget rajzolunk.
Mekkora az 6tszog oldala?
Mekkora az 6tszog tertilete?
Mekkora a beirhatd kor sugara?

Egy korhoz egy kiilsé P pontbdl meghuzzuk az érin-
téket. A két érint6é egymassal 54°-0s szoget zar be. Az
érintészakaszok hossza 7,4 cm. Mekkora a két érint6
és az érintési pontok kozotti rovidebbik koriv éltal
hatdrolt sikidom teriilete?

Mekkora a 10 cm sugaru korbe irt szabalyos 30-sz6g
kertiilete, tertilete? Hany szazalékkal kisebb ez a kor
keriileténél, illetve tertileténél?

Egy haztetd alakja szabalyos négyoldald gula. Az
alapélei 12,3 m hosszuak, az oldalélei 9,8 m hosszuak.
Milyen magas a tet6?
Mekkora szoget zarnak be az oldalélek a vizszin-
tes sikkal?
Mekkora szoget zarnak be a tet6 oldallapjai a viz-
szintes sikkal?
Hény m’ cseréppel kell befedni a tetét?

Egy 5,2 cm sugaru kérbe frunk egy haromszoget,
melynek két szoge 37°¢és 53°. Mekkora a teriilete?

Egy haromszog két szoge 51° és 71°. A koré irt kor
sugara 3,6 cm. Mekkora a teriilete?
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KIDOLGOZOTT FELADAT
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1.

Marton tavaly 70 kg tomeg@ volt, és 170 cm ma-
gas. Idén 5 kg-mal ,,nehezebb” (nagyobb tomegti),
testtomegindexe mégis csokkent a tavalyihoz képest.
Hény cm-t néhetett Marton tavaly éta?

Megoldds

A testtomegindexet Gigy szamitjuk ki, hogy a testtomeget
elosztjuk a méterben mért magassag négyzetével. (Ez ak-
kor ,,normalis”, ha 20 és 25 kozé esik.) Az adatok szerint
tavaly Marton testtomegindexe 702 = 24,2 volt.

Ha Marton idén x méter magas, e}kior a testtomegindexe

@. A feladat szerint 7—52; < 24,2.
X X

Vilagos, hogy itt x > 0, tehat a pozitiv szamok halmazan
keressiik a megoldasokat.

Ezt az egyenlGtlenséget mérlegelv alkalmazasaval is ala-
kithatjuk.

Szorozzuk meg mindkét oldalt x*-tel: 75 < 24,2x% (mi-
vel x > 0, ezért x* > 0 is igaz, tehat pozitiv szimmal
szoroztunk), majd osszuk el mindkét oldalt 24,2-del:
3,1 <x%.

Egy pozitiv szam négyzete pontosan akkor nagyobb 3,1-nél,
ha maga a szam nagyobb +/3,1-nél, azaz kb. 1,76-n4l.

Ez azt jelenti, hogy Marton idén 1,76 méternél maga-
sabb, vagyis tobb mint 6 cm-t nétt tavaly Sta.

2 . Oldjuk meg a val6s szamok halmazéan a g < 24,2
egyenl6tlenséget! *

Megoldds
Aki gyorsan azt vélaszolja, hogy ugyanaz a megoldasa
(tehat x > 1,76) ennek az egyenlétlenségnek is, mint az
1. feladatbelinek, az hibazik. Az értelmezési tartoméanyba
a negativ valds szamok is beletartoznak, csak a 0 nem.

A mérlegelv most is alkalmazhato, hiszen x> > 0 most is
igaz. Mérlegelv alkalmazdsa utdn ugyanazt kapjuk, mint
elébb: 3,1 < x2.

Melyik valés szamokra \[ [ A =

teljesiil, hogy négyzetiik
nagyobb 3,1-nél? Az 4b- y=31
ran jol lathatjuk, hogy ez
nemcsak a v'3,1 -nél na-
gyobb szdmokra teljesiil,
hanem a (—+/3,1)-nél
kisebb szamokra is. Az x

i

|

N

15 [ S
—

Ry

tengelyen pirossal jeloltitk a megfelel szamokat.

Kerekitett értékeket hasznalva a megoldashalmaz:
R\[-1,76; 1,76].

3. Oldjukmega/{l, -1;2; -2} alaphalmazon a @ <242
x
egyenl6tlenséget!

Megoldds:

Az alaphalmaz elemeit helyettesitsitk be az egyenlétlen-
ségbe! 1 és -1 behelyettesitésekor hamis allitast kapunk
(75 « 24,2), de 2 és -2 behelyettesitésekor igaz allitast ka-
punk (18,75 < 24,2). Ezért az alaphalmazon az egyenl6t-
lenség megoldashalmaza a {2; -2} halmaz.
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Ha véges alaphalmazon akarunk megoldani egy egyenl6tlenséget, akkor az alaphalmaz elemei koziil kikeressiik azokat,
amelyek behelyettesitésével az egyenl6tlenségbdl igaz dllitdst kapunk. Ezek az elemek az egyenl6tlenség megolddsai.
Ugyantgy, mint az egyenleteknél, itt is csak az alaphalmaz és az értelmezési tartomdny kozos elemei koziil keriilhetnek
ki a megolddsok.

Ha végtelen alaphalmazon akarunk megoldani egy egyenlétlenséget, akkor mas megoldasi modszerre van sziikségiink.
Altalaban olyan, egyszeriibb egyenldtlenséget keresiink a megadott helyett, amelynek kozvetleniil leolvashatjuk a meg-
oldasait. Erre igen alkalmas eszkoz a mérlegelv, amely a kovetkezd alapigazsagokon alapul:

az egyenlé6tlenség megoldasainak a halmaza nem valtozik meg, haa <, >, <, = jel két oldalan 4ll6 kifejezést (szamot)
- ugyanannyival néveljitk vagy csokkentjiik,

- ugyanazzal a pozitiv sziammal megszorozzuk vagy elosztjuk,

- ugyanazzal a negativ szimmal megszorozzuk vagy elosztjuk, és ezzel egyszerre a <, >, <, illetve = jel irdnyat

megforditjuk.
FELADAT
1 - Oldd meg az egyenl6tlenségeket az Tehét a (—4)-nél kisebb szdmok az x* + 4x < 0 egyen-
A={-2-1;0;0,5 1; 5} alaphalmlazon! 18tlenség megolddsai.
a) 3—[x|>2 c) ‘x 3 ‘ (x*=1)<0 Melyikiik megoldasa j6? Aki hibazott, az hol kovette
b) 2 3 el a hibat?
x+ %‘
3 = Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenlét-
2 - Edin4ék egyik hazi feladata az volt, hogy oldjak lenségeket!
meg az x°+ 4x < 0 egyenl6tlenséget. Edina a a) 3 >16

x° 3
h) 5(4—x*)=—-2(x*+14)
c) 41— 20x <(2x— 5)

2 1
(x=2F " (=17

zérushelyek segitségével gyorsan megrajzolta az
x — x° + 4x mésodfoku fiiggvény grafikonjét, és a
grafikon alapjan azt irta, hogy a ] —4; 0[ intervallum

a megolddshalmaz. d)
Eszter mérlegelv segitségével oldotta meg az egyen-
16tlenséget. Mindkét oldalbdl kivont 4x-et: x* < —4x,
majd mindkét oldalt elosztotta x-szel: x <—4.

HAZI FELADAT

1 s Oldd meg az egyenlétlenségeket az 3 5 Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenlét-
A = {-1; 0; 3; 4; 4,8; 5} alaphalmazon! lenségeket!
a) %<2 c) x+xi_3>5 a) —3x°+ 4x+15 < 4(x’+ x —12)
2 by 8 >_22
b) x**+x=20,83—x) d) (x+1)(1-7x)=3 — 52 2

c) 5x*+17 > 8 — 4x?

2 5 Figyeld meg jol a kovetkezd egyenlStlenségeket! g 5% <1

Igazold, hogy a megoldashalmazuk az tires halmaz, (x+57 2

akdrmelyik halmazt valasztjuk is alaphalmaznak!

a) 23+ (5—3x <11 b) 12x = 32* , , @ Megoldasald?t ellendrizheted fiiggvény-dabrdzolo
x(x—4) programmal is.
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80 MASODFOKU EGYENLOTLENSEGEK

KIDOLGOZOTT FELADAT

A Krémvarazs cégnél arckrémet allitanak eld.
Ha a havi termelés x kg arckrém (x > 0), akkor az arbevétel (eurdban) a b(x) = 30x — 0,02x" képlettel, a koltség pedig a
k(x) =0,1x* — 50x + 10 000 képlettel irhat¢ le. Havi hany kg termék eléallitasa és értékesitése esetén nyereséges a termelés,
és mekkora az elérhet6 legnagyobb nyereség?

Megoldds

A bevétel és a koltség kiilonbsége a ,,nyereség”, tehit a nyereséget az n(x) = b(x)— k(x) képlet adja meg.

n(x) = 30x — 0,02x* — (0,1x* — 50x + 10 000) = 30x — 0,02x” — 0,1x* + 50x — 10 000 = —0,12x" + 80x — 10 000.

A termelés akkor nyereséges, ha n(x) > 0.

Meg kell tehét oldani a —0,12x> + 80x — 10 000 > 0 masodfoku egyenldtlenséget.

Azt konnyen meg tudjuk mondani, hogy mely esetben egyenlé a bevétel a koltséggel, azaz mikor 0 a nyereség (ezt mar az
elsé kotet 129. oldalan taldlhaté 7. feladatban kiszamoltuk), mert ehhez csak a —0,12x* + 80x — 10 000 = 0 masodfoku
egyenletet kell megoldanunk.

—80+,/80% — 4-(—0,12) -(—10 000) _ —80+40.

Ské Cx = = — 200
Megoldoképlettel: x, , = 2 (=0,12) = o024 N7 500, x, = 3 167.
eurd A Yy Eredményiink azt jelenti, hogy =~ 167 kg, illetve 500 kg krém gyartisa esetén
2000 / % N\ nulla a nyereség (profit) értéke.
3 A nyereséget leiré x ——0,12x” + 80x — 10 000 (x = 0) fliggvényre nézve ez azt je-
0 ; £
100 /ﬁ 0 300, 400 500 600 kg lenti, hogy két zérushelye van, az % (= 167) és az 500. Mivel a fiiggvény grafikonja
-2000 !
i \ lefelé nyitott parabola (egy ive), ezért ha % < x <500, akkor a fiiggvényértékek
~4000 3 pozitivak.
~6000 / | \ A —0,12x* + 80x — 10 000 > 0 mésodfoki egyenlStlenség megoldasai az ]53&, 500[
~8000 i intervallum elemei.
= -0,12x1+!80x - 10 00 \
~10 000 1

A krémgyartas nyereséges, ha a havonta gyartott mennyiség ~ 167 kg-nal tobb,
de 500 kg-nal kevesebb.

=~ 333-nél van maximuma, és ez a maximum

A nyereséget leir6 fliggvénynek tehat @

—0,12-333%+ 80-333 — 10 000 ~ 3346 (eurd).

A krémgyartassal elérhet6 legnagyobb havi nyereség kb. 3346 euro, és ez akkor lehetséges, ha 333 kg-ot termelnek.

FELADAT

1 = Abrazold a kovetkezd fiiggvényeket! 2 5 Oldd meg a kovetkezé masodfoku egyenl6tlensé-
a) x—x"+ 2x geket!
b) x——x*— 3x a) ¥*+2x<0 c) —x*—3x<0

b) ¥*+2x=>0 d) —x*=3x>0
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3 = A grafikonok segitségével oldd meg a masodfoku 4 5 A megoldoképlettel hatarozd meg a kovetkezd

egyenlStlenségeket a valds szamok halmazan! egyenletek gyokeit!
2
a) **—x—2<0 b) Lt x—3>0 a) X*+3x—4=0
2 2 b) x*+3,8x—6=0
}/A}; L d—x =2 \ YA / C) _x2_1’5x+1:0
\ =sx’t x —% /
\\ // \ / 5 s Az el6z6 feladat segitségével oldd meg az egyenl6t-

lenségeket a valds szamok halmazan!
a) *+3x—4>0

b) x’+3,8x—6<0

c) —x*—1,5x+1=0

=/
Ry

HAZI FELADAT

1 = A grafikonok segitségével oldd meg a masodfokd egyenl6tlenségeket a valés szamok halmazan!

a) —x*4+2x+3>0 74 b) ix2+120 %

y::i 241

o
Ry

T —
o
Ry

2 5 Oldd meg a masodfoku egyenlétlenségeket!
a) ¥’—5x<0 b) x*—5x+6=<0 c) —x*+5x=<0 d —x*+5x—6=<0

@ Megoldasaidat ellendrizheted fiiggvény-dbrizold programmal is.

3 s Egy cég havi x kg kenbanyagot termel és ad el, kilogrammonként (36 — 0,03x) eurdért. A gyartas soran felmeriilé havi
kiadast (koltséget) a 0,1x* — 55x + 13 000 Ssszefiiggés adja meg, szintén eurdban (x = 0).
Havi hany kilogramm eladasa esetén lesz a cégnek nyeresége a kendanyag gyartasabol?

4 - Kétdidk igy oldotta meg a 3x* — 12 < x + 2 egyenldtlenséget:

Csilla megolddsa: Dori megolddsa:

3x°—12 <x+2; 3x*—x—14<0. 3x°—12<x+2

Az x — 3x* — x — 14 fiiggvény grafikonja felfelé nyitott pa- 3(x*>—4) < x + 2

rabola, a két zérushely kozott vesz fel negativ értékeket. 3(x+2)(x—2)<x+2 /:(x+2)

Megkeressiik a zérushelyeket: 3x—2)<1; 3x—6<1; 3x<7 x< %
_1+v1+4-3-14 _ 1++/169 _ 1+13

fap = 6 = 6 =6 Tehat a megoldashalmaz a %—nél kisebb szamok

X, = %) x,=—2 halmaza.

Ezért a 3x° — x — 14 < 0 egyenl6tlenség megolddshalmaza
VA
a ]—2, 3[ intervallum.

Melyik megoldas j6? Melyik megoldas egyszerti? Hogyan javitanad ki a hibas megoldast?

80. lecke | MASODFOKU EGYENLOTLENSEGEK
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81 GYAKORLAS

FELADAT

1 = Abrézold a koordinatarendszerben az x — |x + 3| az egyenlétlenségnek! Melyik a legnagyobb ilyen
fuggvényt, majd oldd meg az egyenl6tlenségeket: valos szdm?
a) |x+3]>0 a) 2470 =]
b) |x+3| > 2 b) 22+ 5x =[]
c) |x+3|> -1 c) |3x—8| =]

d) |x—15+25=0]

2 5 Oldd meg valds szamok halmazan az egyenl6tlen-

ségeket! 4 s Oldd meg az egyenlétlenségeket a valés szamok
a) ¥—6x<0 halmazan! Mérlegelv segitségével rendezd egysze-
b) ¥ —6x < —5 riibb alakra az egyenlétlenségeket!
a) ¥ —6x<-9 a) x+3x*—5<x"—x+7
2 2
py X+l < x”  x°
) 3 4 3

3 = Keress olyan szamot az egyenl6tlenség jobb olda-

1Y > (2x+ 1)
lara, hogy minden val6s szam megolddsa legyen ©) (1) >(2x+1)+x

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezd egyenlétlenséget: YA
|x+3] < |2x—5]!

Grafikus megoldds:

Kozos koordinata-rendszerben ébrézoljuk az x — |x+3| és az

x — |2x — 5| fiiggvényt. A grafikonrdl ugy olvashatjuk le a megoldast,

ha megkeressiik azokat az x értékeket, melyek esetében x — |x + 3|

grafikonja (z6ld) ,,lejjebb” van, mint az x —~ |x + 3| fiiggvény grafikon- y=lx+3| 3 0 y = [2x - 5|
ja (kék) - ugyanis ezen x esetén az |x + 3| helyettesitési értéke kisebb, i
mint az |2x — 5| helyettesitési értéke. 1T
A két grafikon metszéspontjait felhasznalva olvassuk le a megoldast: -3 021 25 5 X
2
Froes 2 |8+ [
Az x tengelyen pirossal jeloltitk a megoldashalmaz pontjait.
FELADAT
5 s Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenlétlenségeket!
a) |2x| > x+3 b) ¥ —6x+7 <3—x c) |x|+3 < —x+2,5x+75
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HAZI FELADAT

1 s Abrazold akoordinatarendszerben azx — |2x — 6|
fuggvényt, majd oldd meg az egyenl6tlenségeket:
a) [2x—6| >0
b) |2x—6| > 2
c) [2x—6| > -3

0Oldd meg valds szamok halmazan az egyenlétlen-
ségeket!

a) ¥ —5x>0

b) x> —5x < —4

a) ¥’ —5x < —10

RAADAS

1 > Jocd tegnap bebizonyitotta baratainak, Doncinek és

Bencének, hogy 3 < 2. Ezt irta le:

- Ha x <-3, akkor 2x <-5, ez konnyen belat-
hato.

- Adjunk hozza mindkét oldalhoz x’-et, dx-et és
még 9-et: X+ 6x + 9 < x* + 4x + 4.

- Mindkét oldalon teljes négyzet all, tehat igaz, hogy
(x4 37 <(x+2).

- De akkor nyilvan x + 3 < x + 2 is igaz.

- Mindkét oldalbdl elvéve x-et azt kapjuk, hogy
3 <2 is igaz, tehat bebizonyitottuk az allita-
sunkat.

A fitk nem jottek ra, hol van itt a csalafintasag. Segits
nekik!

81. lecke | GYAKORLAS
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Oldd meg valdés szamok halmazan az egyenlétlen-
ségeket! Mérlegelv segitségével hozd egyszertibb
alakra!

a) 1+ 13x>3x—7—2x

b) 3—2x o x_ &

2 3 2
€) (x+ 1P+ (x+2) > (x+ 3)

- Bebizonyitom, hogy ha egy szdm nagyobb 2-nél,
akkor ez a szam egyben kisebb is 2-nél, mondta Don-
ci Bencének.

Figyelj:

Ha x > 2, akkor % > % Mindkét oldalt megszor-

zom a pozitiv x-szel: 1 > %, majd mindkét oldalt

megszorzom 2-vel is: 2 > x. Tehét az x kisebb 2-nél,
és éppen ezt akartam bebizonyitani - fejezte be dia-
dalmasan bizonyitdsat Dénci.

- Na varjunk csak! - mondta Bence. - Mar latom is,
hol hibaztal.

Milyen hibat talalt Bence a bizonyitasban? Hogyan
javitotta ki Donci ,,levezetését™?

Egyenl6tlenségek megoldasahoz felhasznalhatjuk
a kovetkez6 megallapitast is: Ha két szdm négyzete
egyenld, akkor egyenld az abszoliit értékiik; ha a négy-
zetiik nem egyenld, akkor annak nagyobb a négyzete,
amelyiknek az abszoliit értéke nagyobb.

Ez alapjan oldd meg a valds szamok halmazan a ko-
vetkezd egyenldtlenségeket:

a) (x+3)7 <25 b) (x+ 3 <(2x—5)
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JCERERN 1 0LGOZHATUNK

MAS MODSZEREKKEL IS

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Oldjuk meg a mérlegelv és a teljes négyzetté kiegészités modszerével a kovetkez6 egyenlétlenségeket!

114

a) ¥—8x+15>0 b) ¥ —8x+15<0
Megoldds

a)x’—8x+15 >0

b)x*—8x+15< 0

A mésodfoki polinomot teljes négyzetté alakitjuk: x° — 8x + 15 = (x — 4)* — L.

Az egyenl6tlenség 4j alakja:

(x—4>-1>0;, (x—4)7>>1

Melyik szamok négyzete nagyobb 1-nél?

Az 1-nél nagyobb szamoké és a (—1)-nél kisebb szamoké.
Ezért (x — 4)” akkor és csakis akkor nagyobb 1-nél, ha
x—4>1 VAGY x—4<-L

Ebbél a két egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy
x>5 VAGY x <3.

Tehét az x° — 8x + 15 > 0 egyenlStlenség megoldashal-
maza a 3-ndl kisebb szdmok és az 5-nél nagyobb szdmok
halmazdinak az uniéja, vagyis az R\ [3; 5] halmaz.

o A
< T @

0 3 5

(x—47-1<0; (x—4)?’<1

Melyik szamok négyzete kisebb 1-nél?

A —1 és az 1 kozotti szamoké.

Ezért (x — 4)* akkor és csakis akkor kisebb 1-nél, ha

-1<x—4 ES x—-4<L1
Ebbdl a két egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy

3<x ES x<5.
(Ezt roviden igy szoktuk irni: 3 < x < 5.)

Tehét az x* — 8x + 15 < 0 egyenlStlenség megoldashal-
maza a 3 és 5 kozotti szamok halmaza, vagyis a ]3; 5[ hal-
maz.

2 . Oldjuk megaz (x — 2)(x* — 5x + 4) > 0 egyenl6tlenséget!

Megoldds

Ha a két polinom szorzasat elvégeznénk, akkor harmadfokd polinomot kapnank, amelyet nem tudunk kezelni. De nincs

erre sziikség, hiszen az egyenl6tlenség bal oldaldn egy kéttényezds szorzat, a jobb oldaldn pedig a nulla all. Egy kétténye-

z8s szorzat pedig pontosan akkor nagyobb nullanal (azaz akkor pozitiv), ha mindkét tényezdje pozitiv, VAGY mindkét

tényezGje negativ. Tehat:

x—2>0 ES x*—5x+4>0, VAGY x—2<0 ES x*-5x+4<0. 57
Kicsit egyszertibben: y=x-pxt4
x>2 ES x—5x+4>0, VAGY  x<2 ES x—5x+4<0. /

Lathatjuk, hogy elég az x — x* — 5x + 4 masodfoku fiiggvény grafikonjat megrajzolni a tovédbb-

1épéshez.

Ennek a figgvénynek a zérushelyei az 1 és a 4, grafikonja pedig felfelé nyitott parabola.

x> — 5x + 4 < 0 pontosan akkor, ha1l < x < 4,
x*— 5x + 4 > 0 pontosan akkor, ha x <1 vagy x > 4.

2y
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Visszatérve az eredeti problémara:
x>2 ES x*—5x+4>0,
x>2 ES (x<1 vagy x > 4),

VAGY
VAGY

O——
PR . .

e

4

f
ke,
0o 1 2

x<2 ES x*—5x+4<0,
x<2 ES 1<x<4.
Om——)
—t—t—t—t——t—t—t—+—+—+>
0 1 ‘2, 4

Az els6 eset csak x > 4 esetén, a masodik pedig 1 << x < 2 esetén teljesiil.

Az eredeti egyenl6tlenség megoldashalmazat tehat az 1 és 2 kozotti szamok, valamint a 4-nél nagyobb szamok alkotjak.

T T T T T

0 1

Az egyenlbtlenséget tablizat segitségével is vizsgdlhatjuk:

Az x = x* — 5x + 4 mésodfoku fiiggvény zérushelyei: x, = 1 és x, = 4. A fliggvény felfelé nyitott parabola, tehat a két
zérushely kozott negativ, az x < 1 ésaz x > 4 intervallumokon pedig pozitiv értéket vesz fel. A szorzat masik tényezje egy
els6foka fliggvény: x — 2, amelynek zérushelye az x, = 2, meredeksége pedig pozitiv, tehat 2-nél kisebb x értékekre a fiigg-
vény értéke negativ, nagyobbakra pedig pozitiv. Most készitsiink el egy tablazatot, amiben jeloljiik az dsszes zérushelyet, va-

Qmmly——0
2 4

lamint a kézottitk 1év6 intervallumokat és irjuk be a tablazatba, hogy a szorzat két tényezéjének mi az eléjele!

A fliggvény: x <1 x=1 1 <x<2
X’ —5x+4 4 0 =
x—2 - - -
A szorzat: 0 N

(x—2)(x* —5x +4)

x=2 2<x<4 x=4 4 < x
— — 0 +
0 + + +
0 — 0 +

A téblazat utols6 sorabol leolvashatd, hogy a szorzattiiggvény mely intervallumokon milyen el6jeld.

2
Milyen lenne ugyanez a tdblazat az x;i—xz-i-él (x # 2) fuggvény eldjelének vizsgalatakor?

1 5 Oldd meg a teljes négyzetté alakitas mdodszerével a
kovetkezd egyenlétlenségeket!
a) ¥—x—2<0 c) ¥—x+1<0
b) ¥*—x—2>0 d) ¥*—x+1>0

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg a teljes négyzetté alakitas médszerével a
kovetkezé egyenldtlenségeket!
a) ¥—10x+21<0 c) ¥—8x+17<0
b) X —=10x+21 >0 d) x¥—8x+17 =0

Raadas | MAS MODSZEREKKEL IS DOLGOZHATUNK

2 5 a) Oldd meg az (x + 3)(x* — 2x — 15) < 0 egyen-

l6tlenséget!
X+ 2

27<0
x“+2x—3

b) Oldd meg grafikus tton az
egyenl6tlenséget!

@ Megoldésaidat ellendrizheted fiiggvény-dbrdzold

programmal is.

2 5 Oldd meg grafikusan is és szorzatta alakitassal is a
kovetkez6 egyenlStlenségeket!
a) ¥—5x<0 c) 4x—x*<0
b) 2x*+7x =0 d) ¥—8x+7<0
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82 UJ ISMERETLEN BEVEZETESE

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyik szam lehet a szdmrendszer x alapszdma, ha
1003002, = 42907

Megoldds
Készitstink helyiérték-tablazatot!

Helyiérték x° % «* x ¥ x 1

Alaki érték 1 0 0 3 0 0 2
Valodi érték x° 0 0 3 0 0 2

Tehat x° + 3x° + 2 = 4290, vagy masképp:

x4+ 3x* — 4288 = 0.

Itt az x egy 3-nal nagyobb egész szam.

Hatodfokd egyenletet kellene megoldanunk. Erre nincs
semmilyen mddszeriink. Ha azonban észrevessziik, hogy

FELADAT

1 5 Oldd meg 6j ismeretlen bevezetésével az egyen-
leteket!
a) x*—26x"+25=0
h) 4x*—37x’+9=0

c) x*—15x*—16=0
d) x*—7x’-8=0

Van-e olyan x valds szam, amely esetében
£+ L =22
x

N
Y

(Segitség: vezess be 1j ismeretlent; jelold y-nal az
Pami)

A kovetkezd egyenletben @ egy hegyesszoget jelol.
5sin’ @ — 26sina@ +5=0
Vezessiink be 4j ismeretlent: y = sin @. Oldd meg

4]
Y

y-ra az egyenletet!

Figyeld meg, hogy az y-ra kapott két megoldas ko-
ziil egyik lehet egy hegyesszog szinusza, a masik
nem. Melyik eredmény lehet? Mekkora az ?
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x° = (x')%, akkor mindjart egyszer(ivé tehetjiik a felada-
tot. Jeloljiik egy betiivel, példaul y-nal az x’-t. Ekkor
x° = y7, egyenletiink pedig ilyen lesz:

¥+ 3y — 4288 =0.

Egy 4j ismeretlen bevezetésével a hatodfokii egyenlet he-
lyett mdsodfokiit kaptunk. Ezt a megoldoképlettel megold-
juk:

N2
y, =64, y, <0,itt nem johet szoba.

_ —3+/9+4.4288 _ —3+/17161 _ —3+131
2 2 :

2

Eszerint x’ = 64 = 4°, vagyis x = 4.

Ellendrzés

4434 +2=4096+3-64+2=
=4096 + 192 + 2 = 4290.

Tehat a szamrendszer alapszama: 4.

4 5 A kovetkez6 egyenletekben @ egy hegyesszoget
jelol. Vezess be 4j ismeretlent, majd oldd meg az
egyenleteket!

a) 3cos’a@ +7cos@—6=0
b) 2tg’ @+ 7tga —4=0

5 s Egy derékszogl haromszog egyik hegyesszogét je-
loljiik @r-val. Mekkorak a haromszog szogei, ha tel-
jestil @-ra a kovetkezé egyenlet:

a) 7sin’ @ — 5sin @ + cos’ @ =0
h) 2cos’ @ + 7cos @ — 2sin’ @ = 0
(Alkalmazd a tanult azonossagot:
sin® @ + cos’ @ = 1.)

EGYENLOTLENSEGEK, EGYENLETEK, EGYENLETRENDSZEREK



HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenlete-

ket!
a) x*—16=0
b) x*—64=0

c) x*—x*=0

d x*+x*=0

Oldd meg tj ismeretlen bevezetésével az egyenleteket!
a) 25x*+ 46x*— 8 =10

N
)

RAADAS

1 5 Melyik egyjegylt pozitiv egész szdm gyoke az
(x* — 5) = 3x” — 11 egyenletnek? Kisérletezz!

2~ Oldjuk meg 1j ismeretlen bevezetésével az

(¢ — 4x)* = 18(x* — 4x) + 63 egyenletet!

Megoldds

Uj ismeretlent tébbtagt kifejezésre is bevezethetiink. Az
egyenletet figyelmesen nézve lathatjuk, hogy szerepel ben-
4x) is. Jeloljiik
példéul w-vel az (x* — 4x)-et. Ekkor tehat w = x* — 4x és
w? = (x> — 4x ).

Az (x—4x) =18(x*— 4x)+ 63 helyett
ezt irhatjuk: w®=18w+ 63. Ez masodfoku egyen-

ne az (x* — 4x) és ennek a négyzete, (x* —

egyenlet

let. Nulldra rendezziik, és megoldoképlettel megoldjuk:
w?— 18w — 63 = 0. EbbSl w, = 21 és w, = —3.
Tudjuk tehat, hogy w milyen szamot jelenthet. De az x he-
lyébe mi keriiljon?
Mivel w = x* — 4x, ezért két eset lehetséges: 21 = x* — 4x,
vagy —3 = x* — 4x. Most két mésodfoku egyenletet kap-
tunk, ezek megoldasai adjak az eredeti egyenlet megolda-
sait.
Az x* — 4x — 21 = 0 egyenletnek két gydke van:

7 és —3.
Az x> — 4x + 3 = 0 egyenletnek is két gydke van: 1 és 3.
Az eredeti egyenletnek tehat négy gyoke van, megoldashal-
maza: {—3;1; 3; 7}.

3 5 Alakitsd 4t az (x*— 5)° = 3x>— 11 egyenletet igy:

(¢ — 5)> = 3(x* — 5) + 4, majd oldd meg a valds sza-
mok halmazan aj ismeretlen bevezetésével!

82. lecke | UJ ISMERETLEN BEVEZETESE

b) x>+ 35 =13
X

c) x*+(x*—2)=x*(16—x*)— 28
d) x°—33x’+32=0

3 5 A kovetkezd egyenletekben @ egy hegyesszoget
jelol. Vezess be 1j ismeretlent, majd oldd meg az
egyenleteket!

a) 2cos’@ +1llcosa—6=0
b) 4sin* @ + 13sin@ — 12 =0

=
V)

Keress kapcsolatot a kovetkezd egyenletek kozott, és
oldd meg 6ket 4j ismeretlen bevezetésével!
a) (y+5¢9—-6=y+5

b) z—5-+vz—-5=6

Keress kapcsolatot a kovetkezé egyenletek kozott, és

oldd meg 6ket 4j ismeretlen bevezetésével!
1y = 1
a) 6<x+ x) +26= 25<x+ x)

b) 6<y2+%>+ 38 = 25<y+ l)
y y

6 > Oldd meg uj ismeretlen bevezetésével és anélkiil is a
Vi+a—4av/x +Vx+1+2V/x =3 egyenletet!

Utmutatds

~ Ha pl. u-val jelolod a v x -et, akkor az egyenletbdl
kénnyen eljuthatsz az |u — 2|+ |u+1|= 3 egyenlet-
hez, amelynek megoldashalmaza a [0; 2] intervallum.
Visszatérve az x-hez kideriil, hogy az eredeti egyenlet-
nek is végtelen sok gyoke van, a megolddshalmaza a
[0; 4] intervallum.

- Ha az egyenletet 4j ismeretlen bevezetése nélkiil, két-
szeri négyzetre emeléssel oldod meg, akkor az eléallé
kovetkezményegyenletnek a valds szimok halmaza lesz
a megoldashalmaza. Ebbél nem tudod kisztirni a hamis
gyokoket! Probald a szamitds soran kapott egyenletek
értelmezési tartomanyat menet kozben ugy lesztikiteni,
hogy végiil megkapd a helyes megoldashalmazt!
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FELADAT

118

1S

Az gbran lathaté téglalap alaku viragagy teriilete
4,8 m’. A virdgagyat 10 cm széles, szorosan egymas
melléillesztettelemekb6lallo ,,szalagkeritéssel” veszik
korill. Osszesen 92 elemet hasznélnak fel. Mekkora
a legnagyobb tavolsag a viragagy két pontja kozott?

ydm

10 cm

x dm

Megoldasod soran kovesd az aldbbiakban megadott

utmutatot!

a)

b)

c)

d)

Fogalmazd meg ezt a problémdt matematikai fel-
adatként! (Milyen sikidomot vizsgalunk, hany dm*
a teriilete, mekkora a keriilete, mit kell kiszdmita-
nunk?)

El6szor szamitsd ki a téglalap oldalhosszisagait!
Ha az egyik oldal x dm-es, a masik pedig y dm-es,
akkor a téglalap teriilete is és a keriilete is kifejez-
het6 x-szel és y-nal. Fejezd is ki 6ket! Ha nem hi-
xy = 480

baztal, akkor az
x+y=46

} egyenletrendszert

kapod.

Itt mindkét egyenlet kétismeretlenes, az elsé egyen-
let mdsodfokii, a masodik elséfokii. Ez a két egyen-
let egy mdsodfokii kétismeretlenes egyenletrendszert
alkot.

Oldd meg ezt az egyenletrendszert! Fejezd ki a ma-
sodik egyenletbdl az y-t! A kapott kifejezést helyet-
tesitsd be az els6 egyenletben az y helyébe!
Rendezés utén az x° — 46x + 480 = 0 egyenletet
kell megkapnod. Oldd meg ezt a megoldéképlettel!
Az x mindkét értékéhez tartozik az y-nak egy értéke.
Ha jdl szamoltal, azt kapod, hogy az adott egyen-
letrendszer megolddsa a (30; 16) és a (16; 30) szam-
parokbdl 4llé halmaz.

Mit jelent ez a viragagyunkra vonatkozdan?

EGYENLETRENDSZEREK
A GEOMETRIABAN I.

e)

f)

Y

Mekkora a téglalap atléja? Szamitsd ki Pitagorasz

tétele segitségével!
Tehat mekkora tavolsdgra van egymastol a virag-
agy két legtavolabbi pontja?

Egy egyenl6 szaru ha-
romszogben az alap-
hoz tartozé magassag
10 cm hosszu, a szér-
hoz tartozé magassag
12 cm hosszi. Mek-
kordk a haromszog
oldalai?

Kovesd az utmutatét!

Y

Ha az alap a cm hosszd, a szarak pedig b cm-esek,
akkor kétféleképpen is felirhatod a hdaromszog terii-

letét:t:%:Sa és t:b'%z&).

Milyen egyszer(i sszefiiggést kapsz ebbdl az a és
a b kozott?

Ird fel a Pitagorasz-tételt az egyenld szard harom-
sz0g egyik ,felére”! Ebbol egy ujabb Osszefiiggést
kapsz az a és a b kozott.

Az a és b kozotti két Osszefiiggésbdl alkoss egy

m dm

egyenletrendszert, és oldd meg!

Egy forgashenger  alakd
edénybe 2 liter 4 dl viz fér.
A hengerpaldst teriilete 6 dm”.
Mekkora az edény sugara és
atméroje?

Kovesd az utmutatot!

Szémolj dm-ben! Irj fel az ada-

tok (henger térfogata, hengerpalast teriilete) alap-
jan kétismeretlenes egyenletrendszert (az ismeret-
lenek r és m)!

Hozd egyszertibb alakra: mennyi az rm, és mennyi
az r’m értéke?

Szamitsd ki az egyenletrendszer segitségével, mek-
kora az edény sugaral!

Mekkora az edény atmérdje?
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4 = Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja hdromszor olyan hosszd, mint a rovidebbik alapja. Teriilete 187 cm®.
A hosszabbik alapnak és a trapéz magassaganak az Gsszege 50 cm.
a) Mekkorak a trapéz alapjai és magassaga? b) Milyen hossztak a trapéz szarai?

HAZI FELADAT

1 s Egy 720 m’ teriiletdi, téglalap alaku telek bekeri- F
téséhez legkevesebb 108 méter hosszu dréthaléra

van sziikség.
Mekkora a telek két legtavolabbi pontjanak tavol-
sdga?

N
Y

Egy 70 cm hosszt nadszal segitségével rombusz

alakd papirsarkanyt készitettiink. A nadszalat két

részre vagtuk, és ez a két darab lett a rombusz két

atloja. Igy a sarkdnytest teriilete 6 dm’ lett.

a) Milyen hosszu sparga kellett a sarkanytest ke-
riiletének elkészitéséhez?

b) A papirsarkany diszitéséhez egy szines korlapot
festiink a papirsarkdnyra. A sarkdny teriileté-
nek legfeljebb hany szazalékat festhetjikk be?

3 = Egy konvex deltoid teriilete 1380 cm’, a két atlo
hosszanak dsszege pedig 109 cm.
a) Mekkorak az atlok?
b) Ha a deltoid egyik oldalanak hossza 52 cm, ak-
kor mekkora lehet a keriilete?
c) Mekkora a deltoid keriilete, ha az atl6i kolcso-
nosen felezik egymast?

RAADAS
FELADAT

Egy konvex deltoid teriilete 1365 cm”, a két atl6 hosszdnak dsszege pedig 107 cm.

a) Mekkorak a deltoid atl6i?

b) A feltételeknek megfelel deltoidok koziil mekkorak a legkisebb keriilettinek az oldalai?
c) Van-e legnagyobb keriilet(i a feltételeknek megfelelé deltoidok kozott?

83. lecke | EGYENLETRENDSZEREK A GEOMETRIABAN I. 119
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy derékszdgli hdromszog teriilete 330 cm’, az 4tfogdja
61 cm-es. Mekkorak a befog6i?

Megoldds

61 cm

ycm

[rjuk fel az x és az y segitségével a hiromszog teriiletét és
atfogojanak hosszat! Ez utdbbihoz felhasznaljuk a Pitago-
rasz-tételt is.

xz—y = 330| Xy = 660
2t ye 6 PGS 3721}
Az elsb egyenletbdl: y = % Ezt behelyettesitjitk a ma-
sodik egyenletbe:
X+ (@)2 =3721; x>+ 435600 _ 375,
X x?

Az x* helyett vezessiink be ij ismeretlent, példdul az u-t!

FELADAT

1 s Egyderékszogi haromszog keriilete 40 cm, az atfo-
goja 17 cm-es. Mekkorak a befogdi?

17 cm

ycm

Utmutatds
[rd fel az x és az y segitségével a keriiletet, és hasznald
a Pitagorasz-tételt!

EGYENLETRENDSZEREK
A GEOMETRIABAN II.

Ekkor egyenletiink igy alakul:

u+ 433600 _ 377y,

u? + 435600 = 3721u;
u*— 3721u + 435 600 = 0.

Megoldoképlettel:

L — 3721437217 — 4435600 _ 372143479
1,2 — 2 - 2 >

u, = 3600; u,=121.

Az x tehat olyan pozitiv szamot jel6l, amelynek a négyzete
3600 vagy 121. Tehat x, = 60 és x, = 11.

Szamitasunk azt mutatja, hogy a vizsgalt haromszog egyik
befogodjanak hossza 60 cm vagy 11 cm. A masik befogd

hosszataz y = 6xﬂ egyenletbdl kapjuk meg:

_ 660 _ 660 _ ; _ 660 _ 660 _
= 60 11 és y, P 11 60.
Tehat egyféle haromszog felel meg a feladatunk felté-
teleinek, ennek az egyik befogdja 11 cm, a masik 60 cm

hosszusagu.

2 5 Egy 105 cm hosszu nadszal segitségével rombusz
alaktl papirsarkanyt készitiink. A nadszalat két
részre vagjuk, ezek lesznek a rombusz atléi. A sar-
kanytest keriiletének elkészitéséhez 150 cm hosz-
szu spargara van sziikség. Mekkora a sarkanytest
tertilete?
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3 = Egy deltoid korbe irhatd, azaz hurnégyszog. Kertii-
lete 56 cm. Hosszabbik atléja 20 cm.
a) Mekkorak a deltoid oldalai?
b) Mekkora a koré irhat6 kor sugara?
c) Mekkora a terulete?
d) Mekkora a rovidebbik 4tloja?

4 = Egy ék keresztmetszete lathaté az dbran. A kereszt-
metszet trapéz alakd, egy téglalapbdl és egy hozza
illeszkedd derékszogt haromszogbdl all. A derék-
sz6gli hdromszog befogdi ugyanolyan hosszuak,
mint a téglalap oldalai.

HAZI FELADAT

1 s Egy derékszogii haromszog keriilete 12 dm, egyik
befogdjanak hossza 2 dm.
a) Mekkora a haromszog masik két oldala?
b) A hiaromszog teriilete hany szazaléka a koriilirt
kore tertiletének?

2 = Egy hurtrapéz két alapja egyiitt 20 cm hosszu, a
trapéznak van beirt kore (tehdt érinténégyszog).
a) Mekkorak a trapéz szarai?
b) A beirt kor sugara 4 cm. Mekkordk a trapéz
alapjai?
c) A trapéz teriiletének hany szazalékat fedi le a
beirt kére?

RAADAS

1. Egy derékszogli hdromszdg teriilete 180 cm’, keriile-
te 90 cm. Mekkorak a haromszog oldalai?

X cm

Kovesd az itmutatot!
~ 1Ird fel az x és az y segitségével a két adatot!

A trapéz teriilete 540 mm”. A trapéz hosszabbik
szara 41 mm.
Milyen hosszt a trapéz tobbi oldala?

5 5 Egy derékszogli haromszog teriilete 420 mm’,
egyik befogojahoz tartozé stlyvonala 37 mm.
Milyen hossztiak a haromszog oldalai?

3 5 Egy rombusz keriilete 104 cm, teriilete 480 cm’.
Mekkorak a rombusz atl6i?

4 s Egy konvex deltoid egyik oldala 13 cm, masik ol-
dala 15 cm hosszu. A deltoid szimmetriatengelyét

a masik 4tlé 5 : 9 aranyu részekre osztja.

a) Mekkorak a deltoid atl6i?

b) Mekkora a deltoid tertlete?

c) Mekkora a deltoid beirt kérének sugara? (Az
érinténégyszog beirt korének sugarit a teriilet
és a kertilet felének hanyadosaként is kiszamol-
hatod.)

Ha nem hibaztal, akkor az
xy = 360
¥ty =90 (x+ y)} egyenletrendszert kapod.
- Emeld négyzetre a masodik egyenlet két oldalan all6 ki-
fejezéseket! Ha figyelembe veszed az els6 egyenletet is

(xy = 360), akkor ebbél az x + y = 49 egyenletet kapod.
xy = 360

+y=49

- Mekkorak a haromszog oldalai?

- Oldd meg az } egyenletrendszert!
x
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EGYENLETRENDSZEREK KETJEGYU

85 SZAMOKROL

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Melyik az a kétjegyli szam, amely 18-cal nagyobb a
forditottjanal, és a négyzete 1188-cal nagyobb a for-
ditott szam négyzeténél.

Megoldds

A keresett szam els6 szamjegyét u-val, a masodikat v-vel
jelolik.

Ekkor ez a szam (10u + v)-vel, a forditottja (10v + u)-val
egyenld.

10u+v=10v+ u+18

A feltételek szerint:
(10u 4+ vy = (10v + u)* + 1188

Vera mddszere

a) Egyszertibb alakra hozza a masodik egyenletet:
(10u + v)* = (10v + u)* + 1188
1004’ 4+ 20uv 4+ v*> =100v> + 20uv + u*> + 1188
991’ = 99v* + 1188 /:99
W =v+12

. u=v+2
b) Megoldja az e 412

A masodik egyenletbe az u helyére beirja a (v + 2)-t, ren-
dezi az egyenletet:

(v+2P=v+12; V+4v+4=1"+12;

v=28; v=2.

Ha v = 2, akkor u = 4, vagyis az egyenletrendszernek

} egyenletrendszert.

egy megoldasa van, a (4; 2) rendezett szampar.
Tehat a keresett szam a 42.

2 . Nézziink egy harmadik médszert a megoldasra! En-
nek soran nem a szamjegyekrdl, hanem a kétjegyt
szamokrol {runk fel egyenletrendszert.

Két szamrdl, az x-r6l és az y-rol azt tudjuk, hogy:

x=y+18

{xz = y*+ 1188

A misodik egyenletben x helyébe beirva (y + 18)-at:

(y+18)7 = y*+1188;

Rendezziik at az elsd egyenletet, és hasznaljuk a mérleg-
elvet!

10u+v=10v+u+18 Su=9v+18, u=v+2.

Hogyan folytassuk?

Lehet algebrai atalakitasokkal tovabb lépni. De mivel kétjegyi
szamokrol van szd, melyekrél most mar azt is tudjuk, hogy a
masodik szamjegyiik 2-vel nagyobb, mint az elsé szamjegyiik
(ezt jelenti az utols6 egyenletként felirt u = v +2), lehet ugy is
folytatni, hogy kiprébéljuk a széba jové szamokat.

Gaspar mddszere

a) Felsorolja a széba jovo kétjegyli szamokat:
20, 31, 42, 53, 64, 75, 86, 97.

b) Osszehasonlitja ezeknek a szimoknak a négyzetét a for-
ditottjuknak a négyzetével, kiszamitja a kiillonbségeket:

a 20 forditottja a 2, 20° — 2> =400 — 4 + 1188;

a 31 forditottja a 13, 31> — 13 =961 — 169 + 1188;
a 42 forditottja a 24, 42> — 24’ = 1764 — 576 = 1188;
az 53 forditottjaa 35,  53° — 35 =2809 — 1225 + 1188;
a 64 forditottja a 46, 64" — 46° = 4096 — 2116 + 1188;
a75 forditottja az 57, 75" — 57" = 5625 — 3249 + 1188;
a 86 forditottja a 68, 86 — 68° = 7396 — 4624 + 1188;
a 97 forditottja a 79, 97” — 79° = 9409 — 6241 + 1188.
Tehét a keresett szam a 42.

Y+ 36y + 324 = y*+1188; 36y = 864, ezért

y =24, ésigy x = 24 +18 = 42.

Tehat az a két szam, amelyek kiillonbsége 18 és négyzetiik
kiilonbsége 1188, a 42 és a 24. Ezek kétjegytliek, egymas
megforditottjai, tehat az dsszes feltétel teljesiil rdjuk. Vagyis
a keresett szam a 42.
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FELADAT

15

Melyik az a kétjegy(i szam, amely 4-szer akkora,
mint a szamjegyeinek az sszege, és 2-szer akkora,
mint a szamjegyeinek a szorzata?

Egy kétjegy(li szam szamjegyeinek Osszege 5-tel ki-
sebb, mint a szamjegyek szorzata. Ez a szdm ugy
aranylik a forditottjahoz, mint a 8 a 3-hoz. Melyik
ez a szam?

Egy kétjegyl szam 36-tal nagyobb, mint a for-
ditottja. A szdmnak és a forditottjanak a szorzata
1612. Melyik ez a szam?

HAZI FELADAT

1s

25

Egy kétjegyli szam 2-szer akkora, mint a szamje-
gyeinek a szorzata. A szam ugy aranylik a forditott-
jahoz, mint a 4 a 7-hez. Melyik ez a szam?

Egy kétjegyti szam szamjegyeinek a négyzetosszege
41. A szamnak és a forditottjanak a szorzata 2430.
Melyik lehet ez a szam?

RAADAS

Egy tjabb érdekes megoldas a leckében szerepld kidolgo-
zott feladathoz:
- Két szdam kiilonbségét és a négyzetiik kiilonbségét ismerjiik.

Megkeresem ezeket a szamokat, azutdn ellenérzom, hogy a

nagyobbik szam kétjegyii-e, és a mdsik éppen a megfordi-

tottja-e.

x*—y*=1188, (x+ y)(x —y) = 1188.

Mivel x

x+y=

— y = 18, ezért az el6bbi egyenletbdl:
1188 : 18 = 66.

e

e

Y

Tehat csak az

Oldd meg valés szdmok halmazan az egyenlet-

rendszereket!
a) xy+3x=—-9—3y
x+y=28 }
b) 2x—3y+xy=-19
xy = —56}

Oldd meg valés szamok halmazdn az egyenlet-

rendszereket!
1_1_ x )Y _34
a) L+ =14 b) L+ =15
x+y=16 X+ yt=34

15

Donci azt mondta, hogy ilyen feladatokat 6 is
kénnyen tud ,,gyartani”.

- No, mondj egyet! — kérte 6t Bence.

- Egy kétjegyli szam 28-cal nagyobb a forditottja-
ndl...

— Ne folytasd! - vagott kozbe Bence. — Nincs meg-
oldasa a feladatnak!

- De még nem is mondtam meg a szamjegyek
négyzetének 6sszegét — képedt el Dénci.

- Mindegy az! - valaszolta Bence.

Igaza volt-e Bencének?

X+ y= 66

x—y=18 } egyenletrendszert kell megol-

danunk.

A bal és a jobb oldalak 6sszeaddsaval, illetve kivonasaval
azt kapjuk, hogy 2x = 84, illetve 2y = 48.

Ezért x =42 és y = 24.

A 42 minden feltételnek megfelel, tehdt ez a keresett kétje-
gyl szam.
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SCERERN FGYEDI MODSZEREK

BEVEZETO

A miasodfoku egyenleteknél tanultuk a Viete-formulakat:

Ha az ax’ + bx + ¢ = 0, (a # 0) mésodfoku egyenletnek van két valés gyoke, x, és x,, akkor teljesiil, hogy x, - x, = i; és

b

X+ x,=——.
1 2 a

Alkalmazzuk ezt a tételt az egyenletrendszerek megoldésanal!

KIDOLGOZOTT FELADAT

124

1. Oldjuk meg a Viéte-formuldk segitségével a kovetke-
28 egyenletrendszert:

xy = 360],
x+y=49
Megoldas:

A Viete-formulak szerint a 2 — 49z + 360 = 0 mésodfo-
ku egyenlet gyokei (ha ezek 1éteznek) éppen x és y. Ezeket
kénnyen megkapjuk a megolddképlettel:

_ 49++v/49°—4-360 _ 49+31,
2 b

2

Zl,Z
z,=40; z,=09.

Tehatx=40ésy =9, vagy x=9ésy=40.

2 . Oldjuk meg az egyenletrendszert!
xy = 60
x4 y* =169

Megoldds:

Az elsé egyenlet kétszeresét hozzdadjuk a masodikhoz,
illetve kivonjuk a masodikbdl:

x*+ 2xy+ y* = 169 + 120,

0
(x+yyY =289 x+y==17;
x*— 2xy+ y* =169 — 120,

0
(x—y)P=49; x—y=47.

Most részekre bontjuk az eredményét, és négy igen egysze-
rii els6fokd egyenletrendszert oldhatunk meg:

a) x+y=17é x—y=7, ebbdl (az ,egyenletek 6sz-
szeaddsaval”) 2x = 24 és (,kivonassal”) 2y = 10. Tehat:

x=12; y=05.

Hasonloan eljarva kapjuk a tobbi eredményt is.

ebbdlx =5,y =12;
ebbdl x = —5; y = —12;
ebbdl x = —12; y = —5.

b) x+y=17ésx—y=-7,
) x+ty=—17ésx—y=7,
d) x+y=-17ésx—y=-7,
xy = 60
*+ 97 =169
za: {(12; 5); (5; 12); (—5; —12); (—12; —=5)}

Tehat az } egyenletrendszer megoldashalma-
x

3. Oldjuk meg a Viéte-formulak segitségével az egyen-

letrendszert:
xy =60 ],
x*+y* =169
Megoldds:

Az elsé egyenletbdl lthatjuk, hogy x’y* = 3600, és a
két ismeretlen értéke azonos eldjelli (hiszen xy pozitiv
szam, 60).

Ebbél a z* — 169z + 3600 = 0 masodfoku egyenletet {rhat-
juk fel, mert ennek a gyokei (ha léteznek) éppen x* és y”.

_ 16941169 — 4-3600 _ 169 +119.
2 >

2

21,2
z, =144; z,= 25.

Tehat x° = 144 és y* = 25, ami azt jelenti, hogy x = =12 és

y= E5, vagy

x° = 25 és y° = 144, ami azt jelenti, hogy x = +5 és

y==*t12.

Azonos el6jelli rendezett parokat alkotva megkapjuk az
xy = 60

X+ y* =169

{(12;5); (55 12); (=5 —12); (=12, =5)}.

} egyenletrendszer megolddshalmazat:
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4 . Oldjuk meg R-en az (x*+ 2x—3)(4x—x°)=0
egyenl6tlenséget!

Megoldds:
Abrézoljuk kézds koordinata-rendszerben az
fiROR x—x"+2x—3 és a
g:R—> R, x — 4x — x* fiiggvényt!
Y

<‘: yEd4x-x
/

Az f zérushelyei (—3) és 1, ezeket példaul a megoldd-
képlettel kaphatjuk meg.

A g zérushelyei 0 és 4, ezt az x kiemelése utdn latjuk.

Az f esetében a masodfoku tag egyiitthatdja pozitiv, tehat
olyan, ,felfelé” nyitott parabolat kell rajzolnunk, amely a
(—3) és az 1 helyen metszi az abszcisszatengelyt. A g ese-
tében a mdsodfoku tag egyiitthatja negativ, tehat olyan,

Oldd meg (Viete-formulak segitségével) az egyen-

letrendszert:
X—y=26 |
xy = 507[

Oldd meg (Viete-formulak segitségével) az egyen-
letrendszert:

X’y + xy* = 56 |
xy+x+y=15

Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenl6t-
lenséget!

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg (Viéte-formuldk segitségével) az egyen-

letrendszert:
x*—y*= 36 '
xy = 80|

2 Melyik hegyesszogre teljesiil, hogy
sin @ - cos @ = 0,48?

Raadas | EGYEDI MODSZEREK

»lefelé” nyitott parabolat kell rajzolnunk, amely az abszcisz-

szatengelyt a 0 és a 4 jelzés(i pontjaban metszi.

Az adott szorzat értéke akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0,

vagyis a (—3), a 0, az 1 és a 4 helyen, és akkor pozitiv, ami-

kor a két tényez6 azonos eljelli, vagyis a ]—3; 0[ (ekkor

mindkét tényezd negativ) és az ]1; 4[ intervallumon (ekkor

mindkét tényez6 pozitiv).

Tehat az adott egyenl6tlenség megoldashalmaza:

M=[-3;0]U[1;4].

Az egyenlétlenség tényezdit egy korabbi Raadas leckében

latott tablazattal is vizsgalhatjuk. Készitsd el a tablazatot

a szorzatfiiggvény két tényezdjére vonatkozdan, mindkét

fiiggvény zérushelyeit felvéve a tablazatba!

C+2—3 5
4x— x>

5. Oldjuk meg az R alaphalmazon az
egyenl6tlenséget!

Megoldds:

Egy tort akkor 0, ha a szamlal6ja 0, de a nevezdje nem 0, és
akkor pozitiv, amikor a szamlalo és a nevezd azonos el&jelii.
Ezért ennek az egyenl6tlenségnek a megoldashalmaza
a nevez6 zérushelyeinek kivételével megegyezik az el6z6
egyenl6tlenség megoldashalmazaval:

M=[-3;0[U[1;4].

2(1+ 2x) -

X—x—6

Utmutaté: rendezd az egyenl6tlenséget ugy, hogy a
jobb oldalon 0 alljon!

Igazold,hogyhaaza,abésacolyanval6sszamok,ame-
lyek esetében (a+ b+ c)a—b+c)> (a—c)
akkor az ax® + bx + ¢ = 0 egyenletnek nincs gyo-
ke a val6s szdamok halmazaban!

Utmutaté: Hozd egyszeriibb alakra az adott egyen-
l6tlenséget a mérlegelv felhasznalasaval, majd vond
le a kovetkeztetéseket! Ne feledkezz meg az a = 0
eset vizsgalatarol sem!

Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenl6t-

@
Y

lenséget!

x*— 8x+ 12 <0
5x — x°
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86 GYAKORLAS

FELADAT

1 = Hogy hivjdk a Horvath gyerekek édesapjat, ha 3 = Tamaésnak 4j motorja van. Egy 75 km-es utat ter-

a névnapjardl a kovetkezdket tudjuk: a hénap és vezett be a probattra. Dezs6 negyed 6raval késébb
a nap sorszamanak Osszege 15, szorzata pedig 54? indult utana, és éppen a célnal érte utol. Dezsé at-
lagsebessége 10 % -val nagyobb volt, mint Tama-

2 =5 A Téth csalad szinhazba késziil, Hajni megy jegyet

§ g ?
venni. Az édesapa a legjobb hely 4rat vette figye- o A o L LS

lembe, kiszamolt Hajninak 21 ezer forintot. Koz-

!
ben kideriilt, hogy nagypapa és nagymama nem 4 > Oldd meg az egyenletrendszereket!

=1
tudnak jonni. A legdragabb jegyek mar elfogytak, a) 2x * 5)/ 1
ezért Hajni 500 forinttal olcsébbakat vasarolt. Igy r vy 2
12 800 forintot fizetett. Hanyan mentek a szinhdaz- 20+ 5y—9=0
B {3x+(x+y)2+9:(x+3)2—(y—3)2

HAZI FELADAT

1 s Egy fagerenda 90 kg, egy néla 2 méterrel hosszabb
vasgerenda pedig 160 kg. A vasgerenda métere
5 kg-mal nehezebb 1 méternyi fagerendanal. Mi-
lyen hosszuak ezek a gerendak?

2 s Mikor van Bence sziiletésnapja? A honap és a nap
sorszamanak szdmtani kézepe 10, szorzata pedig
91.

3 s Két szam 6sszege ugyanannyi, mint a két szam szor-
zata és mint a két szam hanyadosa. Melyik ez a két

szam?

4 s Oldd meg az egyenletrendszereket!

x—y=9
a){5_4_,

x oy

(8x+yy  (9—3xp __
b) 1 + 3 =5y—16

10x+y—10=0
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EME

LT SZINT

Négyzetgyokos egyenlotlenségek

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazin a kovetkezd
egyenl6tlenségeket!
a) v-x"+x+6<-5 ¢) Vv-x*+x+6>x
b) Vv-x’+x+6>-5 d) v-x’+x+6<x
Megoldds

Mindegyik esetben a —x’+ x+ 6=>0 egyenlétlenség

m

a)

b)

<)

egoldashalmaza az értelmezési tartomany.

A négyzetgyok értéke nem lehet negativ, ezért
(—5)-nél kisebb sem, tehat ennek az egyenl6tlenségnek
nincs megolddsa, megoldashalmaza az tires halmaz.
Minden olyan szam megoldésa az egyenl6tlenségnek,
amelyet behelyettesitve a négyzetgyok alatti polinom
helyettesitési értéke nemnegativnak adédik. Ezért az
egyenl6tlenség ekvivalens a —x>+ x+ 6 >0 egyen-
l6tlenséggel, vagyis a megoldashalmaz éppen az egyen-
let értelmezési tartomanya.

A bal oldal szorzattd alakithat6: (3 — x)(x+2)=0.

Akar a tényezOk elbjelének vizsgalataval, akar az

x ——x"+ x + 6 masodfoku fiiggvény abrazolasa alap-

jan [zérushelyek a (—2) és a 3, a parabola lefelé nyitott]

kapjuk: —2 < x < 3.

Az egyenl6tlenség megolddshalmaza: [—2; 3].

Elegend6 az értelmezési tartomanyban keresni a meg-

oldasokat. Ezt az alaphalmazt bontsuk két diszjunkt

halmazra!

- Ha x < 0, akkor a b) feladatban elmondottakat al-
kalmazva azt kapjuk, hogy a [—2; 3] intervallumnak
minden negativ eleme megoldasa az egyenl6tlenség-
nek: a valasztott alaphalmazban [—2; 0[ a megoldas-
halmaz.

- Ha x > 0, akkor a [0; 3] intervallumnak mindazok
az elemei megoldasai az egyenl6tlenségnek, amelyek
a négyzetre emeléssel kapott egyenlétlenségnek is
megoldasai (a négyzetre emelés ekvivalens 4talaki-
tas ezen az alaphalmazon).

X+ x+6>x, 28 —x—6<0.

A 2x* — x — 6 = 0 egyenlet gydkei (—1,5) és 2, tehit az

—x*+ x+ 6 > x* egyenldtlenség megoldéshalmaza a

valds szamok halmazan a |—1,5; 2[ intervallum.

A valasztott alaphalmazon a [0; 2[ intervallum a
megoldashalmaz.

86. lecke | GYAKORLAS

d)

Osszefoglalva: A v/—x>+ x+ 6 > x egyenlétlenség
megoldashalmaza a

[—2; 0[ U [0; 2[ = [—2; 2[ intervallum.

A két fuggvény grafikonja egy félkor, illetve egy egye-
nes. A rajzrél leolvashatd, melyik grafikon melyik he-
lyeken van a masik ,,folott”

yA

2y

Itt is elegendd az értelmezési tartomanyban keresni a
megoldasokat. Az alaphalmazt bontsuk két diszjunkt
halmazra!
- Ha x <0, akkor az egyenlétlenségnek nincs meg-
oldasa, hisz a négyzetgyok értéke nem lehet negativ.
- Ha x = 0, akkor a [0; 3] intervallumnak mindazok
az elemei megoldasai az egyenl6tlenségnek, amelyek
a négyzetre emeléssel kapott egyenlétlenségnek is
megoldasai (a négyzetre emelés ekvivalens atalaki-
tas ezen az alaphalmazon).
—x*+x+6 <x*, 2x’—x— 6> 0. Ennek megoldés-
halmaza a valds szimok halmazan az R\ [—1,5; 2], te-
hat a [0; 3] intervallum 2-nél nagyobb elemei tartoznak
ehhez a halmazhoz. A ]2; 3] intervallum elemei adjak
az x = 0 halmazban a megolddsokat.

Osszefoglalva: A v/ —x>+ x+ 6 < x egyenlétlenség
megoldashalmaza a ]2; 3] intervallum.

Oldd meg az egyenl6tlenségeket!
a) V—x’—4x+21 >3

b) v—x*—4x+21 <3

c) v—x’—4x+21 >x+3

d) V—x’'—4x+21 <x+3
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87 ERETTSEGI FELADATOK

FELADAT

A masodfoku fiiggvények, egyenletek, egyenl6tlensé-

128

gek, egyenletrendszerek allandé szerepl6i a matema-

tika érettségi vizsgaknak. Osszegytjtottiink néhéanyat

a témahoz tartozo feladatok koziil. Ezeket onélléan,

parban vagy csoportmunka keretében is feldolgozhat-

jatok. A feladatok néhol nem az eredeti szovegiikkel

szerepelnek.

15

Jelolje meg annak a kifejezésnek a bettijelét, ame-
lyik az ax® + dx + e = 0 egyenlet diszkriminénsa,
haa #0!

a) d*— ae b) d*— 4ae c) vd*— 4ae
(A 2006. februari kozépszintt érettségi 9. feladata.)

a) Abrazolja a [—2; 4] zart intervallumon értel-
mezett, x —(x— 1,5)*+ 0,75 hozzarendelés-
sel megadott fiiggvényt!

b) Allapitsa meg a fenti fiiggvény minimumaénak
helyét és értékét!

c) Oldja meg a valés szamok halmazin a
v x*— 3x+ 3 =1— 2x egyenletet!

(A 2006. oktdberi kozépszintl érettségi 13. felada-

ta nyoman.)

3

Oldja meg a valés szdmok halmazan az alabbi

egyenletet!
2

X = 10x—24 _ 4,
X—x—6

(A 2007. majusi emelt szintl érettségi 1. feladata
nyoman.)

a) Oldjamega 74 x <—2-(x— 2) egyenlStlen-
séget a valos szamok halmazan!

b) Oldja meg az x>+ x — 6 < 0 egyenlStlenséget
a valds szamok halmazéan!

c) Legyen az A halmaz az a) alatti egyenlétlenség
megoldashalmaza, B pedig a b) alatti egyenl6t-
lenség megoldashalmaza. Adja meg az A UB,
ANB ésa B\ A halmazokat!

(A 2007. majusi kozépszintl érettségi 13. feladata

nyoman.)

Oldja meg a valds szamparok halmazan a kévetke-
26 egyenletrendszert!

x -y = 600

(x—10)(y + 5) = 600}

(A 2008. oktoberi kozépszintt érettségi 13. fela-
data.)
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HAZI FELADAT

1 = Adja meg a valés szamok halmazanak azt a legb6-

vebb részhalmazat, amelyen a v —x kifejezés értel-
mezhetd!
(A 2009. majusi kozépszintl érettségi 7. feladata.)

A valés szamok halmazan értelmezett f masodfoka

Y

tuggvény grafikonjat gy kaptuk, hogy a g: R > R,
g(x)= %xz fuggvény grafikonjat eltoltuk az x ten-

gellyel parhuzamosan pozitiv irdnyban 2 egységgel,

majd az igy kapott grafikont eltoltuk az y tengely-

lyel parhuzamosan negativ iranyban 4,5 egységgel.

a) Adja meg az f fiiggvény hozzarendelési utasita-
sat képlettel!

b) Hatarozza meg f zérushelyeit!

c) Rajzolja meg az f grafikonjat a [—2; 6] intervallu-
mon!

d) Oldja meg az egész szamok halmazan a kovet-
kez6 egyenlétlenséget!

%x2S2x+%

(A 2009. majusi kozépszintl érettségi 17. feladata.)

EMELT SZINT

1 > Oldja meg az aldbbi egyenletet a valos szamok hal-

mazan!
V41 +Vx*—-3=2

(A 2008. majusi emelt szint(i érettségi 2. feladata.)

2 5 a) Abrazolja derékszdgli koordindta-rendszerben az

f:[0; 7]~ R, f(x)=|x*— 6x + 5| fiiggvényt!

b) Adja meg fértékkészletét!

c) A pvalds paraméter értékétdl fiiggden hany meg-
olddsa van az |x*— 6x+ 5|= p egyenletnek a
[0; 7] intervallumon?

(A 2005. oktoberi emelt szintl érettségi 4. feladata.)
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3

Adott a valés szamok halmazin értelmezett

x = 2x° — 4x — 6 fiiggvény.

a) Szamitsa ki a fiiggvény zérushelyeit, és szami-
tassal hatarozza meg a fiiggvény minimumanak
helyét és értékét!

b) Abrézolja a fiiggvényt a [—2; 4] intervallumon!

(A 2006. februari kozépszintti érettségi 13. fela-

data.)

Az f és g fiiggvényeket a valds szamok halmazan
értelmezziik a kovetkezé képletek szerint:
f(x)=(x+17—-2, g(x)=—x—1.

a) Abrazolja derékszogli koordindta-rendszerben
az f fuggvényt! (Az dbran szerepeljen a grafi-
konnak legaldbb a —3,5 < x <1 intervallum-
hoz tartozo része!)

b) Abrézolja az el6z6 koordinita-rendszerben
a g fuggvényt!

c) Oldja meg az (x +1)— 2 <—x—1 egyenl6t-
lenséget!

(A 2006. februari kozépszintti érettségi 13. fela-

data.)

Legyen f és g is a valds szamok halmazan értelme-

zett fiiggvény:

-1, hax < -1
flx)=12x4+1, ha-1<x <0, és
1, hax=0

g(x)=x*—2.

Abrézolja ugyanabban a koordindta-rendszerben
mindkét fiiggvényt! Oldja meg az f(x)= g(x)
egyenletet!

(A 2009. majusi emelt szintd érettségi 4.a) feladata.)

Oldja meg a valds szdmok halmazan az x> —|x|= 6
egyenletet!
(A 2008. oktdberi emelt szint(i érettségi 1.b) feladata.)
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CSOPORTMUNKA

Alkossatok négyfés csoportokat!

1 . Xiigynoknek 30 perce van arra, hogy egy kod segitségével hatas-
talanitson egy artalmas szerkezetet. Ha els kisérlete nem sikeriil,
akkor az artalmas gép azonnal megkezdi miikodését. Ez pedig be-
lathatatlan kévetkezményekkel jarna...

A kdd ,,szerz6je” esélyt adott a sulyos és dramai események elkertilésé-
re, ugyanis pontos leirast helyezett el a szerkezeten arra vonatkozoéan,
hogy mi a teendd. A hatdstalanitas sikeréhez sziikség van X tigynok
matematikatuddsara is. Segitsetek X tigynoknek elharitani a ve-
szélyt! LEET
Oldjatok meg az 1-5. feladatokat, és hozzatok nyilvanossagra — =

a hatastalanitds modjat! Az a csoport, amelyik el8szor irja fel o

a jo eljarast, jutalomban részesiil. Amikor minden csoport nyilvanossagra hozta az eredményét, akkor a mentdakcio
véget ér. Amig van olyan csoport, amelyik nem végzett a munkajaval, addig a mar végzettek egyszer javithatnak javas-

latukon.
1. feladat
Melyik szém a 0 <—x*>+ 6x — 5 egyenl6tlenség megoldashalmazanak a legna- Jelold ezt a szdmot A-val!
gyobb eleme?
2. feladat it y=4
Hany megoldésa van az ); 12} egyenletrendszernek? Az eredményt jelold a B betitvel!
=y =

3. feladat
A kovetkez egyenletek koziil hany ekvivalens a " = 4 egyenlettel?
Qx+1)(3—x)+22=0; x*—2x=15; x(x+1)—22=03—x)(1 —x);

(x+3)(x—5)=1; (x+4P=8L; Vx’+11=6; 3v/x+4=09.

2%’ —18
A kapott szémot jelold C-vel!

4. feladat
Allapitsd meg, hogy a kovetkezd egyenletek koziil hany olyan van, amely nem ekvi-
2
valensa 25 =18 _ 4 egyenlettel, de a kovetkezményegyenlete ennek! A kapott szémot jelold D-vel!

(2x+ 1)(3£x) +22=0; x*—2x=15; x(x+1)—22=06B—x)(1 —x);

(x+3)x—=5 =1 (x+47=8L VYx'+11=6 3vVx+4=09.

5. feladat Az egyenlet két gyokének a négyzet-
Oldd mega v Ax*+ D = Bx + C egyenletet! dsszegét jelold E-vel!

Billentytizd be a hatdstalanito késziilékbe az ABCDE otjegyii szdmot, és utdna nyomd meg a piros gombot! Ha a megfelel6

szdmot irtad be, akkor az drtalmas kodot kivégezted, DE HA NEM ...

2 . Azelsé 3 helyezett csapat mutassa be, milyen egyszerti médszereket alkalmazott a hatastalanitds érdekében!
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HAZI FELADAT

1 s Oldd meg az egyenl6tlenségeket! 9000 forint lett. Hany kilé almat adott el az arus
3 . az els6 napon, és mennyi volt ekkor az alma egy-

a) PO <0 c 244 >0 ségdra?
b) — 3 <o d —*X—>0 3 5 Szigor Lajos havi bérét 167 400 forintra emelték.
x—4 -4 Sima Bianka bére 20 ezer forinttal tobb volt a bér-
emelés el6tt, mint Szigor uré, 4m Bianka 2%-kal
2 5 Egy gyiimolcsarus egyik nap 7500 Ft-ért adott el kevesebb béremelésben részesiilt, igy 185 500 fo-
almat. Masnap 10 forinttal olcsobban adta az alma rint lett a fizetése. Mennyi volt Szigor ur havi bére
kilojat. Igy 25 kiloval tobbet adott el, mint el6z6 az emelés el6tt, és hany szazalékos volt a béreme-

nap, az almaeladdsbol szarmazé bevétele pedig 1ése?

RAADAS

Egy cégnél 24 cm széles, téglalap alakd vékony badoglemezbdl ereszcsatornat készitenek a lemez széleinek felhajlitdsaval.
Mekkora a legnagyobb ateresztéképességti csatorna keresztmetszetének tertilete, ha

a) téglalap keresztmetszettel készitik el;

b) alemez két oldalan szimmetrikusan egy-egy negyedkorivet hajlitanak fel a csatorna-keresztmet-
szet kialakitasahoz?

c) Ha eldugul a csatorna lefolydja, akkor hany liter vizet tarolhat a b) feladat szerint készitett eresz-

csatorna 25 méter hosszisagu szakasza?

d) A haztet6kon legtobbszor lathato ,,kozonséges” ereszcsatornat milyen keresztmetszettel készi-
tik? Miért?

' 88. lecke | CSOPORTVERSENY
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FELADAT

15

132

Oldd meg a kovetkez6 egyenlStlenségeket!

a) 3x—x*<0

b) x*—4,5x—9<0

Egy téglalap 4tléi 20 cm-esek, teriilete 192 cm’.
Mekkora a téglalap kertilete?

Oldd meg az egyenl6tlenségeket!
a) [x=7|-3<0
b) |2 - 2x| < 4

Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletet!
9x*—37x’+4=0

Iskolai kirandulas tervezésekor kiszamitottak, hogy
osszesen 98 000 forintot kell az osztaly tanuldinak
befizetniiik. Szeptemberben kideriilt, hogy harom
tanul6 nem tud elmenni, igy 92 500 forintra valto-
zott a befizetendd 6sszeg. Ennek ellenére az eredeti-
leg tervezettnél 200 forinttal tobbet kellett fejenként
befizetniiik, mert az arak is emelkedtek. Hany ta-
nulé ment végiil kirandulni, és hany forintot kellett
fejenként befizetnitik?

Egy vegyipari cég havonta x kg terméket allit eld.
Egy kg terméket (32 — 0,02x) eurdért tud eladni. Az
elallitss koltsége eurdban (0,1x° — 45x + 12.000).

%
A

el
&\

©
)

105

Hény kg termék el6allitdsa esetén lesz a cégnek
nyeresége ebb6l a termékbdl, ha feltételezziik, hogy
amit eldallit, azt el is tudja adni?

Egy egyenldszard hiromszog teriilete 156 mm’. Az
alap és a hozza tartoz6 magassag 0sszege 58 mm.
a) Mekkora a haromszog alapja?

b) Milyen hosszuak a haromszog szérai?

Egy kétjegyli szam nyolcszor annyi, mint szamje-
gyeinek Osszege. A szamjegyeinek szorzata 5-tel
tobb, mint a szamjegyek Gsszege.

Melyik ez a szam?

Egy derékszogli utkeresztez6désbdl indul két ke-
rékparos. Az els6 észak felé, és masodpercenként
4,5 m-t tesz meg. A méasodik 5 masodperccel ké-
s6bb indul kelet felé, és masodpercenként 5,5 m-t
tesz meg.

Hany masodpercig lesznek — légvonalban - 500 m-
nél kozelebb egymashoz?

Patakiék a kandall6juk mellett 28 db faronkot sze-
retnének egy guldban elhelyezni az abran lathat6
moddon. Héany faronkot tegyenek az alsé sorba,

hogy mind a 28-at el tudjék igy helyezni?
(OKM-feladat, 2012, 99/71. feladat)
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Oldd meg a kovetkezd egyenlStlenségeket!
2x—2>x (2x+15P+x—3<0

Két szam szorzata % Reciprokaik osszege % Me-

lyik ez a két szam?

Egy cég az egyik termékébdl minden honapban x da-
rabot allit el. Az eldallités koltsége a k(x) = x* + 1176
Osszefiiggéssel szamolhatd, eurdban. Egy terméket
70 eurdért tudnak eladni.

Hany termék elddllitasa esetén lesz nyereséges ez a
termék a cégnek?

A Tbéth csalad 6820 Ft-ért vasarolt palantakat. Ha a
30 Ft-tal dragabb palantakbdl vasarolnak, és 2-vel ke-
vesebbet vettek volna, akkor 6800 Ft-ot fizettek vol-
na. Milyen aron vették a palantakat?

Egy derékszogli haromszog keriilete 90 cm, atfogdja
41 cm. Mekkorak a haromszog befogdi?

/q k=90 cm

41 cm

RAADAS

Els6foka és masodfoka egyenletek megolddsara van al-
talanos modszeriink. Természetesen vetddik fel a kérdés,
hogy a harmadfokd, negyedfoku, illetve magasabb foku
egyenletek megoldasara is létezik-e altaldnos eljards, van-e
»megoldoképlet”.

Bizonyos harmadfoku egyenleteket nem nehéz algebrai
titon megoldani. Példdul az x* — 1 = 0 (dtrendezve: x’ = 1)
egyetlen valés megoldasa az x =1, vagy az X’ —x =0
egyenlet valos megolddsai a 0, az 1 és a —1. Ezt az egyenlet
x(x — 1)(x + 1) = 0 alakjabdl azonnal lathatjuk.

Az 4ltalanos harmadfokd egyenlet algebrai megolddsat
1545-ben adta meg Girolamo Cardano italiai matematikus
az Ars Magna cimt munkdjaban, Niccolo Tartaglia megol-
dasa alapjan. Ugyanebben a miben jelent meg Cardano ta-
nitvanyanak, Lodovico Ferrarinak az altalanos negyedfoku
egyenlet megolddsara vonatkozé eljarasa is.
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Oldd meg a kovetkezd egyenl6tlenségeket!
3x* — 2x <1 (x=3p>2x—7

Egy tizemben tobbféle terméket gyartanak. Az
egyik termékiikbdl x darab el6éllitdsanak koltsége
k(x) = x* + 3120 (eurd). Ezt a terméket 113 eurdért
aruljak. Hany darab termék gyartasa esetén lesz nye-
reséges ez a termékiik? (Feltessziik, hogy el is tudjak
adni, amit eléallitanak.)

Kélman és baratai a Bodrogon vizitaraznak. 3,5 km-
re tavolodnak el a tdborhelytdl, majd visszatérnek.
A folyén lefelé 3,5-szer akkora a sebességiik, mint
folfelé. Mekkora lenne a fitk 4tlagsebessége alloviz-
ben, és mekkora a Bodrog sebessége , ha tudjuk, hogy
az oda és visszautjuk osszesen 100 percig tartott?

Egy téglalap teriilete 14,7 cm’. Ha az egyik oldal4t
2 cm-rel megnoveljiik, a mésikat 1 cm-rel csokkent-
jiik, akkor a teriilete 2,9 cm’-tel nagyobb lesz. Mek-
korak a téglalap oldalai?

Egy derékszogli haromszog atfogdja 5,2 dm, teriilete
4,8 dm”. Mekkorak a haromszog befogéi?

5,2 dm
t=4,8dm’

Cardano modszerének egyik érdekessége a casus irredu-
cibilis-nek nevezett eset [ejtsd kdzusz irreducibilisz, azaz
(egyszeriibbre) vissza nem vezetheté eset]: ha a harmad-
foka egyenletnek harom kiilonb6z6 valds szam a megolda-
sa, akkor az egyenlet ,,megoldoképletében” negativ szamok
négyzetgyokeivel kell dolgoznunk. Ez a probléma vezetett el
késébb a szdmfogalom tovabbi bévitéséhez, az tgynevezett
komplex szamok megalkotasahoz.

A masodfoku egyenletekhez konnyen talaltunk olyan
megoldoképletet, amely az egyiitthatokbdl kiindulva a
négy alapmiivelet és gyokvonas segitségével az egyenlet
Osszes gyokét megadja. Amint lattuk, van ilyen médszer a
harmad- és negyedfoku egyenletekre is. Azonban egy nor-
vég és egy olasz tudds csaknem 200 évvel ezel6tt bebizo-
nyitotta, hogy 6t6d- és annal magasabb foku egyenletekre
nincs altalanos képlet vagy megoldasi médszer. Ez az un.
Abel-Ruffini tétel.
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenlétlen-
séget!

a) 2%°—11x—6<0

b) —10x”+21x— 9 <0

a) [2x—6]=4

1.3
b) ‘Zx 2’<5

Egy fiiggélegesen felfelé dobott test x masodperc
mulva h(x) = 32x — 5x° méter magassagban van. Me-
lyik idétartamban van magasabban, mint 40 méter?

Egy cég a kovetkezd félévben akkor oszt prémiumot a
dolgozok kozott, ha a nyereség tobb lesz, mint 2 ezer
eur6. A cég szamitasai szerint x db termék forgal-
mazésa esetén a nyereség f(x) = 57x — 0,3x” eur6, és
x < 95. Hany terméket kell ahhoz forgalmazni, hogy
prémiumot kapjanak a dolgozék?

A Coulomb-torvény szerint két, egymastol r tavolsag-
ra 1évé pozitiv toltés kozott a kovetkezd nagysagu ta-

- k%; ahol Q, és Q, a toltések
Nm’ _

CZ

szitd er6 1ép fel: F

nagysaga, és k pedig egy allandé, k = 9-10°

Mekkora tavolsagra vannak egymistol a Q, és Q,
toltések (Q, =3,84-10°Cés Q,=2,16- 107 C), ha
a koztiik 1év6 taszitd erd nagyobb, mint 12 N?

Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenletrend-

szert!
xy =48
2x + 0,5y = 6,8}
0Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletrend-
szert!
(x+ 1+ (y+2y=65
x+2y=1 }

Oldd meg a valds szamok halmazan az egyenletrend-
szert!

x+y=4
Y —x+5y= 51}

9>

10>

115

125

135

14>

155

16>

17>

18>~

19>

Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenletrend-

szert!

x—y—2xy=4,5
X -_2
y

Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenletrend-

szert!
x—y:g

1_1__10
Xy 9

Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan!
a) 45x'—11x*—4=0
b) 8x°+7x°—1=10

Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan!
(6x> — 9x)-(6x" + 9x) = 2x* — 35

Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan!

60(x+ %)2 — 304(x+ %

)+377=0

Melyik hegyesszogre teljesiil a kovetkezd egyenlet?
a) sin@+ 1,3sina—1,4=0

b) 3cos’ @+ 5,6cos @ — 6,4 =0

Két pozitiv szam szdmtani kozepe 5,65, mértani ko-
zepe 5,6. Melyik ez a két szam?

Két szam szorzata 3,75; a négyzetiik 6sszege 8,5. Me-
lyik ez a két szam?

Két negativ szam szorzatdnak a négyzete 1089, Gsz-
szegének a négyzete 132,25. Mennyi a kiillonbségiik
négyzete?

Egy téglalap alaku kert egyik oldala 12 méterrel hosz-
szabb, mint a masik. A teriilete 728 m*. Milyen hosz-
szuak a kert oldalai?

Egy téglalap két oldalanak kiilonbsége 14 cm. Az atl6i
61,6 cm hossztak.
a) Mekkorak az oldalai?
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24>

25>

b) Mekkora szoget zarnak be egymassal a téglalap
atloi?

Egy kirandulashoz a busz bérlése 96 000 forintba
keriil. Az utolsé napon kideriil, hogy még egy je-
lentkez6 csatlakozik a csoporthoz, ezért a szervez6k
orommel kiildik az {izenetet, hogy a busz egy fére
szamitott koltsége 400 Ft-tal kevesebb lesz a terve-
zettnél. Hanyan mennek kirandulni?

Egy rendezvényen a palyazati keretbél minden 6n-
kéntes segitének vesznek a szervezk egy doboz
bonbont. 19 320 forintért vésarolnak, mindenkinek
ugyanazt a bonbont adjak. Ha kett6vel tobb 6nkén-
tes lett volna, akkor 80 Ft-tal olcsébb bonbont kapott
volna mindenki, s ugyanannyit kéltéttek volna. Hany
onkéntes segitd volt a rendezvényen?

Egy munkagép két hatsé kereke 15 cm-rel nagyobb
sugaru, mint az elsék. 230 méteres titon a hatsé kere-
kek 36-tal fordulnak kevesebbet, mint az els6k. Mek-
kora a kerekek atméréje?

Egy 13 cm X 20 cm-es fénykép mogé akkora téglalap

alaka fehér lapot ragasztunk, hogy a képet koriilve-
v0 fehér sav teriilete megegyezzen a kép teriiletével.
A sav szélessége minden oldalon ugyanannyi. Milyen
széles a sav?

Egy véza alakja négyzet alap egyenes hasab. 432 cm’
viz fér bele. A négy fiiggéleges oldallapjanak teriilete
dsszesen 288 cm’. Milyen magas a vdza?

Egy 100 és 200 kozotti 3-jegyt szam szamjegyeinek
szorzata 18. Ha minden szamjegye helyett a kettével
nagyobb szamjegyet irjuk, akkor a szamjegyek szor-
zata 120. Melyik ez a szam?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

27

Y

Y

28

29>

Egy derékszogtli keresztez6désbol egyszerre indul két
autd, az egyik dél felé, a masik nyugat felé. két perc
mulva 2800 méter tavol lesznek egymastdl. A dél felé
tart6 aut6 2,5 méterrel tobb utat tesz meg egy masod-
perc alatt, mint a masik. Mekkora az autdk sebessége?

Egy téglalap alakd kert koriilkeritéséhez 100 m keri-
tést hasznaltak. A kert két legtavolabbi pontja 36,7 m
tavol van egymadstol. Mekkora a kert teriilete?

Egy téglalap kertilete 128 mm. A téglalap minden ol-
dala, mint atméré folé kifelé egy-egy félkort rajzolok.
A félkorok teriiletének dsszege 16,34 cm’. Mekkordk
a téglalap oldalai?

Egy biciklitarat tervez Pisti és Karcsi. — A szokasos at-
lagsebességiinkkel 86 km-t tehetnénk meg. — mondja
Pisti. De Karcsi hozzateszi:

km ) nagyobb 4tlagsebességgel halad-

h
nank, és fél draval tobbet tekernénk, akkor 10,8 km-

rel hosszabb utat is teljesithetnénk.

- Ha 04

Mekkora a ,,szokasos” atlagsebességiik?

Két ellenallast sorosan kapcsolva az eredé ellenallas
6 Q. Ugyanezeket az ellenallasokat parhuzamosan
kapcsolva az eredé ellendllds 1,365 Q). Mekkorék az
ellenallasok?

(R, és R, ellenallasokat sorosan kapcsolva az ered6
ellendllas R, + R,. Parhuzamos kapcsolds esetén az

eredd ellenalls reciproka 1,1

Rl RZ
Kétfajta gyiimolcsot vettiink az osztalykirdndulasra;
kortébdl 5 kg-mal tobbet, mint szilvabol. A korte
3200 forintba keriilt, a szilvaért 1320 forintot fizet-
tiink. 1 kg szilva 80 forinttal olcsébb, mint 1 kg korte.
Hany kg kortét és hany kg szilvat vasaroltunk?

TR we—
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1 s Egy gazda a kertjében négyzetracs alakzatban alma-

fakat iltet, a kertet pedig feny6fakkal veszi koriil,
hogy a gyiimolcsost megvédje a széItsl.

=1 n=2 n=3 n=4
o0 o000 O o000O0O0GO 00000 O0GCOOO
oo oo [ N ] o0 [ ] [ X} LN ] [ [ J [ N ]
o0 o [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ N J [ N ] [ N ] [ ] [ N ] [ N J o o [ N ]
[ N N N N J [ ] [ ] [ ] [ ]
[ N ] [ ] [ N ] [ N J [ ] [ ] [ N ]
000000 [ ] [ ]
o = fenyéfa e © © oo
® = almafa

XXX
Az ébrékon ez a faiiltetés lathato: leolvashaté az al-
mafak és a feny6fik elhelyezkedése kiilonb6z6 szamu
fasor esetén. (n = az almafasorok szdma)

Egészitsd ki a tablazatot a fiizetedben!

a) n Almafék szdma Fenyd6fak szama
1 1 8
2 4
3
4
5

b) Mennyivel né a feny6k szama, ha az egy sorban
1év6 almafak szamat 1-gyel noveljiik?

c) Az aldbbi két képlettel szamolhato ki kertenként
az almafék és a feny6fak szama:
almafik széma = n’,
feny6fak szama = 8n, ahol n az almafasorok sza-
mat jeloli.

Magyarazd meg, miért!

d) Egy bizonyos n érték mellett az almafak szama
megegyezik a feny6fdk szamaval. Melyik ez az
n érték? Ird le, hogyan szamoltad ki!

e) Tegyiik fel, hogy a gazda sokkal nagyobb gyiimol-
csOst szeretne, ezért még tobb fat iltet. A gyii-
molcsos bévitése soran melyik fog gyorsabban
néni: az almafak vagy a feny6fak szama? Vélaszo-
dat indokold!

2>

W
Y

Az dabran egy négyzet alaka

tveglap mintdja lathatd, amelyet
fémszal segitségével készitettek.

A fémszélakat z6ld vonal jeloli.
Melyik képlettel szamithaté ki a
annak a fémszélnak a hosszusaga, amelyet az a oldal-

hossztisagu tiveglap mintdjahoz hasznaltak? (A min-
taban negyedkorivek lathatok.)

2a (V2 + )

a- (V2 +2r)

a) a-(2V2+71) ¢
b) a-(Y2+m) d)

Géza kiadd lakast keres internetes aprohirdetések-
ben. Keresési szempontnak bedllithatja a szobak
minimalis és maximalis szdmat, a lakas allapotat és
a fiités tipusat. Ha nem ad meg semmilyen szem-
pontot, Osszesen 243 hirdetés jelenik meg. Ha beirja,
hogy legalabb 2 szobas és felujitott lakast szeretne,
mar csak 54 hirdetés jelenik meg. Ha azonban csak
azt adja meg feltételnek, hogy a lakas feldjitott legyen,
Osszesen 103.

Haény olyan felujitott lakast hirdetnek, amelynek ket-
t6nél kevesebb szobdja van?

a) 28 c) 59
b) 49 d) 82

A kinyomtatott fényképek mindségének egyik jel-
lemzéje a felbontds, amit dpi-ben (dpi = dot per
inch) adnak meg. A dpi értéke megmutatja, hogy
inchenként hany pontot készit a nyomtat6 a kép ki-
nyomtatasa soran. Kalman nyomtatéjanak felbontasa
400 dpi. Kdlman utananézett, hogy 1 inch koriilbelil
2,54 cm-nek felel meg.

Hény képpont taldlhaté a Kalmdn nyomtatéjaval
nyomtatott fénykép 1 cm hosszusagu szakaszan?

a) 62 c)
b) 157 d)

1024
400



A kovetkezd abra egy egyszer

"wor

"o

Gsitett térkép, amelyen a betiik falvakat, a vo-

nalak utakat jelolnek. A vastag vonallal jel6lt utak feltjitas miatt le vannak

zarva.

"oz

Déntsd el, melyik igaz, illetve melyik hamis a kovetkez6 allitasok kozl!

A: A térkép szerint V-n keresztiil semmiképp nem lehet eljutni Z-bél

A-ba ugy, hogy kozben egy telepiilést sem érintiink kétszer.

B: Ahhoz, hogy valaki Z-bél T-be jusson, mindenképp utba kell ejtenie

L telepiilést.

C: Z-bol A-ba lehet jutni a kovetkezd utvonalon is: Z-P-M-K-L-T-A.
Szamold 6ssze, hanyféle tt vezet Z-bdl A-ba, ha kozben egy telepiilést sem érinthetiink kétszer!

(OKM-feladat, 2013, 98/70)

TOTO (A fiizetedben dolgozz!)

10.

11.

12.

13.

13+ 1.

A magyar rendszamok xxx-xxx tipustiak. Az elsé harom helyre 26 betii koziil, a masodik
harom helyre 10 szamjegy koziil lehet valasztani. Hany olyan rendszamtabla készithetd,

amelyben a harom betli megegyezik, és a hirom szamjegy is megegyezik?

Bence zsebpénzét két egymas utdni héten ugyanakkora szazalékkal emelte a csaladi tandcs.
Igy aztén a zsebpénz a kezdeti 1200 forintrél 1400 forintra nétt. Hiny szazalékos volt a heti

emelés?

Egy kor alaku park tervezéje az eredeti helyett 12%-kal nagyobb sugaru park tervét készitette

el. Hany szazalékkal nagyobb ennek a teriilete, mint az eredeti tervben szerepl6é?

Egy derékszogli haromszognek az atfogojahoz tartozé magassaga az atfogot egy 2 cm-es és egy

8 cm-es szakaszra osztja. Mekkora a haromszog teriilete?

Egy 3 m magas oszlopot huzalokkal rogzitenek fiiggoleges alldsban. A huzaloknak a vizszintes
talajjal bezart szoge 50° és 70° kozott van. Mekkora lehet legfeljebb a leghosszabb huzal?

Hény pontosan négyjegy(i pozitiv egész szam van a tizes szamrendszerben?

Az x*+ 5x — 6 < 0 egyenlétlenség megolddshalmaza (R-en):

Egy négyzet oldalai 2 cm-rel hosszabbak, mint a masik négyzet oldalai. A két négyzet teriileté-

nek dsszege 394 cm’. Mekkora a két négyzet keriiletének dsszege?

Egy négyzet két kiilonboz6 oldalvektora a és b. Melyik nem lehet atlévektora a négyzetnek?

Ha egy hegyesszog koszinusza %, akkor mennyi a szinusza?

Melyik allitas igaz?

a) Ha két haromszog szogei egyenldk, akkor a két haromszog egybevago.

b) Ha két hdromszog két oldalban és egy szogben megegyezik, akkor a két hdromszog egybevago.
c) Ha két haromszog oldalai paronként parhuzamosak, akkor a két haromszog hasonlé.

Az alabbiak koziil melyik fiiggvénynek minimumhelye a 2?

a) x——(x—2p+2
b) x—|x—2]-1
Q) x—VYx+2 (x=-2)

Osszeszoroztuk egy nevezetes hegyesszdg tangensét és kotangensét. Melyik szamot kaphattuk

eredményiil?

Melyik egyenlet diszkriminénsa egyenlé (13 + 1)*-nel?

a) ¥’ +12x+13=0
b) 13x*+12x—1=0
) ¥*+13x—12=10

Raadas | MATEMATIKAI FEJTOROK

QR

Jarhaté ut
Lezart ut

2
260
10 ~ 16
=~ 25 =~ 12

20 cm’ 16 cm®

~ 39m = 32m
10* 9.10°
115 6[ [-1; 6]

100cm  98,5cm

2a—b
/3
2

b)

b)

b)

X Tipp

10°— 1
[—6;1]
112 cm
b+a

0,5
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EGYENLETEK MEGOLDASANAK
ELLENORZESE SZAMOLOGEPPEL

Az aldbbiakban bemutatunk néhany médszert, ahogy néhany modernebb — de az érettségin

is engedélyezett — szamologép segitségével ellendrizni tudod az algebrai feladatok megolda-
sat. Vigyazz! Az egyenletmegoldd funkcidk hasznalata nem helyettesiti az egyenlet megol-
dasanak lépéseit! Ha csupan a végeredményét irod le egy egyenletnek vagy egyenletrend-
szernek, legfeljebb a végeredményért jaré pontot kaphatod meg, a megoldasi 1épésekért jaro
pontokat nem.

Vannak szamologépek (altaldban a magasabb drkategériakban), amelyekkel konnyedén ki
tudod szdmitani kétismeretlenes, elséfoku egyenletrendszerek megoldasat. Ezt a funkciét
tobbnyire a gomb megnyomasaval érheted el. Vélaszd ki ezen beliil az (equation = egyenlet) opcidt, majd
ezen belill az els6foku egyenletrendszer (angolul simultaneous set of two/three linear equations) opciot. Tobb szamologé-
pen ezt is lathatod: a kétismeretlenes, ezt pedig: a hdromismeretlenes egyenletrend-
szer megoldasahoz.

A szamologépnek a kétismeretlenes egyenletrendszert a,x + b,y = ¢, formaban kell megadni. g, és a, a két egyenletben az x
ismeretlen egytitthatdi, b, és b,az y ismeretlen egyiitthatoi, c, és ¢, pedig konstansok (szamok). Tehat a két egyenletet ugy
kell rendezniink, hogy az ismeretlenek 6sszevonva az egyik oldalon szerepeljenek, a masik oldalon pedig egy szam marad-
jon. Példaul:

3x+2y=4

5x-y=11

Itt tehata, =3;a,=5b,=2;b,=-1;¢, =4 ésc,=11.

Az egyiitthatokat egy tablazatban adhatjuk meg, az [=] gombbal beirva ket az egyes mez6kbe.

Figyelj! A negativ egyiitthatékat a szamolégép [(=)) vagy gombjdnak megnyomdsaval

tudod megadni, nem pedig a kivonds (=) gombbal!
A mez6k kozott a nyilgombokkal is mozoghatunk. Az utols6 egyiitthaté megadasa utan az
(=) gomb megnyomésaval a szdmol6gép kiszdmola az x és y ismeretlenek értékeit. Az isme-
retlenek kozétt a fel/le nyilgombokkal vagy az (=) gomb megnyomadsaval is vélthatsz.
Hasonldan miikédik a haromismeretlenes egyenletrendszer megoldasa. Itt a z ismeretlen
egyiitthatoi lesznek a ¢, ¢, és ¢, szamok, a konstansok pedig d,, d, és d..

E E ﬁ ﬁ Ha egy egyenletrendszernek nincs megoldasa vagy végtelen sok megolddsa van, azt a szimo-

l6gép a MATH ERROR hibaiizenettel jelzi.
Prébald ki a szamologépedet a tandrakon latott egyenletrendszerek megoldasanak ellenér-

zéséhez!

Masod- és harmadfoku egyenletek megoldasa

Ugyanezen szamologéptipusok segitségével konnyedén meghatarozhatod a masodfoku egyen-
let mindkét megoldasat. Ezt a funkciét tobbnyire a gomb megnyomasaval tudod elér-
ni. Itt valaszd ki az (equation = egyenlet) opcidt, majd ezen beliil a masodfoku egyenle-
e (QUAD) vogy [ + <<

Az egyenlet egyiitthatdit az a, b, ¢ értékek alatt adhatod
meg, az (=) gomb megnyomédséval. A negativ egyiitthaték

. ALPHA ’ MODE SETUP 8
® - @ megadasahoz hasznald a ({—)) gombot! A mez8k kézétt a

nyilgombok segitségével is mozoghatsz. Az utolsé egyiitthaté megaddsa utdn az (=) gomb is-

mételt megnyomasaval kapod meg az els6 és a masodik megoldast is. Az egytitthatok kozott
a fel-le nyillgombokkal is tudsz valtani. Ha a masodfoku egyenletnek nincs megolddsa (tehat
a diszkrimindns negativ), azt a szamologép a MATH ERROR hibaiizenettel jelzi.
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Prébald ki a szamoldgépedet az 6ran megoldott feladatok végeredményeinek ellenérzésére!

Léthatod, hogy a szdmolégépeden a harmadfokt egyenlet is szerepel. ((CUBE] vagy 'ax3 +bxX +cx+d= 0' opcié.) A mé-

sodfoku egyenlet megoldasahoz hasonléan tudod megadni az egytitthatokat, majd kiiratni az x,, x, és x, megoldasokat.

Erdekes: A harmadfoku egyenletnek - barmilyen egyiitthatékat is adsz meg — mindig lesz legaldbb egy megoldésa a valds

szamok halmazan. Gondold végig, vajon miért lehet ez!

Tetszbleges egyenletek megadasa és megoldasa

Ezen szamologépek legerésebb funkcidja, hogy gyakorlatilag barmilyen megadott egyen-
let egy megolddsat ki tudjdk szdmitani. Ehhez a szdmologép alternativ gombjai, tehat a
€ ). [ ) alegtobb szamolégépen pedig az gomb megnyomaséval elér-
hetd funkciok kozétt kell (X és (5) gombokat megkeresned.

Figyelj! Ez az (=) gomb nem azonos a miiveletvégzé parancsokndl - tehdt az dltalad kordb-
ban - haszndlt () gombbal!

Ezen gombok és a mitveletvégzé ({(+)), (=), () (x)), valamint a hatvany, tért, trigono-
metrikus és logaritmikus gombok segitségével irhatsz be tetszéleges egyenletet. Az egyen-
let két oldalat az alternativ (=) gombbal kell elvalasztanod.

Ird be a szdmolégépedbe a 2" = x + 2 egyenletet! Ez az egyenlet egy exponenciélis egyenlet,
mely algebrai titon igen nehezen oldhaté csak meg.

Az egyenlet megold4sat a szdmolégép a [ ) alternativ gomb megnyomadsaval kez-
di el. A szamoldgép egy ,,Solve for X” iizenetet ir Ki, jelezve, hogy az egyenletet x-re fog-
ja megoldani. (Az itt lathat6 szdm nem az egyenlet megoldasa, hanem a legutébbi, a sza-
molégép memoridjaban megmaradt Végeredmény) Az(E) gomb megnyomésa utén akér

......

tékét. (x = 2)

wooe seTe ON
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- a Math
2%=X+2
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Az L-R érték a szamologép altal hasznalt kozelité mddszer pontossaga. A 0 érték igen pontos végeredményt jelent. A sza-

moldgéped csupan egy megoldasat adja meg az egyenletednek, barmilyen egyenletet is irsz be! Raadasul el6fordulhat, hogy

az egyenlet valamely trividlis, altalad is keresett megolddsa helyett egészen mashol taldl, akdr rossz kozelitéssel is megoldast.

Ez a fukci6 tehat szintén nem alkalmas a megolddsok menetének helyettesitésére, de igen jo eszkoz a feladat (akér el6zetes)

ellendrzésére.

Most ird be az x* - 5x + 6 = 0 egyenletet a szamologépedbe!

Ennek az egyenletnek kénnyen kiszdmolhatod mindkét megoldasat (most mar akar az
funkcidval is): 2 és 3. A szamologép ezen funkcidja csupan az x = 2 megoldast irja
ki végeredményiil. Ez persze megoldasa az egyenletednek, de nem az dsszes megoldasa.
A tovabbi megoldasok megtaldlasahoz egy apro triikkre van sziikség.

A masodfoku egyenletek soran taldlkoztunk a masodfoku fiiggvények gyoktényezds alak-
javal. Az x* - 5x + 6 gyoktényezGs alakja példaul: (x - 2)(x - 3). Ha tehat az eredeti egyen-
letet elosztjuk (x — 2)-vel, akkor éppen egy olyan egyenletet kapunk, aminek a 2 mar nem
lesz megoldésa, a 3 viszont még igen. Célszert a nulldra rendezett egyenleteket osztani,
hiszen igy csak a bal oldalra kell beirnunk az osztast.

wooe serup O

.. .0
& e |

Trd be az (x* - 5x + 6)+(x - 2) = 0 egyenletet a szimoldgépedbe! Figyelj a zardjelekre! Hasznalhatod a tort () gombot isa
beirdshoz. Ennek az egyenletnek a megolddsa mar megadja az eredeti egyenleted x = 3 megoldasat is.

Ha ezzel a gyoktényezével (x — 3) is leosztod az egyenletedet, a szamoldgéped igen soka-
ig fog szamolni, végiil a Can't Solve tizenetet irja majd ki. Ennek az egyenletnek mar nem
lesz tobb megoldasa!

Keresd meg a 2" = x + 2 egyenlet masik megoldasat is! Célszer(i az egyenletet el6szor 0-ra
rendezni, tehat 2* - x — 2 = 0 formaban megadni. Ha jol dolgoztal, a szimoldégéped kiadja
az x = -1,69 (kerekitve) végeredményt. Van-e tobb megoldasa az egyenletnek?

Keresd meg a 2" = |x + 1| egyenlet Gsszes megoldasat!

EGYENLETEK MEGOLDASANAK ELLENORZESE SZAMOLOGEPPEL

-5%X+6)+(X+2)-0
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SZAMITOGEPES MEGOLDASOK,

SEGEDPROGRAMOK HASZNALATA

A programok telepitése el6tt gyéz6djiink meg a hasznalati jogosultsagrol!

1 = Abrézoljuk a GeoGebra program segitségével a valés szdmok halmazan értelmezett x — ax®+ bx + ¢ masodfoku
tiiggvényeket (a # 0)!

Segitség

- Hozzunk létre egy-egy cstiszkdt a, b, illetve ¢ névvel, dllitsuk a lehetséges értékeiket a vizsgalni kivant eseteknek megfe-
leléen.

- Definidljuk az f(x) = ax®+ bx + ¢ képlettel az f fiiggvényt (vagy az y = ax’ + bx + ¢ képlettel egy parabolat, amelyik
az f fuggvény grafikonja). Ekkor a program a csuszkan bedllitott aktudlis értékeknek megfelelden rajzol egy parabolat, ha
az a csuszka értéke nem 0.

-Haa=1,b=c= 0, akkor éppen az origé tengelypontd, felfelé nyitott normal-parabolat kapjuk.

- Viltoztassuk a csuszkdk értékét és figyeljiik, hogyan viéltozik a fiiggvény grafikonja (a parabola tengelye, tengelypontja,
a parabola allasa és a normal-parabolahoz képesti , kovérsége”).

Kiegészités

- Az a, u, v nevii csuszkék létrehozdsa utan dinamikusan vizsgalhatok az x — a(x — u )’ + v fliggvények is.

~ A GeoGebra program alkalmas més fiiggvények grafikonjanak megjelenitésére is. Abrazolhaték adott intervallumon
értelmezett fliggvények, vagy intervallumonként mas-mas hozzarendelési szabalyu fliggvények is.

2 = Abrézoljuk a fiiggvényt, vizsgaljuk a zérushelyét, széls6értékét (és monotonitdsit) a Graph program segitségével! (In-
gyenes matematikai szoftver, letélthet6 a www.padowan.dk oldalrdl.) A program tobbek kozott magyar nyelv(i menii-
vel is futtathato, a kivant nyelvi kdrnyezet a Szerkesztés — Bedllitdsok (angol nyelvli kornyezetben az Edit — Options)
mentipontban valaszthaté ki.

Segitség

- A programban a Fiiggvény — Fiiggvény beszurasa meniipontban adjuk meg a fiiggvény hozzarendelési szabalyat és a
fiiggvény értelmezési tartomanyat, igyelve a szintaxisra (példaul tizedes pontot kell hasznalnunk, a négyzetgyok fiiggvény
neve sqrt(), az abszolatérték-fliggvény neve abs(), a hatvanykitev6t az AltGr+3 billentytikombindacid lenyomasat kovetden
lehet beirni, példaul igy: x/5)! Allitsuk be a grafikon szinét, vonalvastagsagat!

- Jeloljitk meg a vizsgélni kivant fiiggvényt, és inditsuk el a Szamitasok meniipontban a Szdmitds-t. Ekkor megjelenik egy
segédtablazat (jellemzGen a képernyd bal als6 részén).

- A segédtablazatban az Illesztés legordiil6 meniijében kivalaszthatjuk, hogy milyen vizsgalatot szeretnénk. Példaul a
zérushely kereséséhez az ,,x tengelyhez” sort kell vélasztani. Ezutan a kivalasztott fiiggvény grafikonjan egérrel kattintva a
zérushely kozelében, a program azonnal kiirja a segédtablazatban a zérushelyet (és a ,zérushelyhez” tartozo helyettesitési
értéket, tovabba az adott helyen az elsé és masodik derivalt értékét is, ha ezek léteznek).

Megjegyzés

A Graph program alkalmas pontsorok megjelenitésére, illetve a pontsorok egyes pontjait 6sszekotd szakaszok megjeleni-
tése utan akdr vonaldiagram megjelenitésére is.
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Egyenlet, egyenletrendszer és egyenl6tlenség (grafikus) megoldasara akar a Graph, akar a GeoGebra program is hasz-
nalhato.

Segitség

Egyismeretlenes egyenlet, egyenlétlenség megoldasa:

- Abrézoljuk a kivélasztott program segitségével az egyenlet bal, illetve jobb oldaldn 4116 kifejezéssel definidlt fiiggvénye-
ket (a megfelel6 értelmezési tartomanyon).

- Ha az egyenlet egyik oldalan a 0 4ll, akkor olvassuk le az dbrazolt fiiggvény zérushelyét; ha nem, akkor az abrazolt két
fiiggvény metszéspontjanak (metszéspontjainak) elsé koordinataja adja az egyenlet megoldasat.

- Az egyenlet megolddsanak ismeretében az egyenl6tlenség megoldasa értelemszertien adodik.

Kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa a Graph programban akkor lehetséges, ha mindkét egyenlet egy-egy fligg-
vény grafikonjanak egyenlete. A Geogebra program alkalmas mas gorbék abrazolasara is, tehat akkor is alkalmazhato, ha
az egyenletrendszer egyenletei nem fiiggvénygrafikonok egyenletei.

Az egyenletrendszer megoldasanak 1épései:

~ Abrazoljuk a program segitségével a két egyenletnek megfeleld két gorbét.

— A két gorbe egy kozos pontjanak két koordinataja adja meg az egyenletrendszer egy megoldasat; tobb kozos pont esetén
természetesen tobb megoldasa van az egyenletrendszernek.

Egybevagosagi transzformaciok tulajdonsagainak vizsgalata a GeoGebra program segitségével.

Segitség

- Adjuk meg a transzformacié jellemz6 adatat (a titkkrozés/forgatas kozéppontjat vagy a tilkrozés tengelyét vagy az eltolds
vektorat) és a transzformalni kivant pontot (vagy akar egy egész sikidomot, esetleg egy kiils6 forrasbol importalt képet).
- A mendiisor alatt talalhaté ikonok koziil gorditsiik le a transzformdcios ikont, valasszuk ki a kivant transzformaciot, kat-
tintsunk ra. Ekkor az ikon abréja a kivant transzformaciénak megfelelden megvaltozhat (alaphelyzetben a tengelyes tiik-
rozés ikonja lathato).

— Egérrel jeloljik ki a transzformalni kivant objektumot, kattintsunk a transzformacié ikonjara, majd a transzformaciot
definial6 objektumra (pontra vagy egyenesre vagy vektorra). Ekkor a program a kivélasztott objektumon végrehajtja a ki-
vant transzformaciot. (Forgatasnal el6bb még kéri a forgatas iranyat és szogét is.)

- Valtoztassuk folyamatosan a transzformaciét definialé objektumot, és figyeljiik meg, hogyan véltozik meg az eredeti és
a transzformalt objektum kolcsonds helyzete.

- Maradjon viéltozatlanul a transzformaciét definial6 objektum és valtoztassuk folyamatosan a transzformalni kivant ob-
jektumot. Figyeljiik meg, hogyan valtozik a képalakzat.

Ko6zéppontos hasonlésagi transzformacié tulajdonsagainak vizsgalata a GeoGebra program segitségével.

Segitség

- Adjuk meg a hasonldsag kozéppontjat (pl. C) és a transzformalni kivant pontot (pl. P).

- Hozzunk létre egy csuszkat (legyen a neve k) és valasszuk meg a kivant értéktartoményat! Allitsuk a csiszkt az 1-t6l és
a 0-t0] kulonboz6 értékre (pl. 1.5-re)!

- A meniisor alatt talalhaté ikonok koziil gorditsiik le a transzformadcids ikont, valasszuk ki a centrdlis nyujtds meniit.

- Kattintsunk el3szor a P ponton, majd kozvetlentiil ezutan a C ponton. A felugré ablakba irjuk be a hasonlésag aranyat
(k), majd kattintsunk a Rendben gombra. Ekkor megjelenik a P pont P’ képe a C kézéppontd, k ardnyszamu kozéppon-
tos hasonldsagnal. A k értékét a csuiszka segitségével valtoztatva vizsgalhat6 az eredeti és a transzformalt pont viszonya.
— A fenti eljards egy adott pont helyett egész alakzatokra is alkalmazhatd; példaul kort, tetszéleges sokszoget, de akar egy
tetszbleges képet is nagyithatunk, kicsinyithetiink.

SZAMITOGEPES MEGOLDASOK, SEGEDPROGRAMOK HASZNALATA
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NEHANY FELADAT VEGEREDMENYE

46. lecke: 2. d) a = 2V2 ~28% b=3;c= /5 ~2.24.
3.a) x—x*+2.b) x—(x+4)Y. 4. a) x—|x+ 4|, il
X |x+4|+2.0) x—|x|+ 2,ill x—|x+ 4|+ 2
47.lecke: 1. a) 12.b) 8. 2. a) 2,82 cm. b) 0 cm. 3. a) = 2,24;
2. d) 2,24; 2,24; 3,61; 3,61; 0; 4,12; 2,82. 6. a) 5 cm.
b) 8,54 cm. ¢) 6,93 cm; 4 cm.

48. lecke: 3. a) 6,5 cm; 6,5 cm. b) 10 cm. 5. b) mind igaz.
49. lecke: 2.—-3i; —4j.3.c; g;h;f;e5d. 4.c;c—b;b+c—a;
a—b+ %c.

50. lecke: 1. a) igen. b) nem. ¢) igen. 3.10 N; 17,3 N.
51.lecke:1.a)a=(1;—2);b=(3;1); c=(0; 3); d=(—2; 0).
b)i=(1;0);j=(0;1).2.a)a=(=2;1);b=(2;1);c= (=4 1);
d=(3;—-2).b) u=(1;0); v=(0; 1). 3. a) 28,2 N; 28,2 N.
b) 40 N; 40 N. ¢) 115 N; 115 N.

52.lecke: 1. a) 4; 3,2; 9; 5; 4; 9,9, illetve 6,4; 4,8; 14,4; 10,8;
8. ¢) Nem megoldhato: 2., 4. 2. 16,8 m. 3. 29:23.

53.lecke: 1. b) 44 m%* 110 m% 110 m? 275 m> 3. b) 2.

54, lecke: 3. ¢) 36 cm’ 16 cm’; 4 cm’.

55. lecke: 3. 2; 4. 4. oldallapok teriilete: 3532 cm’; 56 511 cm’;
883 cm’; 1766 cm’. 5. 4; 64; 10 000; 2.

56. lecke: 1. a) %; %; % b) 12,5 cm és 13,3 cm; 8 cm
és 10,7 cm; 7,5 cm és 9,38 cm. 2. a) 5 dm; 5 dm és 6 dm.
b) 5cm; 5 cm és 6 cm. 3. 7; 19; 37.

Raadas lecke: 1. a) 17 mm. b) 130; 65; 71; 71; 76; 32; 16;
17;17; 19; 6,525 7,11; 7,12; 7,66. ¢) ~ 1 : 4. d) =~ 1 : 400. e)
25° 130° 25°% 66°; 25°% 130°; 25°. 2. a) 2859 mm. b) 29 mm.
¢) 15 mm. 3. ¢) 20 m; 13,006 m.

57. lecke: 1. 0,01 m®. 2. b) = 11,8 cm. ¢) = 23,6 m. 4. a) 12i.
b) 0.

58. lecke: 1. a) 74° és 52°. ¢) =~ 9-9,5 cm. d) =~ 90-95 m.
e) Eltérés: 9,1 m. 3. b) 2 cm; 6 cm. ¢) 3,33 cm.

59. lecke: 4. a) 7 cm; 16,8 cm; 18,2 cm. b) 18,2 cm. ¢) 21,9 cm
és 34,3 cm. d) 12,1 cm; 14,6 cm; 22,9 cm.

60. lecke: I. 1. b) 3 cm; 1,5 cm; 3 cmy 4,5 cm. 2. 0,75 cm?,

3,75 cm?, 4,5 cm?. 11 1. ¢) %. f) % g) 19,2 mm.

61.lecke:1.1.a) 5cm; 6 cm és4 cm. 2.a) 5 cm; 6 cm; 4 cmy;
5cm; 6 cm; 4 cm. I 1. a) 21,2 cm®és 148,4 cm®. d) 2,65 cm’;
18,5 cm’; 50,3 cm’; 98,0 cm’. 2. ~ 3,7 cm.

Raadas lecke: 2. ¢) 1,618-szor. 3. b) 4,85 cm; 6,47 cmy;
8,09 cm. ¢) 3,09 cm; 7,42 cm; 16,1 cm.

62. lecke: 1. a) 171,9°. b) 28,6°. ¢) 180°. d) 360°. 2. 57,3°.
3. a) 1,40-szor. b) 27-szer. ¢) 0,0175-szer. d) 2,09-szor.
5.a) 1,26 radian. b) 1,2 dm.

63. lecke: 2. a) 165°. b) 105°. ¢) 264°. d) 24°. 3. a) 16,1 cm.
b) 0,28 cm. 4. a) 56,35 cm’. b) 0,98 cm’.

64.lecke: 1. a) 4,05 m. b) 3,56 cm. ¢) 19,8 cm”. 2. a) 100 000-
szer. b) 1 km. 3. 40 cm. 4. Konvex.

65. lecke: a) térfogatok: 1:8:27:64. ¢) 700 cm’; 1900 cm’;
3700 cm’.d) 1:7:19:37. 3. 1:2. 4. a) (0; —2); (—0,8; 1,6);
(1; 1); (1; 0); (05 1). b) 10,4 cm; 8,5 cm, 8,5 cm; 0 cm.

67. lecke: 2. a) 4,2 cm; 5,96 cm. b) 25°% 65°. 4. a) 4 cm.
b) igaz. ¢) 2; %

68. lecke: 3. 9,46 - 10’ km. 4. 524 m*> & 9,25 m’.

5.a) 0,4877 km < h < 0,5317 km.

69. lecke: 1. b) 219,8 dm. ¢) 236 dm. 2. 27,3 m. 3. b) 1,15°-
0s. 4. 90°% 90°; 60°% 120°. 5. a) 54,7°; 35,3°.

70. lecke: 3.b) 70 m. d) 243 m.

71.lecke: 2. a) 8,96 cm és 10,78 cm. b) 30%s 60°. 3. a) 130 m.
b) 6 cm.

72. lecke: 1. ¢) az elsé esetben.

73.lecke: 2. a) 57,6 m. b) 198 m’. 3. a) 113°. b) 35,48 cm és
77,56 cm. ) 698 cm’.

74. lecke: 2. a) % b) V3. ¢) @ d) 1. 3. 4,78 cm és
5,52 cm; 15,08 cm. 5.a) 1; , / %; @; % b) %; \/5;

2 1 1 1
1;1.¢) \/;;ﬁ;ﬁ;ﬁ.d) 2v3;3v2;3;3.
75. lecke: 1. a) 165 000 m”. b) 22 400 m>. 2. a) 97,1 cm’.
b) 29°; 60°% 135,5°% 135,5% 68,7 cm’; 19,6 cm. 3. a) 48,6°.
b) 1 m és 0,5 m.
76. lecke: 1. a) 90°. b) 90°. ¢) 90°. 2. a) 29 cm; 114 cm.
b) 67,4°. 3. derékszog: a) c) d). 4. a) 19,4°. b) 16,4° és 15,1°.
Rdaadas lecke: 1. a) 27,3°. b) 385 m. 2. b) 3,2 cm; 4,53 cmy;
5,54 cm. d) 35,3°. 3.16,4°% 37,5°% 47,8°. 4. a) 35,3°. b) 54,7°
5.19,5% 65 m.
78.lecke: 1. =~ 8,1 m. 3. a) 13,8 m’.
79. lecke: 1. a) {0; 0,5}. b) {—1; 0}. ¢) {0; 0,5}.
3. a) ]-0,75; 0,75[. b) [—4; 4]. ¢) ]—o0; —2]U[2; oo
d) -1;1[.
80. lecke: 2. a) ]—2; 0[. b) ]|—o0; —2] U [0; <°[.
¢) ]—00; =3]U[0; oo[. d) ]-3; 0[. 3. a) [-1; 2].
b) ]—oo; —3]U[1; oo[. 4. a) —4 és 1. b) 1,2 és —5. ¢) —2

NEHANY FELADAT VEGEREDMENYE



és 0,5. 5. a) |—00; —4] U [1; oo[. b) [—5; 1,2]. ¢) [—2; 0,5].
HAZI FELADAT 1. a) [-1; 3]. b) M=R. 2. a) [0; 5].
b) [2; 3]. ¢) [-00; 0] U [5; o°[. d) ]—00; 2] U [3; oo
3.]200;. 500].

81. lecke: 1. a) R\{—3}. b) |—c0; =5]U[—1; c°[. ¢) R.
2. a) [0; 6]. b) [1; 5]. ¢) {3}. 3. a) —12,25. b) —3,125. ¢) 0.
d) 2,5.4.a) [-3;2].b) {—2}.¢) [-1;0].

5.a) ]—oo; —1]U[3; oo[. b) |15 4[. ¢) ]-1; 3[.

Raadas lecke: FELADAT 1.a) |—1;2[.b) | —00; —1[ U ]2; 0.
¢) nincs megoldas. d) R.

2.a) ]=90; 5[. b) | —00; =3[ U]—-2; oo

82. lecke: 1. a) =1; =5.b) £0,5; =3.¢c) =4.d) —1; 2.
2. +1.3.11,5° 4. a) 48,2°. b) 26,6°. 5. a) 30°% 19,5°. b) 75,5°.
83.lecke: 1.¢e) 34 dm. f) 34 dm. 2. 12,5 cm; 15 cm. 3. 0,8 dm;
1,6 dm. 4.a) 11 cm, 33 cm és 17 cm. b) 20,2 cm.

84.lecke: 1. 8 cm, 15 cm. 2. 13,5 dm> 3.a) 12 cm és 16 cm.
b) 10 cm. ¢) 192 cm?. d) 19,2 cm. 4. 40 mm, 9 mm, 80 mm.

5.24 mm; 35 mm; 42,4 mm.

TARGYMUTATO

85. lecke: 1. 36. 2. 72. 3. 62. 4. a) (11; —3) és (=3; 11).

) ae (21, 16 2,.2\4 (2.2 . 2).
b) (8; 7)es(2, 3>.5.a)<3,5>es<5,3>b)(5,3),
(=5;=3); (3; 5) és (—3; —5).
RAADAS lecke: 1.(39; 13) és (—13; —39). 2.(1; 7); (7; 1);
<7+/ﬁ,7—/ﬁ>és<7—/ﬁ.7+/ﬁ>

2 72 2 72 :

3. [—4;,—2]U[1;3].

86. lecke: 1. Zakarias vagy Félix. 2. 8-an. 3. 5
4. a) (—1;2); (—4; 5). b) (—3; 3); (3,25; 0,5).
87.lecke: 1.b. 2. b) (1,5;0,75). ¢) —%. 3.2.4.2)]—00; —1[.
b) [=3; 2]. ) ]—oo; 2]; [-3; —1[; [~15 2]. 5. (40; 15);
(—30; —20).

89. lecke: 1. a) ]—; 0[U]3; co[. b) [—1,5; 6]. 2. 56 cm.

3.2)[4;10].b)]-1;3[.4.2;—2; %;—%. 5.28 tanulé, 3500 Ft.

6.267 kg < x < 375kg. 7. a) 52 mm. b) 26,7 mm. 8. 72.
9. kb. 73 masodperc. 10. 7.

km o km
0 , 60 .

aranymetszés 57

bazisrendszer 22

bazisvektor 22

depresszidszog 101

hajlasszog (egyenesé) 98

haromszogek hasonldsagi alapesetei 47
hasonlésag 36

ivmérték 60

koszinusz (hegyesszogé) 87

kotangens (hegyesszogé) 83

TARGYMUTATO

kozéppontos hasonldsag 34
kozéppontos kicsinyités 31
kozéppontos nagyitas 31
kozépvonal (hdromszogben) 48
kiilonbségvektor 13
masodfoku egyenl6tlenség 110
nullvektor 8

parhuzamos szel6k tétele 29
radidn 60

stulypont (hdromszogé) 49

stlyvonal (hiromszogé) 49
szinusz (hegyesszogé) 87
szOgfliggvények 87

tangens (hegyesszogé) 75

Uj ismeretlen bevezetése 116
vektor 6

vektor felbontdsa dsszetevékre 21
vektor szamszorosa 17
vektorkoordinata 22
vektorosszeadas 8
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TARTALOM

El6sz6 — A tankonyv témakorei .................

VEKTOROK ES A HASONLOSAG

46 Két vektor helyettegy......................
47 Vektorok osszeaddsa.......................
48 Két vektor kiilonbsége . ............... ...
49  Vektor szamszorosa ..............coouen...
50 Vektor felbontdsa osszetevékre..............
51 Bazisvektorok ........... ... ... il
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53 Parhuzamos szel6k tétele...................
54 Kozéppontos nagyitas, kicsinyités ...........
55 Kozéppontos hasonldésag. ..................
56 Hasonldsag ................coiiiiii..
Réadds - Mit mutat a tervrajz? ..................
57 Alkalmazzuk a hasonldsagot! . ..............
58 Haromszogek hasonlosaga .................
59 Héromszog kozépvonalai és stlyvonalai. . .. ..
60 Gyakorlds..........c.oooiiiiiiiiii
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71 Hegyesszog szinusza, koszinusza ............

72 Gyakorlds.......... ... i

12
16
20
22
26
28
30
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42
46
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72
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80
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86
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