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ELOSZO - A TANKONYV TEMAKOREI

Sok szeretettel koszontiink az Uj tanévben!

Ahogy évrdl évre el6rébb lépiink a tanulasban, egyre szé-
lesebb teriiletet 6lel fel a matematika, és emellett egyre
mélyebb, érdekesebb Osszefiiggésekre deriil fény. Ez adja
a matematika szépségét és jatékossagat. Szeretnénk, ha sok
6romod lenne ezek felfedezésében. De emellett a matema-
tika, a matematikai modellek hasznalata és a matematikai
gondolkodas az élet szdmos teriiletén el6fordul. Ez a tan-
kényv - hasonléan, mint a tavalyi - szeretne felvillantani
sok-sok kapcsolddasi pontot és gyakorlati alkalmazast.

Az egyes leckékben a kovetkez6 tipust részekkel talalkoz-
hatsz:

IEEECETN - Sok esetben egyszer(i és gyakorlati

problémak vezetnek érdekes matematikai kérdésekhez.
Tlyenekre taldlhatsz példat a lecke elején a BEVEZETO-ben.

Il Ebben a részben részletes magya-

razatokkal mutatjuk be egy konkrét feladat megoldasat.

EETESEN: 1t rendszerezzitk a matematikai

tartalmakat. Megfogalmazzuk a pontos matematikai fo-
galmakat (definiciok) és allitasokat (tételek) is.

: Igyekeztink véltozatos feladato-
kat 9sszeallitani egy-egy orara, a konnyebbekkel kezdve.
A feladatokat nehézségiik szerint szinteztitk. A ® jel arra
utal, hogy a feladat megoldasahoz nemcsak matematikai
tudas sziikséges, hanem tobbféle szempontd elemzés és

probléma megoldas. Ezek az tgynevezett kompetencia
feladatok.

PETETUIITET: Néhany esetben ezt a munkafor-

mat javasoljuk a feladatok megoldésara.
SN - 4-5 feladat az otthoni munkahoz.
N 1tt matematikai érdekességeket, ot-

letes és izgalmas feladatokat talalsz.

evecrsznr ¢ Ezek a részek tilmutatnak a kozépszintd
érettségi kovetelményeken. Az emelt szintd érettségi ko-
vetelményeihez tartoz6 fogalmak, feladattipusok, illetve
szép, preciz bizonyitdsok talalhatok ezekben a részekben.

Ha tartos tankonyved van, amit vissza kell adnod az is-
kolanak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dol-
gozz a fiizetedbe! (Tébldzatok esetén segitségedre lehet
egy Ontapados jegyzettomb: egy Ontapados lapot tegyél
a tablazat mellé, s arra irhatod az eredményeket.)

EL6OSZO - A TANKONYV TEMAKOREI

1. Logika

- IGAZ VAGY HAMIS?
Minden kék oroszlan névényevd. Igaz-e az
allitas? Mi a tagadasa?

- A KOTOSZAVAKON SOK MULIK.

Mézet vagy tejet? - Mindkettét. — valaszolta

Micimackeo.

2. Kozépértékek és a négyzetgyok

- EGY FONTOS EGYENLOTLENSEG
Ugyanannyival né / ugyanannyiszorosara
no ismét a fizetés — hogyan jarunk jobban?

- A GYOKVONAS AZONOSSAGAI
A gyokjel alatt, a gyokjel elott; két gyokjel-
bél egyet...

3. Geometriai mérések, szamitasok

- EGYBEVAGO HAROMSZOGEK
A részletek megegyeznek. Az egész is
ugyanaz?
-KET UJ TETEL A DEREKSZOGU HAROM-
SZOGROL

Mértani kozép a derékszogli haromszogben

4. Masodfoku figgvények

- ELTOLJUK A GRAFIKONT
Fel-le, jobbra-balra. Valtozik a hozzarende-
1és. Hogyan mozdul a grafikon?

- A MASODFOKU FUGGVENY GRAFIKONJA

Parabolak minden mennyiségben

5. Masodfoku egyenletek

- LEHET TOBB MEGOLDAS!
Segit a megoldo képlet.

- SZOVEGES FELADATOK
Kertekrdl, utazasrol, vasarlasrol, pénz-
iigyekrdl...




SCERERY BEVEZETO ORA

KIDOLGOZOTT FELADAT

Bence, Tamas és Péter szallodat terveznek. A szalloda 3
emeletes lesz, és egy t6 partjan fog allni.

Azt szamoljdk, mennyi lehet a legnagyobb napi bevétel.
A foldszinten lesznek a kozosségi helyiségek, egy-egy eme-
leten pedig 20 kétagyas erkélyes szoba. A téra néz eme-
letenként 5 szoba, ezek az els§ osztalyuak, oldalrdl a téra
néz mindkét oldalon szintén 5-5 szoba, ezek a masodosz-
talytak. A hatsé front az ut felé fordul, itt vannak a har-
madosztalyd szobdk. A mésodosztalytak dra 80%-a az elsd
osztalyu szobak aranak, a harmadosztilytak ara 80%-a a
masodosztalyt szobdk drdnak.

Foglaljuk tabldzatba, mennyi a napi bevétel, ha tele a szal-
loda?

Megoldds
Telt haz esetén igy alakulna a napi bevétel:

FELADAT

1 s - Mivel a szalloddban nincs lift, a harmadik emeleti
szobdkat olcsobban kellene kiadni. - topreng Péter.
- Legyenek a harmadik emeleti szobak 20%-kal
olcsdbbak, mint az alattuk 1évék. Ekkor viszont
a harmadik emeleti hats6 szobak mar negyedosz-
talytiak lennének.
Szamold ki, mennyi lenne ezzel az 1j feltétellel
a maximalis napi bevétel! Toltsd ki a tablazatot!

Hényad Ly
,y .. darabvana Egységar (Ft) Osszes bevétel (Ft)
osztalyu?
3 emeleten?
L A

11 0,8A

III. 0,8 (0,8A) = 0,64A

Iv.

A legnagyobb (maximalis) napi bevétel az I-IV.
osztalyt szobak bevételének osszege.

Hényad Hany
,Y .. darabvana Egységar (Ft) Osszes bevétel (Ft)
osztalya?
3 emeleten?
I 15 A 15A
1L 30 0,8A 30-0,8A =24A
I11. 15 0,8- (0,8A) = 0,64A 15- 0,64A = 9,6A

Tehat a legnagyobb (maximalis) napi bevétel:
15A + 24A + 9,6A = 48,6A forint lenne.

2 = Tamds szerint az Gj feltétellel a harmadik emeleti
szobakbol szerezhet6 bevétel éppen 80%-a a maso-
dik emeleti szobdk egyiittes ardnak. Igy a tablazatos
modszernél sokkal egyszertibben meg lehet kapni
az el6z0 feladat eredményét.

a) Igaz-e Tamas allitasa?
b) Oldd meg Tamas otletével és a kidolgozott fel-
adat eredményével az el8z6 feladatot!

3 5 Péter ezt irta fel az 1. feladathoz:
(48,6:3)- 2,8 = 45,36.
Vajon mire gondolt?

4 5 Bencének eszébe jutott, hogy nem kellene ragasz-
kodni a négyzet alaku alapteriilethez. Hatha tobb
bevételt lehetne elérni gy, hogy névelnék az elsé

BEVEZETO



osztalyd szobak szamat (de emeletenként tovabbra

is 20 szoba lenne). Hogyan véltozna a bevétel, ha
emeletenként 6 szo-
ba nézne a tora is és
az ut felé is, a tobbi
pedig oldalrél néz-
ne a tora;
emeletenként 7 szo-
ba nézne a tora is és
az ut felé is, a tobbi
pedig oldalrél néz-
ne a tora?

Készitsd el a fiizetedben az a) és a b) valtozathoz tartozé
tablazatot, és toltsd ki Sket! Szdmold ki mindkét esetben
a teljes bevételt is!

a) s
oljilg;g? daraljr\Zn a Egységar (Ft) be\?éstsezle(sFt)
3 emeleten?
L A

1L 0,8A

III. 0,8 (0,8A) = 0,64A

Iv. 0,8 (0,64A)
A teljes bevétel:

HAZI FELADAT

1 s a) Bencea4emeletes, 60 szobas, liftes szallodat négy-
zetalapuinak tervezné, az als6 harom emeletén 16—
16 szobat helyezne el. A 4. emeleten mindegyik
szoba a téra vagy legalabbis oldalrdl a tora nézne.
Mennyi lenne igy a maximalis napi bevétel?

Ol;lirg;z? darI:t?r\Zn a Egységar (Ft) be\(r)éstse;e(sFt)
4 emeleten?
L A
1L 0,8A
III. 0,8- (0,8A) = 0,64A
A teljes bevétel:

b) Péter nem tervezne oldalrdl a téra nézé szobdakat,
és nem ragaszkodik ahhoz sem, hogy négyzet ala-
pulegyen az épiilet. Mekkora bevétel érhetd el igy?
Két esetben toltsd ki a tablazatot, és szamold ki a
legnagyobb napi bevételt!

Raadas | BEVEZETO ORA

b) Hany

01;122’;?? darab van a Egységar (Ft) be\%stizlisl:t)
3 emeleten?
L A
IL. 0,8A
III. 0,8- (0,8A) = 0,64A
IV. 0,8 (0,64A)
A teljes bevétel:

- Ha lenne lift - sz6l kozbe Bence —, akkor esetleg
4 emeleten is el lehetne helyezni a 60 szobat, és igy
sporolnénk az alapozésndl! Ekkor nem kellene ol-
csobban adni az emeleti szobakat, csak az szamit,
hogy egy szoba a téra néz, oldalra vagy hatrafelé.
Hogyan helyeznéd el 4 emeleten a 60 szobat?
Valassz egy konkrét elrendezést, és szamold ki eb-
ben az esetben a legnagyobb napi bevételt!

Oljjtrg;g? darI:l?I\Zn a Egységar (Ft) be\(r)éstsezle(sFt)
4 emeleten?
L A
1L 0,8A
III. 0,8 (0,8A) = 0,64A
A teljes bevétel:
Oljjtrg;j? darI:bar\Zn a Egységar (Ft) be\?éstse?e(sFt)
4 emeleten?
L A
1L 0,8A
III. 0,8- (0,8A) = 0,64A
A teljes bevétel:
ol;lj:g;j? darI:l?I\Zn a Egységar (Ft) be\?éstizli;t)
4 emeleten?
L A
1L 0,8A
III. 0,8- (0,8A) = 0,64A

A teljes bevétel:

2 ® Készits tervet egy olyan 3 emeletes szélloddhoz, ahol
mindegyik oldalon emeletenként legalabb két szoba
van, és szimold ki, telt haz esetén maximalis a bevétel!



IGAZ VAGY HAMIS

FELADAT

1 5 Egy gimndzium néi kosarlabda-bajnoksagan 8 csa-
pat indult. A kovetkezd hirek terjedtek el a 11. B
csapatarol:

: Masodik lett.

Nem a masodik helyen végzett.

Nem jutott a legjobb harom kozé.

: Dobogds helyen végzett.

Utolso lett.

Gyozott.

TEHDOE>

a) Készitsd el a fiizetedbe az aldbbi tablazatot!
A tablazat fels6 sordba beirtuk, hogy a 11. B
osztaly csapata hanyadik helyezést ért el a kosar-
labda-bajnokségon. Ird be a téblézatba, hogy az
egyes esetekben melyik hir igaz és melyik hamis!
Segitségiil néhany mez6t elére kitltottink.

1. 2. 3. 4. 5 6. 7. 8.
hamis igaz hamis
igaz hamis

A
B
C
D
E
F

b) A fiizetedben ird a pontozott helyekre a megfelel$
mondat bettjelét ugy, hogy a megfogalmazott kijelen-
tés igaz legyen!

Ha A igaz, akkor csak a(z) ... igaz, a tobbi hir hamis.
Ha A hamis, akkor csak a(z) ...-rél tudjuk biztosan,
hogy igaz, a tobbi hir azonban lehet igaz is és hamis is.

Ha C igaz, akkor biztos, hogy ... igaz, A ... és

F pedig hamis, de el6fordulhat, hogy a(z) ... igaz, meg az
is, hogy hamis.

Ha C hamis, akkor ... biztosan igaz, ... biztosan hamis,
a tobbi hir azonban lehet igaz is és hamis is.
Fogalmazzatok meg széban a fentiekhez hasonld, igaz

allitasokat!

2 5 Van-e az 1. feladat szerint a 11. B lanycsapatanak
olyan helyezése, amely esetében mind a 6 adott
mondat tartalma hamis? Ha igen, akkor ez hanya-
dik helyezés, ha nem, akkor miért nem?

Megfigyelések
Erdekes kapcsolatot taldlunk az A és a B mondat kozott:
ha A igaz, akkor B hamis, ha A hamis, akkor B igaz; és
hasonléan:
ha B igaz, akkor A hamis, ha B hamis, akkor A igaz.
Ugyanezt tapasztaljuk a C és a D kijelentés esetében:
ha C igaz, akkor D hamis, ha C hamis, akkor D igaz; és
hasonléan:
ha D igaz, akkor C hamis, ha D hamis, akkor C igaz.

A logika szakkifejezései szerint A, B, C, D, E és F egy-egy
dallitds, A és B egymds tagaddsa, C és D egymds tagaddsa.

E és F nem tagadasa egyik szereplé allitdsnak sem.
Miért? Példaul E ,ellentétes tartalmi” A-val (egyszerre
nem lehet igaz mindkett$), de tobb olyan eset is van,
amikor mindketté hamis (ha a csapat sem masodik, sem
utolsé nem lett). Hasonléan: a C nem tagadasa az F-nek,
mert el6fordulhat, hogy mindketté hamis.

LOGIKA



lan nem mondhatjuk ki azt, hogy a tartalmuk igaz vagy hamis.

telmtien eldonthetd, hogy a tartalmuk igaz vagy hamis.

Példak

Igaz allitas

A 29 primszam.

Minden haromszogben 180°  Minden hdromszog beirt korének kozéppontja
az oldalfelezé merdlegesek metszéspontja.

a belsé szogek Osszege.

A Nap nagyobb, mint a Hold. A naptarban szerda utan kedd kovetkezik.

2. Egy allitas igaz vagy hamis lehet csak, harmadik eset nincs.

Hamis 4llitas

A 25 és a 35 legnagyobb kozos osztoja 15.

Ha hallunk vagy olvasunk egy mondatot, akkor sokszor azonnal tudjuk, hogy a tartalma igaz vagy hamis. Mas esetekben
kisebb-nagyobb toprengés utan tudjuk eldonteni, hogy mi vele a helyzet. Vannak olyan mondatok is, amelyekrél egyalta-

1. A logikaban azokat a kijelenté mondatokat nevezziik allitdsoknak (mas széval: kijelentéseknek), amelyekrél egyér-

Nem allitds (nem kijelentés)

Hany 6ra van?
Bence okosabb, mint Hajni.

A legszebb virag a kikerics.

Ha egy 4llitas nem igaz, akkor csak hamis lehet és hasonléan: ha egy allitds nem hamis, akkor csak igaz lehet.

Megjegyzés

Azt is szoktuk mondani, hogy egy allitas logikai értéke csak igaz vagy hamis lehet.

3. Minden allitdsnak van tagadasa, ami egy masik allitas. Egy A 4llitas tagadasa akkor igaz, ha az A hamis, és akkor

hamis, ha az A igaz. Az A allitds tagaddsanak a jele: — A (olvasd: ,nem A”).

Melyik 4llitas lesz az elsé allitas tagadasa, B vagy C?
Bar mindketté olyan, hogy nem teljesiil egyszerre
az A allitassal, de a kettd koziil csak az egyik olyan,
hogy pontosan akkor igaz, amikor az A hamis, és
akkor hamis, amikor az A igaz. Csak ezt nevezziik
az A allitas tagadasanak. Valaszd ki, melyik ez!

: Panniék kutydja fekete.

Panniék kutydja tarka.

: Panniék kutydja nem fekete.

: Tobben vagyunk az osztalyban, mint 32.
Kevesebben vagyunk az osztlyban, mint 32.

NGRS

: Kevesebben vagyunk az osztalyban, mint 33.

Istvanék utcajaban parkol néhany autd. Istvan kor-
benéz, és megszolal:

»Az utcdban minden aut6 Opel”

Valaszd ki, hogy a kovetkez6 allitasok koziil melyik
tagaddsa Istvan mondatanak! Tobb j6 megoldast is
talalsz!

1. lecke | IGAZ VAGY HAMIS

A: Nincs az utcaban Opel.

B: Az utcidban minden auté Skoda.

C: Van olyan aut6 az utcaban, amely nem Opel.
D: Az utcdban nem minden aut6 Opel.

E: Van az utcaban Skoda is.

Megadunk 5 allitast:

A: A 0-ra végz6d6 természetes szamok oszthatok
5-tel.

B: A 0-ra és az 5-re végz6d6 természetes szamok
oszthatok 5-tel.

C: Nem igaz, hogy a 0-ra végz6d6 természetes sza-
mok oszthatok 5-tel.

D: A 0-ra végz6do természetes szamok nem oszt-
hatok 5-tel.

E: Az 5-tel oszthaté természetes szamok nem
mind végzédnek 0-ra.
Melyik igaz, melyik hamis?
A B, C, D, Ekijelentések koziil melyik lehet az A
allitas tagadasa?



6 = Hosszu Katinka, tobbszoros olimpiai és vilag- a) Mi volt a két Gszoné sorrendje a selejtezében,
bajnok wszonk, 20 éves kordban 2009-ben sze- a kozépdontében és a dontében?
rezte élete elsd vilagbajnoki érmeit. Részlet egy b) Mennyit javitott Hosszt Katinka a sajat Euré-
2009-ben irt djsagcikkbdl: ,A 2009-es romai pa-rekordjan?
uszd-vilagbajnoksagon Verraszté Evelyn és a se- c) Biztos, lehetséges vagy lehetetlen az, hogy
lejtez6ben 1j Eurdpa-rekordot elérd (2 p 9,12 mp) Hosszt Katinka megnyerte ezt a versenyt?
Hosszt Katinka (a képen) is bejutott a 200 m-es néi d) Mit felelnél az el6z6 kérdésre, ha Eurdpa-baj-
vegyes Uszas dontdjébe, el6bbi az 6todik, utobbi pedig noksagrol lenne sz6?
a hetedik legjobb eredménnyel. A dontében Katinka e) Az ujsaghir ismeretében biztos, lehetséges vagy
nagyszertien uszva, gyonyort hajraval, sajat rekord- lehetetlen az, hogy Hosszu Katinka ezen a ver-
jat megjavitva, 2 p 7,46 mp-es Gj Eurdpa-csuccsal senyen bronzérmet nyert? (Valaszod helyessé-
csapott a célba. Verraszté Evelyn is kivalo teljesit- gérél meggy6zédhetsz, ha utdnanézel, mi tor-
ményt nyujtott, és végiil a hetedik helyen zart” tént valéjaban.)

HAZI FELADAT

1 5 Fogalmazd meg az 6rai 1. feladatban szerepl6 alli- a) 2009. december 11-én Verraszt6 Evelyn tartot-
tasok tagadasat! Mit tapasztalsz? ta a 200 m-es rovidpalyas néi vegyes tszds Eu-

ropa-csucsat?

2 s Részlet egy ujsagcikkbdl: ,Verraszté Evelyn szerez- b) 2009. december 19-én 2:04.64 perc volt a 200
te a magyar uszdcsapat els6 érmét 2009. december m-es n6i rovidpalyas vegyes uszds Eurdpa-csi-
10-én, az isztambuli rovidpalyas Eurdpa-bajnok- csa?
sagon, ahol a 200 m vegyes dontdjében 2:04.64-es c) 2009. december 19-én 2:04.60 perc volt a 200
(2 p 4,64 mp) vildgesucsidével érdemelte ki az elsé m-es néi rovidpalyds vegyes uszas vilagestcsa?
helyet. Nyolc nappal késébb a manchesteri tszo-
galan ugyanezen a tavon az amerikai Julia Smit 3 5 Cseh Laszlé6 Eurdpa-csucsot tszott a rovidpalyas
2:04.60 perccel (2 p 4,60 mp) csapott a célba” orszagos bajnoksagon. Kozvetleniil a verseny utdn
Biztos-e, lehetséges-e, lehetetlen-e, hogy a) Donci azt allitja, hogy a magyar orszagos csucs

ennél biztosan gyengébb;
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b) Bence azt, hogy az orszagos csucs pontosan C: A paros szamok nem mind végzédnek 2-re.
ugyanennyi; D: A paros szamok 2-re vagy 0-ra végzédnek.
c) Hajni szerint a vilagcstcs ennél biztosan jobb. E: A 2-re végz6d6 szamok paros szamok.
Kinek van igaza? F: Van olyan paros szam, amely 2-re végzddik.
G: Van olyan paros szam, amely nem 2-re végz3dik.
4 = Megadunk 7 allitast: a) Melyik igaz, melyik hamis?
A: A paros szamok mind 2-re végzédnek. b) A fenti kijelentések kozott van-e két olyan,
B: A paros szamok mind 0-ra végzddnek. amely egymads tagadasa?

RAADAS

1 ® a) Egy bérhaz bérldi elhataroztak, hogy megvaséroljak az épiiletet. Ugy dontottek, hogy mindenki ardnyosan jarul
hozz4 a vételar kifizetéséhez, mégpedig aszerint, hogy mekkora az dltala bérelt lakas alapteriilete. Tehat ha példaul
valaki a 20%-4t bérli a teljes bérelhetd teriiletnek, akkor 6 a vételar 20%-4t fizeti ki.

Dontsd el az alabbi kijelentések mindegyikérdl, hogy igaz vagy hamis! Valaszaidat indokold a fiizetedben!

A: A nagyobb alapteriileti lakdsban laké tobbet fizet 1 m”* megvasarldsaért, mint a kisebb lakasban laké.

B: Ha ismerjiik két lakas alapteriiletét és tudjuk, hogy az egyik lakas bérléje mennyivel jarul hozza a vételarhoz,
akkor tudjuk azt is, hogy a masik lakas bérléje mennyit fizet.

C: Ha ismerjiik a bérhaz vételarat és tudjuk, hogy mennyivel jarulnak hozza a vételarhoz az egyes bérl6k, akkor
azt is tudjuk, hogy mekkora az egyes lakasok alapteriilete.

D: Ha sikeriilne 10%-ot lealkudni az épiilet vételarabol, akkor minden bérlének 10%-kal kevesebbet kellene fizet-
nie a bérhaz megvasarlasahoz.

b) A bérhdz 3 lakasbdl 4ll, ezek alapteriilete rendre 95 m’, 85 m” és 70 m”.
A bérhdz vételdra 30 milli6 forint. Mennyivel kell hozz4jarulnia a 85 m*-es lakds tulajdonosanak a vételarhoz?

2 ® Az egyik 7. osztilyos matematikaérdan mindegyik
tanul6 magassagat megmérték. A mérések szerint a Q
fitk atlagmagassaga 160 cm, a lanyoké pedig 150 cm.
Anna volt a legmagasabb, 180 cm, Dani a legalacso-
nyabb: 130 cm. A mérés napjan két tanul6 hianyzott,
de masnap mindenki ott volt a matematikadran, a
két el6z6 napi hidnyz6 is. Megmérték ennek a két ta-
nulénak a magassagat is, aztan djraszamoltak az at-
lagmagassagokat. Meglepetve tapasztaltak, hogy sem
a fidk, sem a lanyok atlagmagassiga nem valtozott.
Milyen kovetkeztetéseket lehet levonni a fentiekb6l?
Dontsd el az alabbi kijelentésekrél, hogy helyes ko-
vetkeztetések-e! Valaszaidat indokold is fiizetedben!

: Mindkét hidanyz6 tanul6 lany volt.

Az egyik hianyz6 tanuld lany volt, a masik fia.

Mindkét hidnyzé tanulénak ugyanakkora a magassaga.

: A jelen 1év8 tanulok magassaganak atlaga az els6 napon ugyanannyi volt, mint a masodik napon.

sz R I

A miésodik napon is Dani volt a legalacsonyabb a tanulok kozott.
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IGAZ VAGY HAMIS?

FOGLALJUK TABLAZATBA!

CSOPORTMUNKA

10

Dolgozzatok parban! A fiizetbe készitsétek el a tablazato-
kat, és toltsétek ki!

1 s Mivan a szobdban, lany vagy sz6rny? A tavalyi tanév
végén mar taldlkozhattatok egy ilyen jellegti feladat-
tal. Most négy esetben gondoljatok végig, van-e olyan
szoba, amelyben biztosan lany van, és vajon melyik
az! A tablazatok segitenek a megoldasban.

A orosz Zaptor — Kovalens Kapitannyal folytatott csa-
taja soran - foglyul ejtett néhany drtatlan lanyt, majd
erédjébe zarta. Mikor a Kapitany sarokba szoritotta
Zaptort, 6 a kovetkez6 feladvanyok elé allitotta hésiin-
ket. A torony mindegyik emeletén két ajto taldlhato.
Az ajték mogott vagy egy tuszul ejtett lany van, vagy
Zaptor egy félresikeriilt kisérletének végeredménye.
a) Az egyik felirat igaz, a masik hamis.
Lehet, hogy mindkét szobdban egy-egy lany van,
de az is lehet, hogy egyikben egy lany, a masikban
egy szorny.
S —————

Egyik szobaban
lany van, masik-
ban pedig szarny.

417 NP
B

| 1

] /4

Ebben a szobaban
lany van, a masik-
ban szarny.

9///’ 4
(2

Toltsétek ki a tablazatot!

Az 1.szoba A2.szoba Megfelel-e az
Ez van Ez van

felirata felirata ~egyik igaz,
az 1. az igaz vagy = igazvagy masik hamis”
R hamis? hamis? feltételnek?

Lany Lany
Léany Szorny
Szérny  Lany

Melyik szobat érdemes vélasztani?

b) Vagy mindkét felirat igaz, vagy mindketté hamis.
Lehet, hogy mindkét szobdban egy-egy lany van,
de az is lehet, hogy egyikben lany, a masikban egy

szorny.
R ——
Legalabb az A masik
egyik szobaban szobdban
lany van. szdrny van.

417 NP
B

| 1

J /4

9///”
i

Toltsétek ki a tablazatot!

Megfelel-e a

Ezvan Ezvan Az 1.szoba A2.szoba ,vagy mind-

felirata felirata kettd igaz,
az 1. a2 igazvagy  igazvagy  vagy mind-
ek b hamis? hamis? ketté hamis”
feltételnek?
Lany Lany
Lany Szorny

Szorny  Lany

Gondoljatok végig egy masik irdanybol is! Toltsétek ki
a kovetkez tablazatot!

Az A Ez van Ez van
1.szoba  2.szoba azl. a2. Lehetséges?
felirata felirata ~ szobdban  szobdban
igaz igaz
hamis hamis

Melyik szobat érdemes valasztani?

c) A kovetkezd emeleten az ajtok felirata mas.
Vagy mindkét felirat igaz, vagy mindkett6 hamis.
Lehet, hogy mindkét szobdban egy-egy lany van,
de az is lehet, hogy egyikben lany, a mésikban egy

szorny.

LOGIKA



Ebben a szobaban
szdrny van, vagy
a masik szobaban
lany van.

A masik
szob&ban
l&ny van.

//»:.a

|||“

n'|'l'[’°| 2

1““

J W/

Toltsétek ki a tablazatokat!

//

Megfelel-e a

Megfelel Megfe-
Az 5 A &
Ezvan Ezvan az 1. lel a 2.
1. szoba L, 2. szoba S
az l. a2. . szobérol . szobérol
) , felirata o, felirata L,
szoba-  szoba- ivaz va 52016 ivaz va 52016
ban ban & .gy feltétel- '€ .gy feltétel-
hamis? hamis?
nek? nek?
Lany Lany

Lany Szorny
Szorny Lany

Miutan harcképtelenné tette a gonosz pusztitét, a Kapi-
tany kiszabaditotta és biztonsagba helyezte a lanyokat.

Egy uszdversenyen négy iskola csapata keriilt don-
tébe: az Aranyhegyi, a Janos-hegyi, a Lakihegyi és a
Pal-volgyi. A végeredményrdl a kovetkezdket tudjuk:
- Az egyik sz€ls6 pélyan usz6 versenyzé gy6zott.

— A fekete sapkas a sdrga és a kék sapkas kozé keriilt.

Az 1.szoba A2.szoba ,vagy mind-
Ez van Ez van . . Y
. ) felirata felirata kett6 igaz,
szobdban szobdban 8% v.a sy g v.a 8y vagzr mm('i—”
hamis? hamis? kett6 hamis
feltételnek?
Lany Léany
Lany Szérny
Szorny Lany
Az A Ez van Ez van
1.szoba  2.szoba az 1. a2. Lehetséges?
felirata felirata ~ szobdban  szobaban
igaz igaz
hamis hamis

Melyik szobat érdemes vélasztani?

Ha az 1. szobaban lany van, akkor a felirat rajta
igaz, ha szérny van benne, akkor viszont hamis.
Mig a 2. szobaban pont forditott a helyzet, ha
ott lany van, akkor a felirat hamis, ha szorny van
benne, akkor igaz.

Mindkét Mindkét
szZobaban szobaban
lany van. lany van.

7, W 2
B

|||“ 1““
J W/

”

Melyik szobat érdemes valasztani?

- Csak egy olyan uszé volt, aki ugyanannyiadik he-
lyezést ért el, mint ahanyadik palyan uszott, és ez
nem a gyoztes volt.

— A lakihegyisnek fekete volt a sapkaja.

— A piros sapkas zold aszénadragban versenyzett.

— Az aranyhegyis és a lakihegyis pélydja nem volt
szomszédos.

— A sdrga sapkds a 3. és 4. helyezett kozott aszott.

- A janos-hegyisnek belsé palya jutott.

Melyik iskola tszoja lett a gy6ztes?
Milyen szint sapkaban dszott a 3. helyezett?
Kapott-e érmet az aranyhegyis versenyz6?

Az alabbi tablazat segithet a gondolatok rendszerezésé-
ben. Masold at a fiizetedbe és t6ltsd ki!

Palya l-espalya 2-espdlya 3-aspédlya  4-es pdlya
Iskola
Sapka

Helyezés

Megjegyzés: Ez a feladat egy, Einstein nevéhez kapcsolhato,
logikai feladvany egyszerisitett véltozata. Allitélag az em-
berek 98%-a nem tudja helyesen megoldani Einstein fel-
adatat. A Raaddsban bebizonyithatod, hogy te a kivételes
2%-hoz tartozol!
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HAZI FELADAT

1 s Egy torpe beleesett a tiindék csapdajaba, de azok
nemes lelkek révén felajanljak neki, hogy szabadon
bocsdjtjak, ha elsére megtaldlja a tomloc kulcsat.

NyAvALYAS
HEGYESFULT
NEPSEG...

a) Melyik ladat valassza, ha a tiindék azt is elarul-

jak, hogy a harom allitas koziil csak egy igaz?
Toltsd ki a kovetkezd tablazatot a fiizetedben:

1. 2. 3. 1.1ada 2.ldda 3.1dda  Teljesiil-e,
lida ldda lada felirata felirata felirata hogy
tar-  tar-  tar-  igaz igaz igaz »a 3 allitas
tal-  tal-  tal- vagy vagy vagy  kozil csak
ma ma ma hamis? hamis? hamis? egyigaz’?
kulcs = =

- kulcs -

- - kulcs

b) Hogyan médosul a helyzet, ha a hdrom allitas
koziil csak egy hamis? Készits olyan tablazatot,
amely segit a megoldasban!

12

2 5 Haérom indian il a tiiz koriil: Fehér Tigris, Sziirke
Egér, Sarga Irigység. Egyszer csak megszolal Fehér
Tigris:

- Egyikiink sarga ruhat visel, van kozottiink fehér
ruhét és sziirke ruhat visel§ is, de egyikiink sem
olyan szinti ruhaban van most, mint ami a nevében
is szerepel.

- Valéban! - mondta a sarga ruhas.

Milyen szinti ruhat viselt Sziirke Egér?

3 s Frédiavasdrban harom elad6tol prébal nyaklancot
vasarolni. A harom eladdnal osszesen kétféle egy-
ségaron lehetne nyaklancot venni, de mindegyik
eladénak csak egyfajta egységari nyakldnca van.
Frédi mindharom eladénak - az id6snek, a kozép-
korunak és a fiatalnak is — feltesz egy kérdést:

A fiataltol ezt kérdezi: ,, A kozépkoru elad6 dragabb
nyakldncot arul, mint az idésebb?”

A kozépkorutol ezt kérdezi: ,Az idGsebb eladd
nyaklanca dragabb, mint a fiatalé?”

Az idésebbtél pedig ezt: ,Vehetek-e 100 garasért
két nyaklancot a vasarban?”

Mind a harom kérdésre ugyanazt a valaszt (igen,
vagy nem) kapta. Vajon sikeriilt-e Frédinek 100 ga-
rasért megvennie a két nyaklancot a vasarban?

LOGIKA



RAADAS

Egy utcaban van 6t egymas melletti, mas-mas szint haz.
Mindegyik hazban mas nemzetiségii férfi lakik. Mind
mas-mas hangszeren jatszik, mas italt kedvel és mas al-
latot tart.

Y

1. Az angol piros szinti hazban lakik.

2. A svédnek kutyaja van.

3. A dan teat iszik.

4. A z06ld haz kozvetleniil a fehér mellett balra van.
5. A z6ld héz tulajdonosa kavét iszik.

6. Aki zongorazik, annak papagaja van.

7. A sérga haz tulajdonosa dobol.

8. A kozéps6 haz tulajdonosa tejet iszik.

9. A norvég az els6 hazban lakik.

10. A hegediin jatszo férfi szomszédja macskat tart.
11. A brécsas férfi sort iszik.

12. A lovat tart6 férfi a dobos mellett lakik.

13. A német trombital.

14. A norvég a kék haz mellett lakik.

15. A hegedin jatszé férfi szomszédja vizet iszik.

Ki tart halakat? (Segithet az alabbi tdblazat a gondolkodas-
ban. Mésold 4t a fuzetedbe!)

1.hdz 2.hdz 3.haz 4.haz 5.haz

Haz szine
PS,EZ K

Lakd nemzetisége
A,Né,No, D, S

Hangszer
Z,B,D,H, T

Ital
Tea, K, V, S, Tej

Allat
K,PM,L H

@ Keressetek ezekhez hasonlé feladvanyokat az inter-
neten és osszatok meg egymassal Gket!
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3 OSSZETETT ALLITASOK

KIDOLGOZOTT FELADAT

14

Két idésebb férfi, Gyula és Miklés beszélgetnek.
— Emlékszel, Miklés, Kulcsar Gy6zére? O aztdn tu-

1.

dott vivni! - mondja Gyula.

— Igen, valamikor a 70-es években az iskolatdrsaim-
mal izgatottan lestiik, szerez-e olimpiai aranyérmet.
Ugy emlékszem, jol drukkoltunk.

- En meg arra emlékszem, hogy mindkét olimpidrol
hozott aranyérmet! — idézi fel a 70-es éveket Gyula.
Ki emlékszik helyesen?

Megoldds
A 70-es években két olimpia volt, 1972-ben Miinchenben
és 1976-ban Montrealban.

Miklds emléke két részre bonthato:

Kulcsdr Gy6z6 aranyérmet szerzett  Kulcsdr Gy6zd aranyérmet szerzett
a miincheni olimpidn a montreali olimpidn

IGAZ, parbajtércsapattal aranyér-
met nyert.

HAMIS, ekkor nem nyert arany-
érmet.

Miklés emléke szerint Kulcsar Gy6z6 a miincheni olimpidn
VAGY a montreali olimpidn aranyérmet nyert.

A két dgllitds egyike igaz, ezért Miklds jol emlékezett.

Gyula emléke ugyanerre a két részre bonthato:

Gyula emléke szerint Kulcsar Gy6z6 a miincheni olimpidn
is ES a montreali olimpidn is aranyérmet nyert.

Gyula rosszul emlékezett. Akkor lenne igaza, ha az dllitds

mindkét része igaz lenne.

Igaz-e a kovetkez6 allitas:
— Egerszegi Krisztina 1991-1992-ben  aranyérmet
nyert az uszo-vildgbajnoksdgon vagy az olimpidn.

Bence elhatérozta, hogy utdnanéz ennek a dolognak.

Megoldds
1991-ben tszd-vilagbajnoksag volt Perth-ben, 1992-ben
pedig olimpia Barcelonaban.
Az allitas két részre bonthato:
Egerszegi Krisztina aranyérmet

nyert 1991-ben a vildgbajnok-
sdgon

Egerszegi Krisztina aranyérmet
nyert 1992-ben az olimpian.

A két rész VAGY kotdszéval kapcsolodik egymashoz. A tel-
jes allitas IGAZ, ha a két rész koziil legaldbb az egyik IGAZ.
Nézziink utana el8szor a masodik résznek! Ez a rész IGAZ:
Egerszegi Krisztina harom szdmban is nyert a barcelonai
olimpian.

Nem is kellene ellendrizni az 1991-es sz6-vilagbajnoksa-
got, mar tudjuk, hogy a feladat allitasa IGAZ, akkor is, ha
nyert, akkor is, ha nem nyert 1991-ben.

Megjegyzés:

Figyeljilk meg a kovetkez két allitast!

Egerszegi Krisztina 1991-1992-ben aranyérmet nyert a vi-
ldgbajnoksdgon vagy az olimpidn.

Egerszegi Krisztina 1991-1992-ben aranyérmet nyert a vi-
lagbajnoksdgon és az olimpidn.

Mivel Egerszegi Krisztina nemcsak az olimpian, hanem az
1991-es vilagbajnoksagon is aranyérmet nyert, (két szam-
ban is), ezért mindkét allitds IGAZ.

LOGIKA



Két-két allitast (kijelentést) meghatdrozott modon dsszekapcsolva olyan 1ijabb dllitdsokhoz juthatunk, amelyek logikai értékét
az eredeti dllitdsok logikai értéke egyértelmiien meghatdrozza. Az ilyen 6sszekapcsolasokat logikai miiveleteknek nevez-
ziik.

Figyeljiink meg két egyszerti logikai miiveletet!

Definicié: A VAGY-miivelet (latinul: diszjunkcid)
Legyen A és B egy-egy allitas (kijelentés). A vagy B (jelekkel: A V' B) azt az allitast jelenti, amely igaz, ha A és B koziil
legalabb az egyik igaz, és hamis, ha mind A, mind B hamis.

Példaul, ha
A: Hajni jelest kapott matematikabol; B: Hajni jelest kapott térténelembdl,
akkor A V B azt jelenti, hogy Hajni jelest kapott matematikabol vagy torténelembdl (vagy mindkett6bol).

A VAGY-mtivelet igazsagtablazata:

Ha A és B akkor A V B A B AV B
igaz igaz igaz i i i
. . . vagy 5
igaz hamis igaz . h i
. . ] egyszeribben: . .
hamis igaz igaz i i
hamis  hamis hamis h h h

Definicié: Az ES-miivelet (latinul: konjunkcio)
Legyen A és B egy-egy allitas (kijelentés). A és B (jelekkel: A /\ B) azt az dllitast jelenti, amely igaz, ha A is és B is igaz, és
minden mds esetben hamis.

Példaul, ha
A: Hajni jelest kapott matematikabdl; B: Hajni jelest kapott térténelembdl,
akkor A /\ B azt jelenti, hogy Hajni jelest kapott matematikabdl is és torténelembél is.

Az ES-miivelet igazsigtéblazata:

Ha A és B akkor A N\ B A B ANB
igaz igaz igaz i i i
igaz hamis hamis Vag")l;b ) h h
hamis igaz hamis ceysertbhen: i h
hamis  hamis hamis h h h
1 = Melyik allitds igaz, melyik hamis? 2 = Irj hérom olyan pozitiv egész szdmot, amely
a) 24 oszthaté 3-mal vagy 4-gyel. a) oszthat6 18-cal vagy 36-tal;
b) 50 oszthat6 5-tel és 10-zel. b) oszthat6 18-cal és 36-tal;
c) 36 oszthatd 6-tal és 8-cal. c) oszthatd 18-cal és nem oszthat6 36-tal;
d) 48 oszthaté 12-vel vagy 15-tel. d) oszthatd 18-cal vagy nem oszthat6 36-tal!
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Két kijelentést fogalmaztunk meg a rajzon lathaté KLM haromszogre vonatkozdan. L
A: A KLM haromszog egyenl szaru; B: A KLM haromszog derékszogu. ‘
Add meg A, illetve B logikai értékét (igaz vagy hamis)!
Fogalmazd meg az A V B, illetve az A /\ B kijelentést!
Dontsd el, hogy a b)-ben megfogalmazott két kijelentésnek mi a logikai értéke!

1. Kapcsoljunk 6ssze ha..., akkor kotészavakkal allitdsokat: ha A, akkor B. Ezzel azt allitjuk, hogy ha A allitds igaz, akkor
B allités is igaz. Ha azonban A dllitas hamis, akkor a ha A, akkor B kijelentés akkor is igaz, ha B igaz, és akkor is igaz,
ha B hamis.

2. Amikor akkor és csak akkor kotészavakkal kapcsolunk 6ssze dllitdsokat, akkor azt allitjuk, hogy a két allitds logikai
értéke megegyezik: vagy mindkettd igaz, vagy mindkett6 hamis.

Megjegyzés: A Raaddsban tobbet is megtudhatsz ezekrél a miiveletekr6l.

Milyen logikai miveleti jelet kell irni a pontozott részre, hogy a kijelentés igaz legyen?
Az (x + 3)(5 — x) szorzat akkor és csak akkor egyenlé nulldval, hax+3=0...5—x=0.
Az (x + 3)* + (5 — x)” dsszeg akkor és csak akkor egyenlé nullaval, hax+3=0...5—x=0.

Milyen logikai miiveleti jelet kell irni a pontozott részekre, hogy az allitds igaz legyen?
Az ab szorzat értéke akkor és csak akkor pozitiv, ha (a > 0...b>0) ... (¢ <0...b < 0).

Legyen A is és B is egy-egy allitds (kijelentés). Mdsold be az alabbi tdblazatot a fiizetedbe, és toltsd ki az tires
mezoket a megfelel6 logikai értékekkel! Jelolés: — A (= nem A) az A kijelentés tagadasa. Segitségképpen néhany
mez6t kitoltottink.

A B —A —B —AA—-B —AV—B AAB AVB  —(AAB) —(AVB)

i i h i i
i h h i
i
h
HAZI FELADAT
1 5 Rajzolj olyan abrat, amelyre igaz az alabbi allitas! b) Az ABCD négyszog rombusz és téglalap.
a) Az ABC haromszog egyenl$ szard és derék- c) Az ABCDnégyszog deltoid vagy paralelogramma.
szogu. d) A megrajzolt sokszog konvex vagy belsé szoge-
b) Az ABCD négysz6g rombusz és téglalap. inek Osszege 540°.

c) Az ABCDnégyszogdeltoid vagy paralelogramma.
d) A megrajzolt sokszog konvex vagy belsé szoge- 3 = Egészitsd ki az allitast ugy, hogy igaz legyen!

inek Osszege 540°. a) Az (x— 8)(7 — 2x) szorzat akkor és csak akkor
2 = Rajzolj olyan dbrat, amelyre nem igaz (hamis) az egyenld nullaval, ha ...
alabbi allitas! b) Az (x— 8)+ (7 — 2x)* Osszeg akkor és csak
a) Az ABC haromszog egyenl6 szaru és derékszogtl. akkor egyenl6 nullaval, ha ...
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RAADAS

I. Implikacio

Legyen A és B is egy-egy kijelentés.

A bel6liik képzett ,Ha A, akkor B kijelentésre azt mond-
juk, hogy az IMPLIKACIO logikai miivelettel kapcsoltuk
Ossze a két kijelentést. Az implikacio jele: —.

Ennek a logikai miiveletnek az igazsagtablazata a kovet-

kez6:

A B A—->B A B A—>B
igaz igaz  igaz vagy i i
igaz  hamis hamis egysze- i h h

hamis igaz  igaz riibben: h i i
hamis hamis igaz h h i

Az A — Bkijelentés tehat pontosan akkor hamis, ha A igaz,
B pedig hamis.

II. Ekvivalencia

Az A és a B Kkijelentésbdl képzett ,A akkor és csak
akkor, ha B” kijelentésre azt mondjuk, hogy az
EKVIVALENCIA logikai miivelettel kapcsoltuk ossze a két
kijelentést. Az ekvivalencia jele: <.

Ennek a logikai mtveletnek az igazsagtablazata a kovet-

kez6:

A B A©B A B A©B
igaz igaz  igaz vagy i i i
igaz  hamis hamis egysze- i h h

hamis igaz hamis ribben: h i h
hamis hamis igaz h h i

Az A <> B Kkijelentés tehat pontosan akkor igaz, ha A és B
logikai értéke egyenld.

FELADAT

1 > Melyik allitas igaz, melyik hamis? Valaszodat indo-

kold!

A Ha egy valds szam reciproka egyenld sajat maga-
val, akkor a négyzete is egyenld sajat magaval.

B Ha egy valds szam négyzete egyenld sajat magaval,
akkor reciproka is egyenl6 sajat magaval.

C Ha egy valds szam négyzete kisebb, mint maga a
szam, akkor a szdm kisebb mint 1.

D Ha egy valds szam kisebb, mint 1, akkor a négyze-
te kisebb, mint maga a szam.

3. lecke | 0SSZETETT ALLITASOK

III. Kizaré vagy

Az A és a B kijelentésbdl képzett ,Vagy A vagy B” kijelen-
tésre azt mondjuk, hogy a VAGY-VAGY (kizar6 vagy) lo-
gikai mivelettel kapcsoltuk dssze a két kijelentést. A kizaro
vagy jele: ®P.

Ennek a logikai miveletnek az igazsagtablazata a kovetkezé:

A B A®B A B ADB
igaz  igaz  hamis vagy i i h
igaz hamis igaz egysze- i h i

hamis igaz  igaz riibben: h i i
hamis hamis hamis h h h

Az A @ B kijelentés tehdt pontosan akkor igaz, ha A és B
logikai értéke kiilonb6zé.

Példaul: A ,Vagy a cip6t veszed meg vagy a kabatot (veszed
meg).” Osszetett kijelentés igaz, ha csak az egyik targyat vasa-
rolod meg, hamis, ha mindkett6t vagy egyiket sem.

A fejlettebb szamologépek és a szamitégépek ismerik a
logikai miveleteket is. Altaldban a kovetkezd névvel lehet
ezekre a miveletekre hivatkozni:

Ertelme Gépi neve A miivelet neve
NEM NOT tagadas

ES AND konjunkcié
VAGY OR diszjunkcié
VAGY-VAGY XOR kizar6 vagy

@ Ezekkel a muveletekkel informatika érén is taldl-
kozhattal mar, az Excel tablazat kezelésének tanu-
lasakor. Nézz utana, hogy mit jelent a NAND és
NOR miivelet és milyen egyéb logikai miiveletek
talalhatdk az Excelben!

E Egy valds szam négyzete akkor és csak akkor ki-
sebb, mint sajat maga, ha a szdm pozitiv, de kisebb,
mint 1.

2 5 Ird fel a kovetkezd kifejezések igazségtablazatat!
a) A—-> —B c) A< (AVB)
b) —AV —B d) (AAB)P—B
Melyik kifejezések ekvivalensek? Van-e koztik két
olyan, hogy implikacié van koztiik?
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VAGY-MUVELET, ES-MUVELET

NYITOTT MONDATOK ESETEBEN

BEVEZETO

Figyeljiink meg egy olyan nyitott mondatot, amelybél egy
mondatrész hianyzik:

A Tisza cimii verset ... irta.
Ha a kipontozott helyre beirjuk egy kolté nevét, akkor egy
kijelentést kapunk:

A Tisza cimii verset Jozsef Attila irta.

Ez hamis kijelentés.

A Tisza cimij verset Petdfi Sandor irta.

Ez igaz kijelentés.
Ha nem Pet6fi nevét irjuk be a kipontozott helyre, akkor a
kapott allitas logikai értéke: hamis.

Figyeljiink meg néhdny olyan nyitott mondatot, amelybdl
egy vagy két szam hidnyzik:
6-szor ... nagyobb, mint 100;

6x > 100;
... 8ZOT ... nagyobb, mint 100;
xy > 100;
6-szor ... nagyobb, mint .. ;
6x > y.

KIDOLGOZOTT FELADAT

18

Megadunk két nyitott mondatot, A-t és B-t, alaphalmaznak
mindkett6ho6z a 15-nél kisebb pozitiv egész szamok halma-
zat vélasztjuk.

A: az n egy 4 és 12 kozotti egész szam,

B: az n primszam.

Irjuk a nyitott mondat valtozdja (n) helyébe az alaphalmaz
elemeit, és vizsgaljuk meg, hogy az igy kapott kijelentések
igazak vagy hamisak! Foglaljuk tablazatba az eredménye-
ket! (Példaul, ha n helyébe a 3-at irjuk, akkor az A nyitott
mondatbol az ,,a 3 egy 4 és 12 kozotti egész szdm™ kijelen-
tést kapjuk, mig a B nyitott mondatbdl az ,,a 3 primszdm”
kijelentést. Az elsé kijelentés hamis, a masodik igaz. Lasd a
sotétitett oszlopot!

Ha a kihagyott helyekre, illetve az x, y bettik helyére egy-

egy szamot irunk, kijelentéseket, allitasokat kapunk. Ezek
a kijelentések lehetnek igazak vagy hamisak.

- Ha példaul a 6x > 100 nyitott mondatba 8-at irunk az

x helyébe, akkor a 6- 8 > 100 hamis kijelentést kapjuk.

Ha nem 8-at, hanem példaul 18-at irunk, akkor a
6- 18 > 100 igaz kijelentést kapjuk.
- Ha példaul a 6x > y nyitott mondatba 8-at irunk az
x helyébe és 2-t az y helyébe, akkor a 6 - 8 > 2 igaz
allitast kapjuk, ha 3-at irunk az x helyébe és 22-t az
y helyébe, akkor a 6- 3 > 22 hamis allitast kapjuk.

A nyitott mondat 6nmagaban sem nem igaz,
sem nem hamis!

A VAGY-mtiveletet meg az ES-miveletet nyitott mondatok
esetére is értelmezziik.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
h h h h i i i i i i i h h h
B h i i h i h i h h h i h i h

Az A nyitott mondat igazsaghalmaza: {5; 6; 7; 8; 9; 10; 11}, a
B nyitott mondat igazsaghalmaza: {2; 3; 5; 7; 11; 13}.
Itt A V B azt a nyitott mondatot jelenti, amely
- igaz, ha olyan 15-nél kisebb pozitiv egész szamot va-
lasztunk n-nek, amelynek esetében az A és a B nyitott
mondatok koziil legaldbb az egyik igaz;
— hamis, ha olyan 15-nél kisebb pozitiv egész szamot va-
lasztunk n-nek, amelynek esetében az A és a B nyitott
mondat is hamis.

LOGIKA



Tehat a tablazatot igy egészithetjiik ki:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
A h h h h i i i i i i i h h
B h i i h i h i h h h i i h
AVB h i i h i i i i i i i h i h

A tablazatrol leolvashatjuk, hogy az A V B kijelentés igaz-
saghalmaza: {2; 3; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 13}.

Hasonldan:
A N\ B azt a nyitott mondatot jelenti, amely

- igaz, ha olyan 15-nél kisebb pozitiv egész szamot va-
lasztunk n-nek, amelynek esetében az A és a B nyitott
mondat is igaz;

- hamis, ha olyan 15-nél kisebb pozitiv egész szamot va-
lasztunk n-nek, amelynek esetében az A és a B nyitott
mondat koziil valamelyik (vagy mindkett6) hamis.

Tehat az els6 tablazatot igy egészithetjiik ki:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
A h h h h i i i i i i i h h h
B h i i h i h i h h h i h i h
AANB h h h h i h i h h i h h

Az x egy (—6)-nal nagyobb és 8-nal kisebb egész
szam. Megadunk négy nyitott mondatot:
A: x+3=0; B:5—x=0; C:(x+3)(5—x)=0;
D: (x+3+(5—x)>=0.
Toltsd ki a fiizetedben az igaz és hamis szavak-
kal (i-vel és h-val) a tablazatot! Segitségképpen
néhany mez6t el6re kitoltottiink.

x =51 =75 (=318 =98 18 BOR I S28 BSH R4S B58 N6N N7
A h h i

B h

C h

D h

AV B h

ANB h

Melyik nyitott mondatnak mi az igazsdghalma-
za az adott alaphalmazon?

A tablazatrdl leolvashatjuk, hogy az A /A B nyitott mondat
igazsaghalmaza: {5; 7; 11}.

Most halmazdbrikon szemléltetjiik az A és a B megoldds-
halmazit.

Az gbrakrdl leolvashatjuk:
- az A V B nyitott mondat igazsaghalmaza az A és a B
igazsaghalmazanak az unidja;
- az A /\ B nyitott mondat igazsaghalmaza az A és a B
igazsaghalmazanak a metszete.

Bence szerint ha A V B igaz, akkor Cis igaz, ha
AV Bhamis, akkor Cis hamis. Helyesen gondol-
kozik-e? Melyikhalmazaz A V Bigazsaghalmaza?
Hajni szerint ha C igaz, akkor A V B is igaz, ha
C hamis, akkor A V B is hamis. Helyesen gon-
dolkozik-e?

Dénci szerint ha D igaz, akkor A V Bisigaz, ha
D hamis, akkor A V B is hamis. Helyesen gon-
dolkozik-e?

Joco szerint ha D igaz, akkor A N B is igaz, ha
D hamis, akkor A A\ B is hamis. Helyesen gondol-
kozik-e? Melyikhalmazaz A /\ Bigazsaghalmaza?
Bence szerint ha A A\ Bigaz, akkor D is igaz, ha
A N B hamis, akkor D is hamis. Helyesen gon-
dolkozik-e?

4. lecke | VAGY-MUVELET, ES-MUVELET NYITOTT MONDATOK ESETEBEN
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A kovetkez6 nyitott mondatok alaphalmaza a pozi-
tiv, egyjegyti egész szamok halmaza.

Toltsd ki a tdblazatot a fiizetedben!

A: n oszthat6 3-mal.

B: n osztdja 12-nek.

A h h i
B
ANB
AV B

A kovetkezé nyitott mondatok alaphalmaza a
{—6; —4, —2; 0; 2; 4; 6} halmaz.

A:x—=3>0
B: x—3<0
C:x—1>0
D:x—1<0
E X=3 >
x—1

Vizsgald meg a nyitott mondatok igazsaghal-
mazat, és toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!

—6 —4 =% 0 2 4 6

O o w»

t

ANC
BV D

HAZI FELADAT

1s

N
Y

20

Oldd meg az 1. feladatot azzal a valtoztatdssal,
hogy az A helyett az A*: x + 3 > 0 nyitott mon-
datot veszed!

Az x egy (—6)-nal nagyobb és 6-nal kisebb egész
szam. Vizsgald a kévetkezd nyitott mondatokat!

A:x+2=0 D: x+8<0
B: x+2<0 EXt2>

x+ 8
C:x+8>0

Igaz-e:

- Ha A és C igaz, akkor E is igaz.
- Ha E igaz, akkor A és C is igaz.
- Ha B és D igaz, akkor E is igaz.
- Ha E igaz, akkor B és D is igaz.

Melyik allitas igaz, melyik hamis?

— Ha egy tortnek a nevezdje is és a szamlaldja is
pozitiv, akkor a tort pozitiv.

- Ha egy tort pozitiv, akkor a nevezdje is és a
szamlalodja is pozitiv.

Fogalmazd meg, mit allithatunk egy tortrél, ha

a tort értéke pozitiv!

Szemléltesd halmazabraval a kovetkezd nyitott
mondatok igazsdghalmazat! Az alaphalmaz a 20-
nél kisebb pozitiv paratlan szamok halmaza.

A: n primszam.

B: n oszthat6 3-mal vagy 5-tel,

C: (n + 1) oszthato6 4-gyel.

Fogalmazz meg olyan nyitott mondatot, melynek
igazsaghalmaza:

ANB

C\A

A\(BUCQ)

(BUC)\A

a) Toltsd ki a fiizetedben az igaz és hamis szavak-
nak megfelel§ i, illetve h bettikkel a téblézatot!

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

O m > ®

ANC
BAD
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b) Melyik kijelentésnek mi az igazsaghalmaza?
c) Vizsgéljuk a feladattal kapcsolatban a kévetke-
z6 négy kijelentést!
ha A igaz, akkor B hamis
ha A hamis, akkor B igaz
ha C igaz, akkor D hamis
ha C hamis, akkor D igaz
- Ezek mindig igazak, akdrmelyik szamot irjuk is az
x helyébe az alaphalmazbél! - mondja Joco.

RAADAS

1 ® Egy ujsagban két hirdetés jelent meg.

Alfa irodahéaz
2
Bérelt teriilet 58 m-95 m® kozott oo 20 ™
kozott
Bérleti dij 475 tallér 800 tallér
havonta havonta
Béta irodahaz

Bérelt teriilet 35 m*-260 m” kozott

90 taller

Bérleti dij =
m’-ev

Egy cég vezetSje vagy, a céged egy 110 m’-es és egy
60 m’-es irodahelyiséget szeretne bérelni egy évre,

— Dehogy, ezek mindig hamisak, barmelyik alaphal-

mazbeli elemet irjuk az x helyébe! - mondja Donci.

Bence az arany kozéputat képviseli, szerinte van

olyan allitds, amely esetén Jocénak van igaza, és

van olyan, amelyik esetében Doncinek.

Tegyél igazsagot!

d) Igaz-e, hogy az (AN C) V (BA D) nyitott
mondat igazsdghalmaza ugyanaz, mint az E
nyitott mondaté?

ugyanabban az irodahazban. Melyik irodahazat va-
lasztanad a kedvez6bb bérleti dij elérése érdekében?
[rd le a gondolatmenetedet is!

2 ® A mindennapok sordn gyakran talalkozhatunk olyan
helyzetekkel, amelyekben érvekkel prébalnak meg-
gy6zni minket valamely allitds igazsdgarol vagy tart-
hatatlansagar6l. Olykor nem konnyi eldonteniink,
hogy az elhangzé kijelentésekkel egyetértsiink vagy
inkabb ne.

Az alabbiakban egy példan keresztiil te is megérthe-
ted, hogy mennyire fontos a gondos mérlegelés, mi-
el6tt dontenénk.

Egy orszagban a védelmi kiadasok 2010-ben 30 milli6 tal-

lért tettek ki.

Ebben az évben az orszag éves mérlegében a ,,kiadasok 6sz-

szesen” rovatban 500 milli6 tallér szerepelt.

2011-ben a védelmi kiaddsokra 35 milli¢ tallért forditottak,

mig az éves mérlegben a kiadas oldalon 605 millié tallér

szerepelt. A vizsgalt id6szakban az inflaci6é 10% volt (2011-

ben ,atlagosan” minden 10%-kal tobbe keriilt, mint egy

évvel korabban).

Kétféle szerepben kell értékelned az adatokat (2012 elején).

Ervelj a szerepednek megfeleléen!

a) Egy civil szervezet szerint a kormany tdl sokat kolt vé-
delmi kiaddsokra. A szervezet tagjaként azt kell ,,bizo-
nyitanod”, hogy a kormany egyre tobbet fordit erre a
célra.

b) Egy hadiipari cég képvisel6jeként azt kell ,bizonyita-
nod’, hogy a kormdny egyre kevesebbet kolt az orszag

védelmére.

.j'.." r y r:I_._-\-—-—--—--v—_—:—
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5 GYAKORLAS, TUDASPROBA

FELADAT

1

5 Dontsd el, hogy az aldbbi 4llitds igaz vagy hamis
minden g, b, ¢ és d szam esetén, vagy csak bizonyos
szamok esetén igaz! (b # 0 ésc+d + 0)

2

a) (a+bp=a’+"b’ c) %:%
b) a+b_ _a b
c+d c¢+d c+d

5 Van olyan telepiilés Magyarorszagon, amelynek

van Laurencia nevi lakosa.

Melyik allitas tagadasa a fenti kijelentésnek:

A: Minden magyar telepiilésen lakik Laurencia.

B: Van olyan magyar telepiilés, amelynek nincs
Laurencia nevii lakosa.

C: Nincs olyan magyar telepiilés, amelynek van
Laurencia nevi lakosa.

Egészitsd ki a kijelentést igy, hogy igaz legyen!

A X+ 2
Zx+8

e

tort pontosan akkor nem negativ, ha ...

TUDASPROBA

22

15

Igaz vagy hamis? Hatarozd meg a kovetkez6 kifejezé-
sek logikai értékét!

A: 18 oszthaté 9-cel.

B: 9 oszthat6 18-cal.

C: 18 nem oszthaté 9-cel.

D: 9 nem oszthat6 18-cal.

A {2; 4; 6; 8; 10} halmaz elemei koziil melyiket he-
lyettesithetjiik az x helyében, hogy igaz legyen a ko-
vetkez6 allitas:
a) x+2>7 N 3x <30

x—8 <
n £=% <0,
Egy szamrol tudjuk, hogy oszthat6 9-cel és oszthatd
11-gyel. Igaz-e?
a) Ez a szdm oszthat6 99-cel.
b) Ez a szdm oszthatd 9-cel vagy oszthatd 11-gyel.

45

(4]
Y

[rj az x, illetve az y helyébe olyan szamokat, hogy a
megfogalmazott kijelentések igazak legyenek!

a) x+ty=4Nx—y=2

b) x+ty=4Vx—y=2

c) x+yx—y)=0

d) (x+)°+(x—y>"=0

Vizsgald meg a kovetkezé nyitott mondatokat!
A: x+8 <19

B: x oszthat6 3-mal

Cx—11=25

Adj meg harom olyan pozitiv egész szamot, melyet
x helyébe irva:

a) A N\ B dllitas igaz

b) =BV C allitas igaz;

c) —B V C dllitds hamis;

d) (A V B) A C igaz!

Megadunk két allitast.

A: Minden 5-re végz6dd6 pozitiv egész szam oszthat6
5-tel.

B: Minden 5-re végz6dé pozitiv egész szam oszthatd
3-mal.

Mi az igazsagértéke a —A; —B; AVB; AAB; =(AVB)

allitasoknak?

Szemléltesd halmazabraval a kovetkezd nyitott mon-
datok igazsaghalmazat! Az alaphalmaz a 10-nél na-
gyobb, 25-nél kisebb egész szamok halmaza.

Az A, B és C halmaz a kovetkezé:

A: ,noszthatd 3-mal’nyitott mondat igazsaghalmaza.
B: ,,n oszthat6 4-gyel” nyitott mondat igazsaghalmaza.
C: ,n oszthato 5-tel” nyitott mondat igazsaghalmaza.
Fogalmazz meg olyan nyitott mondatot, melynek
igazsaghalmaza: ANB; BUC; AUC.

LOGIKA



TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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Y

Déontsd el, melyik allitds az alabbiak koziil!
a)
b)
c)
d)
e)
f) Olimpiai sport a tenisz?
g)

A kutya nem emlésallat.

Milyen nap van ma?

Arany Janos irt balladakat.

Minden lany csinos.

A Merkar a Naphoz legkdzelebbi bolygé.

A 2 raciondlis szam.

Allapitsd meg a kovetkezd allitdsok igazsagértékét:
A: Harom pozitiv szam szorzata pozitiv.

B: Harom pozitiv szdm szorzata nem negativ.

C: Hérom egész szam szorzata pozitiv.

Gyula igy emlékezik: Kulcsar Gy6z6 négy olimpidn is
szerepelt; az egyiken két aranyérmet nyert.

Melyik két allitast kapcsolta itt 6ssze egy logikai m-
velettel Gyula?

Ez a VAGY-miivelet vagy az ES-miivelet?

Egy teljesen hétkoznapi mondatban akar tobb logikai
mivelet is ,,megbujhat”. Nézziik példaul ezt az egysze-
rt kijelent6 mondatot: Gedd Gyorgy az 1972-es olimpi-
dn dobogos helyezést ért el 6kolvivisban.

Fogalmazd at a kovetkezd séma szerint a mondatot
(ha kell, tegyél zardjelet az egyes részek elkiilonité-
sére):

Gedo6 Gyorgy elindult az 1972. évi olimpian ... 6kol-
vivasban versenyzett ... 1. helyezést értel ... 2. helye-
zést értel ... 3. helyezést ért el.

(Mivel csak egy sulycsoportban indulhatott versenyzd-
ként, két érmet nem nyerhet olimpian 6kolvivasban.)

Két allitast fogalmaztunk meg.
A: 320 oszthat6 40-nel. B: 320 oszthat 50-nel.
Allapitsd meg az A /A B; AV B 4llitdsok igazsagértékét!

Allapitsd meg az alabbi 4llitdsok igazsagértékét:

a) Egy szorzat negativ, ha van negativ szorz6tényezdje.
b) Kétkiilonbozd valds szam négyzetdsszege pozitiv.
c) Egy konvex 6tszognek négy atloja van.

d) A2 primszdm vagy a 7 paros szam.

e) A2 primszam és a 8 paros szam.

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Y

Y
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f) A 6 nem pdros vagy a 7 nem pdaros szam.
g) A 36-nak paros szamu oszt6ja van és a haromszog
bels6 szogeinek 6sszege 180°.

Tagadjuk az aldbbi allitasokat!
Minden kutya ugat.
A 7 pératlan szam.

a)
b)
c)
d)
e)
f) A 6 paros vagy a 7 paratlan szam.
g)

Van 6r6kzold novény.
Minden sokszdgnek van atléja.
A 2 primszam és a 7 Osszetett szam.

Barmely val6s szam abszolutértéke pozitiv.

Aladar, Béla, Cecil és Dezs6 tiszasban versenyeztek
egymas kozott. Eredményeikr6l, melyek kozott nem
alakult ki holtverseny, ezt mondtak:

Aladar: Sem elsé, sem utolsé nem lettem.

Béla: Nem én lettem az elsé.

Cecil: En gy6ztem

Dezs6: Utolsd lettem.

Tudjuk azt, hogy a kijelentések koziil pontosan egy
hamis. Mi a verseny eredményének a sorrendje?

Aladar, Béla, Cecil és Dezs6 a kovetkezd kijelentése-
ket teszi:

Aladar: ,Béla a blinos”

Béla: ,,Aladar hazudik”

Cecil: ,,En nem vagyok btinés”

Dezs6: ,,Béla fiillent”

a) Kia biings, ha pontosan egy allitas igaz?

b) Kia blinos, ha pontosan egy allitds hamis?

Allapitsuk meg az alabbi kijelentések igazsagértékét,
majd forditsuk meg a kijelentéseket, s hatdrozzuk
meg az igy kapott kijelentések igazsagértékét is!

a)
b)
c)

Ha egy szam paros, akkor oszthatd néggyel.

A négyzet atl6i merdlegesek egymasra.

Ha hat valds szam szorzata pozitiv, akkor a ténye-
26k kozott paros darab negativ el6jeli szam van.
d) Ha egy tort szamlal6ja nagyobb, mint a nevezdje,
akkor a tort értéke nagyobb, mint egy.

e) Ha a kor sugardt kétszeresére noveljiik, akkor a
teriilete négyszeresére novekszik.

f) A haromszog kiilsé szogeinek 6sszege 360°.
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BEVEZETO

A hétkoznapi életben sokszor hasznaljuk az ,atlag’, ,,atlago-
san” szavakat. Ha Vali azt mondja, hogy a mult évben atlago-
san havi 145 ezer Ft volt a nett6 jovedelme, akkor arra gondo-
lunk, hogy 12 145 = 1740 ezer (1 millié 740 ezer) forint volt
az év soran kapott netté jévedelmeinek dsszege.

Arrél semmit sem tudtunk meg, hogy valdjaban mekkora
nett6 Osszegeket kapott Vali havonta. Lehet, hogy minden
hénapban 145 ezer forintot, de az is lehet, hogy 5 honapon
keresztiil havi 103 ezer forintot, majd 7 honapon keresztiil

KIDOLGOZOTT FELADAT

Annénak januarban 150 ezer, februarban 164 ezer, mar-

ciusban 154 ezer forint volt a nett6 jévedelme. Bertanak

minden hénapban ugyanannyi volt a netté jovedelme, az

els6 negyedéves Osszjovedelme megegyezett Annaéval.

a) Mennyi volt az elsé negyedévben Anna Osszjove-
delme?

b) Mekkora volt Berta havi nett6 jovedelme?

Megoldds
a) Anna els6 negyedévi 6sszjovedelme
150 + 164 + 154 = 468 ezer forint volt.

FELADAT

1 = Elveszett egy adat. Mennyi az ismeretlen szam, ha tudjuk, hogy a szdmok atlaga 32?2

24

a) 28;.... b) 28;...;32

2 5. Mennyi az osztalyzatok atlaga?

havi 175 ezer forintot. S6t, az is lehet, hogy 11 hénapon ke-
resztiil egyetlen fillér nett6 jovedelme sem volt, de volt egy
hénap, amelyben éppen 1 milli6 740 ezer forint nett6 jove-
delmet ért el.

Sokféleképpen alakulhatott az egyes hénapok nettd jo-
vedelme ugy, hogy végiil a havi 4tlag 145 ezer Ft legyen.
Mindegyik esetben igaz azonban, hogy ha a havi netté jo-
vedelmeket 6sszeadjuk, majd az dsszeget elosztjuk 12-vel,
akkor a hdnyados 145 ezer lesz.

b) Berta havi nett6 jovedelme

150 + 164 + 154 _
3

ezer forint volt, ami Anna elsé negyedévi havi atlagjo-

468 _
o8 =156

vedelmével egyenld.

Megjegyzés

A 150+ 164 + 154
3
mds szdval szamtani kozepe.

hanyados a 150, a 164 és a 154 atlaga,

c) 28;38;...;40?

A tablazat azt mutatja néhany tanuld esetén, hogy hany darab van neki az egyes osztalyzatokbol, és mennyi az

osztalyzatok atlaga. Egészitsd ki a hidnyzé adatokat! A fiizetedben dolgozz!

Otosok  Négyesek Hérmasok Kettesek

Egyesek

4 4 ‘ . . k atl
szdma szdma szdma szdma szama Jegyek atlaga
4 3 5 1 1 4~5+3.~4+51-43+1~2+—1~1zi57
5 5 2 0 0
4 4 & 1 ~ 3,833
> 3 2 1 =3,6875

KOZEPERTEKEK ES A NEGYZETGYOK



Anna az els6 negyedévben atlagosan havi nett6 jove-
delme 156 ezer forint ért el, aztan hat hdnapig atlago-
san havi 158 ezer forintot keresett. Az utols6 negyed-
évben havi atlagban 174 ezer forint jévedelme volt.
Mekkora volt Anna éves nettd jovedelme?
Csilla minden hénapban ugyanannyit keresett.
Egy év alatt ugyanakkora lett a nett6 jovedelme,
mint Annanak. Mennyi pénzt kapott havonta
Csilla?
Déri havi nett6 atlagbére tavaly a 156 ezer, a
158 ezer és a 174 ezer szamtani kozepe volt
(forintban kifejezve). Tobbet, kevesebbet, vagy
ugyanannyit keresett egy év alatt, mint Anna?
Elvira havi nett6 atlagkeresete 10 ezer forinttal
kevesebb volt, mint Annaé. Hany forinttal volt
kevesebb Elvira éves nett6 6sszjovedelme, mint
Annaé?

HAZI FELADAT

15

Mennyi az n értéke, ha

a) a100; 101; 103; n szamok atlaga 102;

b) a100; 101; 103; n szamok atlaga 103;

c) az 1000; 1002; 1003; n; n + 2 szamok atlaga
1002?

Anna fizetése 5 hdnapon 4t 160 ezer Ft volt, majd
a kovetkezd honapban 15%-kal megemelték, s ez
maradt az év végéig. Mennyi volt az atlagfizetése?

Egy mérési feladat eredményeit tartalmazza a
tablazat. (A fiizetedben dolgozz!)

mérési eredmény
eredmény gyakorisag eltérése az

(mm) atlagtol

23,4

23,6 4

23,7 10

23,8 11

23,9 12

30,0 8

30,2

Mennyi a mérési eredmények atlaga?

A tablazat utolso oszlopéba ird be, hogy az a mé-
rési eredmény mennyivel tér el az atlagtol! (Két
tizedesjegy pontossaggal dolgozz!) Mennyi ezen
eltérések atlaga?

6. lecke | ATLAG, SZAMTANI KOZEP

Egy gyogyszer elkészitéséhez az egyik 6sszetevobol
pontosan 24 grammra van sziikség. Az el6re csoma-
golt anyagot analitikai mérlegen tizszer megmérik,
éskiszamitjak a kapott tiz tomeg 4tlagat. Ha ez az at-
lag 0,5%-ndl tobbel tér el a sziikséges mennyiségtol,
akkor nem fogadhatd el az elére csomagolt anyag.
A téblazat tartalmazza a mérések eredményét.

Meért tomeg (gramm)  Gyakorisag

23,78 4
24,09 2
24,31 3
24,50 1

Mennyi a tiz mérésbdl kiszamithaté atlagos t6-
meg? (Szamolj sulyozott szamtani kézéppel!)
Elfogadhat6-e az elére csomagolt anyag?

RAADAS

A statisztikai adatszolgaltatds kotelez6 a munkaadok sza-
mara. Egy rendeletbdl valo a kovetkezd részlet.

...Az 4tlagos létszam szamitdsa:

a munkavallalok folyamatosan vezetett létszamnyilvan-
tartasa alapjan szamitott mutatd. Az 4atlagolast havonta
kell elvégezni az adott honap naptdri napjainak figyelem-
bevételével. A naponkénti allomdnyi létszamok Osszegét
- amunkarend szerinti pihenéna-

pokra és tnnepnapokra az azt 1 e e
megel6z6 munkanap létszdmat 2 Cs 37
véve figyelembe - el kell osztani 3 P 35
a hdénap napjainak szdmaval. ... 6 %
A tablazat megadja egy cég dolgo- ; IS; ig
zdinak szdmat a munkanapokon. o e 3
A rendelet szovege alapjan sza- T 28
mitsd ki a februari atlagos alloma- 5 q "
nyi létszamot! 1 - 0
15 Sze 41
16 Cs 41
17 P 37
20 H 39
21 K 40
22 Sze 39
23 Cs 39
24 P 39
27 H 37
28 K 37
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KIDOLGOZOTT FELADAT

26

1. Janudrban Antal és Bend is 150 ezer forint nettd bért
kapott, marciusban pedig mindketten 216 ezer forin-
tot. Antal bére februdrban és marciusban is ugyan-
annyival novekedett, Bené bére pedig mindkét ho-
napban ugyanannyiszorosara nétt. Melyikiik kapott
tobb bért februarban?

Megoldds
Antal februari bére annyival tobb a janudri bérénél,
amennyivel a marciusi bére tobb a februarinal. Ha te-
hat a februari bére x Ft, akkor x— 150 =216 —x.
EbbSl 2x =150 + 216, vagyis Antal

= % = 183 ezer forint.

Ez éppen a januari és a marciusi bérének a szamtani

februdri bére

X

kozepe.
Bend februari bére annyiszorosa a januari bérének, ahdny-
szorosa a marciusi bére a februdrinak. Ha a februdri bére

y Ft, akkor —2— = % Ebb8l y* = 150216, vagyis

150
y = v150-216 =180 ezer forint.
Antal tobb bért kapott februarban, mint Bend.

Megjegyzés

A v150-216 =180 szamot a 150 és a 216 mértani (geo-
metriai) kozepének nevezziik. A 150 és a 216 szamtani ko-
zepe nagyobb, mint a mértani kozepiik.

2. Egy téglalap két szomszédos oldalanak hossza a cm
és b cm. Héany cm annak a négyzetnek az oldala,
amelynek a téglalapéval megegyez6
a) akertilete, b) ateriilete?

Megoldds

a) Legyen a keresett négyzet oldala x cm. A téglalap ke-
rillete (2a + 2b) cm, a négyzet keriilete 4x cm. A ke-
riiletek egyenl6k: 4x = 2a + 2b. A négyzet oldala tehat
X = % cm hosszu, azaz a téglalap két szomszédos
oldala hosszanak szamtani kozepe.

b) Legyen a keresett négyzet oldala y cm. A téglalap terii-
lete (a- b) cm’, a négyzet teriilete y* cm’. A teriiletek
egyenl6k: y* = a- b. Melyik pozitiv szimnak a négyze-
teaza- b? A va b -nek. Tehaty= va b.

Eszerint a négyzet oldala v'a - b cm hosszisagu.

A bevezet példdkban harom matematikai fogalommal talalkoztunk: négyzetgyok, szamtani kozép, mértani kozép.

1. Definici6: Ha a pozitiv szam vagy 0, akkor négyzetgyokének azt a pozitiv vagy 0 szamot nevezziik, amelynek a

négyzete a.

A 0 négyzetgyoke 0, pozitiv szam négyzetgyoke pozitiv, negativ szam négyzetgyokét nem értelmezziik.

Jelekkel: ha a = 0, akkor v'a létezik, nemnegativ, és (x/; )2 = a.Haa < 0, akkor a v/a nincs értelmezve a valds

szamok halmazan.

2. Definicié: Ha a és b valods szam, akkor az atb

szamot a és b szamtani kozepének, ha a és b pozitiv valds szam,

akkor a v'a-b szamot a és b mértani (geometriai) kozepének nevezziik.

KOZEPERTEKEK ES A NEGYZETGYOK



. Tétel: Ha a és b pozitiv val6s szamok, akkor szdmtani kézepiik nagyobb vagy egyenld, mint mértani kozepiik. Szam-

tani és mértani kozepiik akkor és csak akkor egyenld, ha a = b.

Ezek szerint:

- Ha a = b, akkor a és b szamtani és mértani kozepe egyenl ( a "’2' @ —gésvaa=a ) Az allitds megforditdsa is

igaz: ha két pozitiv szam szdmtani és mértani kozepe egyenld, akkor maguk a szamok is egyenldk.

- Ha a # b, akkor a és b szamtani kozepe nagyobb, mint a mértani kézepiik: # > v ab . Az allitds megfordi-

tasa is igaz: ha két pozitiv szam szamtani kézepe nagyobb a mértani kozepiiknél, akkor a két szam nem egyenl6.

at+b

+

[ AN}

Vab

Példdul

a 8 és a 98 szamtani kozepe: (8 +98) : 2 =106 : 2 = 53, a mértani kozepiik: v 8-98 = v 784 = 28.
Latjuk, hogy a szamtani kozép nagyobb a mértani kozépnél: 53 > 28.

Hatarozd meg ki a kovetkez6 szdmok szdmtani és
mértani kozepét! Abrazold szdmegyenesen a szi-
mokat és a hozzajuk tartozd kozépértékeket!

100; 400

| | | | | ]
T
-100 0 100 200 300 400

121; 361

| | | | | |
T
-100 0 100 200 300 400

169; 225

| | | I | |
T
-100 0 100 200 300 400

200; 200

| | | I | |
T
-100 0 100 200 300 400

Keressiink egy olyan szamot, amelyet ha az 5400 és
a 24 helyébe irunk, akkor

az 5400 + 24 6sszeg nem valtozik meg;

az 5400 - 24 szorzat nem valtozik meg!

Egy téglalap két szomszédos oldalanak hossza
27 cm és 12 cm.
Egy négyzet keriilete ugyanakkora, mint az
adott téglalapé. Mekkorak ennek a négyzetnek
az oldalai?

7. lecke | SZAMTANI KOZEP, MERTANI KOZEP

Egy négyzet teriilete ugyanakkora, mint az
adott téglalapé. Mekkordk ennek a négyzetnek
az oldalai?

Az a) és a b) feladatban kapott két négyzet ko-
ziil melyiknek nagyobb a teriilete?

Jocdéknak téglalap alaka udvaruk van, amelynek
nem egyenlé hossziak az oldalai, Donciéknek
pedig négyzet alaku az udvaruk. Mindkét udvar
teriilete ugyanakkora: 144 m’. Melyik udvarnak
nagyobb a keriilete?

10 milli6 Ft-os t6kénk az elsé évben 1,21-szorosara

nétt, a masodik évben a megnovekedett érték to-

vabb nétt az 1,69-szoroséra.
Hany forint lett a masodik év végére a t6ke?
Hany forinttal nétt a téke az elsé évben és hany
forinttal a masodik évben?
Atlagosan hany forinttal nétt évenként a t6kénk?
Egy masik esetben a 10 milli6 Ft-os tékénk
x-szeresére nott az elsé évben, majd a megnove-
kedett érték is x-szeresére nott a kovetkez6 évben.
A masodik év végére azonban ugyanannyi pén-
ziink lett, mint az eredeti feladatban. Hanyszoros
volt az éves novekedés? Mennyi volt forintban ki-
fejezve az els6 éves és a masodik éves novekedés?
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HAZI FELADAT

1 s Janudrban Vigh ur iizletében és Bir6 ur tizletében nétt a bériink, mintha az elsé évben 10%-kal
is 25 000 Ft volt a télikabat, marciusban mindkét csokkent, a masodik évben pedig 60%-kal nott
tizletben 16 000 Ft. Bird dr februdrban és marci- volna. Hany szdzalékos béremelést értiink el?

usban is ugyanannyival csokkentette a kabat arat,
Vigh ar pedig februarban ugyannyi szazalékkal 3 s Készitsd el a fiizetedben és toltsd ki a tablazatot po-

csokkentette a januari arat, mint ahany szdzalékkal zitiv egész szamokkal!
marciusban a februdrit.

. @ 2 P , aésb aésb
Melyikiik iizletében volt olcsobb a kabat febru- a szémtani kizepe  mértani kézepe
arban?

96 150
2 s a) Melyik eset a kedvezébb: ha két honapban egy- 375 —
mds utdn kétszer 5%-os netté bérnovekedést 8 68
ériink el, vagy ha az elsé honapban 8%-os, a 50 50
masodik hénapban tjabb 2%-o0s netté6 bérné- 10 p
vekedést?
109 60

b) Két egymast kovetd évben ugyanannyi szaza-

lékos béremelést értiink el. Igy ugyanannyival

RAADAS

28

Honnan ered a szamtani kozép és a mértani kozép elnevezés?
Valaha régen két szam kiilonbségére azt mondtdk, ez a sza- Két szam hdnyadosara azt mondtak, ez a szamok
mok szdmtani ardnya. mértani ardnya.
Példaul a 9 és a 6 szamtani aranya 9 — 6 = 3, a mértani aranyuk pedig 9 : 6 = 1,5 volt.

Ha két szamtani arany egyenlé volt, akkor = jellel is felirtdk Ha két mértani arany egyenlé volt, akkor = jellel is felirtdk

Oket, igy kaptak egy szdmtani ardnypdrt. Oket, igy kaptak egy mértani aranypdrt.

Példaul 9 — 6 = 35 — 32, ez egy szamtani ardnypar. Példaul 9 : 6 = 21 : 14, ez egy mértani aranypar.

Itt a két kozépsd szam (a két belso tag) Osszege éppen any- It a két kozépsd szam (a két belsé tag) szorzata éppen any-
nyi, mint a két széls6 szam (a két kiilsé tag) osszege. nyi, mint a két sz&Is6 szam (a két kiils tag) szorzata.

Kiilonosen érdekesnek talaltak akkoriban azokat a szamtani és mértani aranyparokat,
amelyeknél ugyanaz a szam 4llt az egyenldségjel mellett a két oldalon, vagyis a két belsé tag egyenld volt.

Példaul ilyen a 9 — 6 = 6 — 3 szamtani aranypar. Példaul ilyen a 9: 6 = 6 : 4 mértani aranypar.
Itt a 6-ot a 9 és a 3 szdmtani kozépardnyosdnak nevezték. Itt a 6-ot a 9 és a 4 mértani kozépardnyosdnak nevezték.

Ebben az idében a fogalmakat csak pozitiv szamokra vonatkozoan alkottdk meg. (Azonban ezek a kozepek bévebb szam-
korben is értelmezhetdk.)
Ha a két egyenl6 belsé tagot x-szel, a két kiils6 tagot pedig a-val és b-vel jel6lték, akkor

az a — x = x — b szamtani aranypdrban az x szdmra mond- az a:x = x: b mértani aranyparban az x szimra mondtak,

tak, hogy ez az a és a b szdmtani kozépardnyosa. hogy ez az a és a b mértani kozépardnyosa.
Aza—x=x — b egyenletbdl: x = %‘ Az a:x=x:begyenletb6l: x = vab.

A régi elnevezések vége lekopott, igy maradt meg a szdmtani kozép és a mértani kozép elnevezés.
Hogy honnan ered a neviik, azt mostandig mar csak néhany nagyon 6reg ember tudta, de ezentdl mar te is tudni fogod!

KOZEPERTEKEK ES A NEGYZETGYOK



EMELT SZINT

1. Bizonyitsuk be a tételt!
Tétel: Két pozitiv szam szamtani kozepe nagyobb vagy egyenld, mint a mértani kozepiik. a—lz-_b >+ab;(a,beR")

Bizonyitds

Ha a és b pozitiv valds szam, akkor a szamtani kozepiik is pozitiv és a mértani kozepiik is pozitiv. Tudjuk tovabba, hogy

két pozitiv szam koziil az a nagyobb, amelynek a négyzete nagyobb.

Azt allitjuk tehat, hogy a és b szamtani kozepének négyzete nagyobb vagy egyenlé a mértani kozépiik négyzeténél,
2

vagyis (#) >(Vab).

E helyett az egyenl6tlenség helyett egyszeriibb, vele ekvivalens egyenl6tlenségeket keresiink:

2 2

iil%diLzam >+ 2ab+ b*>4ab;  a*—2ab+b*>0;  (a—bP>0.

Az utoljéra kapott egyenlStlenség igaz, mert minden valds szdm négyzete nemnegativ szam, ezért igaz a vele ekvivalens

eredeti allitas is.

Ezzel belattuk, hogy az 6sszehasonlitott két pozitiv szdm koziil a szamtani kozép négyzete nagyobb vagy egyenld a

mértani kozép négyzeténél. Ezért maguk kozott a szamok kozott is ez a nagysagviszony 4ll fenn. Az utolsé alak azt is

megmutatja, hogy itt egyenléség csak akkor ll fenn, haa = b.

FELADAT

1. Bizonyitsuk be, hogy ha a pozitiv valés szam, akkor 3. Legfeljebb mekkora lehet annak a téglalap alaku te-

a+ 1 > leknek a teriilete, amelyet 52 m hosszu keritéssel tu-
4 dunk korbekeriteni?
Megoldds ) Megoldds
Ay a & 1 1S at 1 Legyen a telek két szomszédos oldalanak hossza a méter,
Z.@csaz - sramiant Kozepe: —5 = = (a * ;>’ a illetve b méter. Ekkor 2a + 2b = 52, vagyis a + b = 26,
mértani kozepe pedig , / a -% =1. % =13. Tudjuk azt is, hogy a telek teriilete ab négy-
Az elébbiekben bebizonyitottuk, hogy a szdmtani kozép zetméter.
2
nem kisebb a mértani kézépnél, vagyis Lia+Ly>1, Mivel 169 = (%) = ab, ezért a telek teriilete nem le-
és ebbdl 2-vel szorozva megkapjuk a bizonyitandé allitast: het nagyobb 169 m*-nél.
a+L>2. Ha a = b= 13, vagyis négyzet alakd a telek, akkor a teriilete
a . 2
. ] ] . éppen 169 m".
Itt egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha @ = 1, vagyis
h 24 ) & o VeV Tehét az 52 méter hosszu keritéssel legfeljebb 169 m” te-
aa=1.
rilletd, téglalap alaku telek kerithet6 korbe (a telek ekkor
Megjegyzés négyzet alakd; lasd az abrat is). [Az dbran
- Ha egy pozitiv szdm nem egyenld 1-gyel, akkor e szam- hét olyan téglalap (is) lathato, amelyek-
nak és a reciprokdnak az 9sszege nagyobb, mint 2. nek a kertilete egyenlé.]

- Fentiekbdl - példaul (—1)-gyel vald szorzas ttjan - az is

kovetkezik, hogy ha egy negativ szdm nem a (—1), akkor
e szamnak és a reciprokanak az 6sszege kisebb (—2)-nél.

1
a

2 . Olvasd le errdl a rajzrdl, hogy

ha a pozitiv valés szdm, akkor

a+Ll>21
a

Q=

Q=

4 . Legalabb mekkora annak a téglalap alakua teleknek

Q=

a kertilete, amelynek teriilete 100 m??

7. lecke | SZAMTANI KOZEP, MERTANI KOZEP



8 VALTOZASOK

FELADAT

30

1 = A zongora fehér billentytiinek szokasos elnevezé-

se az abran lathatd. Egy fekete billentyt letitésekor
megszolalé hang frekvencidja a szomszédos két fe-

P q 5% 415 z

@© Cl

D E

262 294 330 349 y 440 494 v

hér billentyli ,frekvencidjanak” mértani kozepe.
Ha egy fehér és egy fekete billentyt fog kozre egy
fehér billentytit (pl. E, F vagy H), akkor az ehhez
tartozd frekvencia a két kozrefogé billentyt ,,frek-
vencidjanak” mértani kozepe. (A frekvenciat hertz-

ben mérjiik. Példaul a fenti 4bran megadott A hang
frekvencidja 440 Hz.)

a) Szamitsd ki az ismeretlen frekvencidkat!

b) Hanyszorosa a C hang frekvencidjanak az egy
oktdvval magasabban megszolalé C” hang
frekvencigja?

¢) A Changtol elindulva sorra leiitjiikk mindegyik
billentytit. Mit mondhatunk az egymds utan
megszo6lald hangok frekvencidjanak aranyardl
(az aranyokat szdzadra kerekitve)?

10 millié Ft-os t6kénk az elsé évben 1,5 millioé Ft-

tal, a masodik évben 3,5 milli6 Ft-tal nétt. Mennyi
volt a téke évenkénti atlagos novekedése?

Egy kerékpartirdn az elsé napon 62 km-t tettek
meg. A masodik napon 15%-kal tobbet, mint az
els6 napon. A harmadik napon 15%-kal kevesebbet,
mint a masodik napon. A negyedik napon 14 km-
rel tobbet, mint a harmadik napon. Az 6t6dik napon
14 km-rel kevesebbet, mint a negyedik napon.

a) Toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!

l.nap 2.nap 3.nap 4.nap 5.nap Osszesen

62 km

b) A masodik napon 15%-kal novelték, majd a ko-
vetkezén 15%-kal csokkentették a tavot. Tobb
vagy kevesebb a napi tav a harmadik napon,
mint az elsén? Miért?

¢) A negyedik napon 14 km-rel novelték, majd az
6todik napon 14 km-rel csokkentették a napi
tavot. Tobb vagy kevesebb a napi tav az 6todik
napon, mint a harmadikon? Miért?

d) Mennyit tekertek atlagosan egy nap alatt?

Egy baromfitelepen 10 000 csirke volt. Szamuk egy
év alatt 1,22-szorosara nétt, a kovetkezé évben az
el8z6 évhez viszonyitva csak 1,01-szorosara.

a) Hany csirke lett 2 év utdn ezen a telepen?

b) Mennyi az éves atlagos szaporulat?

c) Hany csirke lenne 2 év utan a telepen, ha mind-
két évben /1,22 - 1,01 -szoros lett volna a no-

vekedés?

KOZEPERTEKEK ES A NEGYZETGYOK



55

d) Hany szazalékos éves novekedésnek felel meg
a v 1,22 1,01 -szoros novekedés? Tobb, keve-

sebb vagy ugyanannyi ez, mint a 22% és az 1%
szamtani kozepe (atlaga)?

Egy 4j aut6 vételara 4,2 milli6 forint. Az els6 évben

20%-kal, a masodik évben tjabb 15%-kal csokken

az auto értéke.

a) Mennyit ér az aut6 a megvasarlasa utan egy, il-
letve két évvel?

HAZI FELADAT

1s

Egy orszag 5 milliés népessége 1900-t0l 1950-ig

21%-kal nétt, majd 2000-ig tjabb 44%-kal.

a) Mennyi lett 2000-ben a népesség?

b) Atlagosan hdny fével nétt 50 évente ebben a
100 évben az orszag népessége?

c) Ha 50 évente mindig ugyanannyi szazalékot
novekedve érte volna el az orszag lakossaga a
2000. évi népességszamot, akkor hany lakosa
lett volna az orszagnak 1950-ben?

A haromnapos, adott tavolsagu kerékpartira ma-

sodik és harmadik napjan is 10 km-rel tobbet tet-

tiink meg, mint az el6z6 napon.

a) Hany km-rel tettiink meg tobbet a harmadik
napon, mint az elsé napon?

b) Haamdsodik és a harmadik napon ugyanannyi

km-t tettiink volna meg, akkor ez napi hany km-

rel lenne t6bb, mint az els6 napon megtett tave

Egy kerékpértura elsé napjén az A csapat ésa B

csapat is 50 km-t tett meg; az A csapat a tira ma-

sodik napjan 1,44-szer akkora tavolsagot, mint az

elsé napon, a harmadik napon pedig 1,21-szer ak-

kora tavolsagot, mint a masodik napon.

a) Hanyszor akkora tavolsagot tett meg az A csa-
pat a harmadik napon, mint az elsén?

b) A B csapat a masodik és a harmadik napon is
ugyanannyiszorosara novelte az el6z6 napi

tavolsagot, igy a harmadik napon a B csapat

ugyanakkora tavot tett meg, mint az A csapat.

8. lecke | VALTOZASOK

b) Hény szazalékot veszitett eredeti értékébdl (vé-
telarabdl) két év alatt az aut6?

c) A 20% és a 15% szamtani kozepe 17,5%. Ha
mindkét évben 17,5%-ot veszitett volna az auto
az el6z6 évi értékébdl, akkor mennyi lenne két
év utan az értéke?

d) 4,2 millié forintért vasarolt céges autd értékét
évente ugyanannyi szazalékkal csokkentették az
el6z6 évi értékéhez viszonyitva. A vétel utan 2 év-
vel az autd nyilvantartasi értéke 2,856 millié forint.

Hany szazalékos volt az éves értékcsokkenés?

Hanyszorosara novelte a napi tavolsagot a B
csapat?

c) Hany km-t tett meg a hdrom nap alatt az A, il-
letve a B csapat?

d) Hany km a napi atlagosan megtett tavolsag az
A, illetve B csapat esetében az elsé harom napra
szdmitva?

31
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BEVEZETO

Régrol ismert egy hamis bizonyitas arra, hogy 64 = 65.

5 308
3 v IIL.
5
P
\ 8
5 Q
I 3 11
5 R 3
U 8 5
L
IV.
5 . 5
IL.
5 8 v

A 8 egység oldalu négyzetet az abra szerint vagjuk négy
sikidomra! Ezekbdl rakjuk ki az alsé abra szerinti tégla-
lapot! Mivel a két sikidom ugyanazokbdl a részekbdl all,
tertiletitk egyenld: 8- 8 =5 - 13, azaz 64 = 65.

KIDOLGOZOTT FELADAT

[rjuk fel egyszeriibben és pontosan a v'18 - v'8 ésa v18 : /8 szémot!

32

Megoldds

Kiszamitjuk a szimok négyzetét:

(V18 -V8) = (V18) (V8) =18-8 =144
Melyik pozitiv szam négyzete a 1442 A 12-é!

Tehat 18 -v/8 =12.

Hol a hiba?

Tényleg hézag nélkiil tolti ki a négy sikidom az 5 x 13-as
téglalapot? Vajon egy egyenesbe esik a téglalapban az I. tra-
péz szara és a II. hdromszog atfog6ja? Hasonlitsuk ossze a
téglalap UV atldjat a PQ és RS szakaszok Gsszegével!
Pitagorasz-tétellel: UV = v/52+13% = /194 = 13,93 és
PQ+ RS =5 +2” + /8 + 3 =29 + V73 ~ 13,93
Két szam egyenldségéhez nem elég azonban csak a koze-

lit6 értékeiket vizsgalni. Azt tudjuk, hogy mindkét szam
pozitiv, hasonlitsuk ossze a négyzetiiket!

(V29 +vV73Y =29+ 2-V/29-V/73 + 73 =

=102+ 2-v29 V73

(V194) =194 =102+ 2-46

Melyik nagyobb: v/29 - v/73 vagy 462 Hasonlitsuk ssze a
négyzetiiket!

(V29 -V/73) = 29-73 = 2117, de 46* = 2116.

Azt kaptuk, hogy PQ + RS > UV, vagyis az L. és II. ré-
szek (és ugyanigy a IIL. és IV. részek) Osszeillesztése utan
nem haromszoget kapunk, hanem egy konkav négyszoget!
A négy sikidom nem hézagmentesen tolti ki a téglalapot.

(V18 :v/8) = (V18):(V8) = 18:8 = 2,25
Melyik pozitiv szam négyzete a 2,252 Az 1,5-¢!

Tehat V18 :v/8 = 1,5.

Ha megfigyeljiik, milyen 1épéseket végeztiink a szamitas sordn, azt tapasztaljuk, hogy

/183 = /I8 8.

/18

E- /¥

KOZEPERTEKEK ES A NEGYZETGYOK

V18:v/8 = V18:8 vagy masképp:



A pozitiv szamok négyzetgyokeivel val6 szamolasban segitenek a kovetkezd azonossagok:

Ha a és b pozitiv szam, az n pedig pozitiv egész szam, akkor

L. Va-/b=vab; 2 ﬁzg; 3. (Va) = Va.

Vb
Példdul
V8-vV2=v82=116 = 4; %: %=/Z=2; (vV5)' = V5" = 52 = 25,
1 = Szamoldégép hasznalata nélkiil vélaszolj! Mennyi b) 5-V6=+...
a) V50 /8 ésav/50:v8; c) 10-v/19 = ...
b) m-x/gesa\/ﬁ:\/g; d) 12-V3=+...

) V72750 ésa v72:4/502
B Figyeld meg: 75 = v/25-3 = /25 V3 = 5-V/3.

2 5 Az el6z8 feladat eredményei koziil melyiket adja A példa alapjan ird fel szorzatként a kovetkezd
meg pontosan a zsebszamoldgéped? shmnalkars

V125 V205 V3005 V45; V250 (a = 0).
3 = Igazold, hogy

a) 2v2=18; d) %Z,/%=%§ 6 = Vond 9ssze a tagokat! (a = 0)
a) Ya++4a b) v2 + /50 — /18
b) V8:vV2=2; e LE: 24 =31 e

7 = Végezd el a négyzetre emelést! (ismétlésképpen:
(a+ by =a’+ 2ab+ b*)

a) (J§+ﬁ)2 b) (JE+M)2

c) %zﬁ;

4 = Melyik szam négyzetgyokeként irhato fel a szor-

zat? Hogyan lehet ,bevinni a gyékjel ald” a szor- 8 5 Kozelit6 értékek hasznalata nélkiil hatarozd meg,
z6tényez6t? melyik szdm a nagyobb!

Figyeldmeg:3-v10 = v'9 -/10 = v/9-10 = 90 a) V344 /18  vagy V102

a) 2-v7=+/.. b) V46 ++51  vagy 195

HAZI FELADAT

1 = Egy téglalap egyik oldalénak hossza v'6 . Mekkora 3 5 Melyik a nagyobb? Ne hasznlj szimologeépet!

e

a masik oldal hossza, ha a téglalap teriilete a) V18 vagy V2,5 /7,5
a) v24; c) V0,063 b) ¥/7 vagy _%23,3
b) v150; d) V62 3,4

c) /32 vagy (V2)

2 = Szamolj gyorsan, szamologép nélkiil!

a) vV2-V2 v/2-/3-/2-V/3 = 4 5 Kozelits értékek hasznalata nélkiil déntsd el, hogy
b) /18 L2 _,/7= melyik szam a nagyobb!

3 T2 a) /505 vagy v194 + v/73
c) (LJF L)(@_ V/5)= b) 1325 vagy V194 + v 505

V3 s

9. lecke | A GYOKVONAS AZONOSSAGAI



10 NEGYZETGYOKOS FELADATOK

FELADAT

15

34

Egy négyzet teriilete
a) 499 cm’ b) 121 cm’
Mekkora a négyzet oldala?

c) 57cm% d) Tcm’

Egy szam négyzete

a) 49;

b) 121;

Melyik lehet ez a szam?

c) 57;
d) T(ésT > 0).

Hatarozd meg zsebszamologép nélkiil a kovetkezd
kifejezések értékét! (Alakitsd at a gyokjel alatt allo ki-
fejezéseket olyan szorzatta, hanyadossd, amelyekben a
tényezéknek ismered a négyzetgyokét!)

V3-75; V/8-50; v30-6-20; +/14-35-10

\/7 \/63 8. 50 - 300

Hatarozd meg a négyzetgyok értékét!

V117, (=117

v a*, ha a valds szam.

Végezd el a miiveleteket! El6szor szamologép hasz-
nalata nélkiil add meg a végeredményt, majd ellen-
Orizd szamoldgéppel is, hogy jol szamoltal-e!

2) (74 3)T = 5)

b) (V7 +5)(v7 - 5)

c) (V7+5)

d) (5-v7)

Egyszer(sitsd a torteket +/2 -vel!

V8 AN _6
AV 9, 9
v 0,32 2 0,4
b 2 d) = f 2
L G G

75

®
Y

©
)

Bévitsd vagy egyszertisitsd a torteket +/5 -tel!

) =2 12 v 500
s 9 9

Az a cm oldalti négyzet teriilete 5 cm’, a b cm olda-
14 négyzet teriilete 2 cm”.

acm bcm

a) Mekkora a és b?

b) Mekkora az a + b oldalu négyzet teriilete?

c) Mekkordk az 5 + 2 = 7 (cm’) teriilet(i négyzet
oldalhossztsagai?

A fehér szabdlyos haromszog magassigai 6 cm-
esek. Hanyszor akkora a sdrga teriilet, mint a fehér?
a) Adj becslést!

b) Végezz szamitasokat szimologéppel!

c) Adj pontos eredményt!

KOZEPERTEKEK ES A NEGYZETGYOK



HAZI FELADAT

1 = Bévitsd vagy egyszertisitsd a torteket v'3 —mal!
Ahol lehet, hozd egyszertibb alakra a kifejezést!

a) 6. V27 Y108
V3l V3 /3
)277,@,0,6
V3l /37 /3

2 = Melyik igaz, melyik hamis? Ha hamis, akkor javitsd
ugy, hogy igaz legyen!

a) %:2«/5

b) v23°-v/23 =232
c) (V14—V5)=09
d) (vV5+v14) (V14— V5)=9

3 s Végezd el a miiveleteket! Adj pontos eredményt!
a) (VAT - /B)(T + /3)
b) (V43 - v17)(v17 + v43)
&) (V138 + vi4)(+/14 - /138)
d) (V33 +6)(6—33)

EMELT SZINT

1 > Vizsgald meg, hogy az aldbbi szamok kéziil melyek
racionalisak és melyek irracionalisak!

a) V2, V2+v2, V2-V2,
‘ V2
V22, 7
b) /8, vV8+v8, V/8-V8,
. V8
/88, Ve
c) Y2+8, v2-V8, J/8-V2,
. Y2 /8
V278, /8 V2

2 x Egy kocka oldalélei 2 cm hossztak.

a) Mekkora annak a szabalyos haromszognek a ke-
riilete és a teriilete, melynek oldalai a kocka lapat-
l6ival egyenld hosszusagtak?

b) Mekkora annak a szabélyos hdaromszognek a ke-
riilete és a teriilete, melynek oldalai a kocka test-
atloival egyenl6 hosszusaguak?

3 = A fehér szabalyos harom-
sz0g magassaga 12 cm.
a) Hanyszor akkora a kék
teriilet, mint a fehér?
b) Hanyszor akkora a zold
teriilet, mint a kék?

10. lecke | NEGYZETGYOKOS FELADATOK

I. Tort nevezéjének gyoktelenitése

Ha a tort nevezdjében négyzetgyok (is) szerepel, ak-
kor altaldban nehezebben kezelheté a tort. Egyes esetek-
ben egyszerti modszerrel ,megszabadulhatunk® a ne-
vezOben szereplé négyzetgyokos alaktdl. Ehhez csu-
pan béviteniink kell a tortet egy alkalmas szammal.

Példdul
Hogyan irhat6 az 2 tort olyan alakban, amelynek a ne-

V6

vezGjében nincs négyzetgyok?
Bévitsiik a tortet /6 -tal!

5 _ 5/6 ive ’ = 6, ezér L=5'“/E
@_«@w/?M 1(V6) =6, t e .

Hogyan irhaté a tort olyan alakban, amelynek a

6
3-V2

nevezdjében nincs négyzetgyok? A nevezében két szam

kiilénbsége all. Tudjuk, hogy ha ezt megszorozzuk ugyan-
ennek a két szamnak az dsszegével, akkor a két szam négy-
zetének a kiilonbségét kapjuk meg. Ezért bévitsiik a tortet

(34+/2)-vel!
6 _  6(3+v2) _6(3+v2) _
3-v2  (3-V2)3+v2) (/2
_6(B+v2) L 6 _6(3+Y2)
9-2 3-v2 7 '
4 > Gyoktelenitsd a torteket!
a) 2 . 18 V154418,
V3-v5 V7-3"V15-y18°
x—y
b) ﬁ+ﬁ,x,y>0

35



11 GYAKORLAS

FELADAT

15

36

Ird egyszertibb alakban a kdvetkezé szorzatokat!
a) V54125 c) v6-v26-v39

. /27 /S . [T
b) V3 4 d) 63 20
Végezd el a kovetkezd miiveleteket!

a) (V2 +6vV50+4/8)v2
b) (V63 — 700 + 5v28)-V7

Gyokjel alol kihozatal segitségével végezd el a mi-
veleteket!

a) V8 ++v2—-+50
b) 5v27 — 2v/48 + /75
¢) (7v/20 — V5)(5v/45 — +/500)

Az abran egy téglalap, egy deltoid, egy derékszo-
gl trapéz és egy egyenld szart haromszog lathato.
A négyzetrics egy négyzetének teriiletét egy egy-
ségnek tekintve, szamitsd ki a megadott sikido-
mok teriiletének és keriiletének pontos értékét!
Ne hasznalj szamologépet!

i

55

=]
Y

Egy rombusz 4tl6i v 10 cm és v 40 cm.
a) Hanyszorosa a hosszabbik atl6 a rovidebbik at-
lénak?

bh) Mekkora a rombusz teriilete?

c¢) Mekkora a rombusz keriilete?
(Pontos értékekkel valaszolj!)

Egy szabalyos haromszog magassaga 9 cm.

a) Milyen hossztiak az oldalai?

h) Mekkora a teriilete?

c) Készitiink egy nagyobb szabalyos haromszoget,
melynek a magassaga akkora, mint az elsé ha-
romszog oldala. Mekkora ennek a haromszog-
nek az oldala és a teriilete?

Lehet-e egy hdaromszog oldalainak hosszisaga
(egységekben megadva) az alabbi harom mennyi-
ség? Van-e koztitk derékszogli haromszog? A sza-
molas soran ne hasznalj kozelit értékeket!

a) «/E; 2/5; V10
b) v2; v3; V10

c) «/5; /?;3

KOZEPERTEKEK ES A NEGYZETGYOK



HAZI FELADAT

1 = Egyszertsitsd vagy bévitsd, és hozd egyszertibb
alakra a torteket!

40 . V40 . 4Y20 . 40— 40
Jio’ Vo' Vo' V1o

4— /40
V10

Alakitsd szorzatta a kovetkezd kifejezéseket!
a) V8 +v18
b) V45 + V5 — /20

Mekkora a derékszogli haromszog teriilete, ha az
egyik befogéjanak hossza v 28 cm, atfogojanak
hossza 3v/7 cm?

RAADAS
1 3 Mennyivel egyenlé a kovetkezd kifejezés négyzete?

Vo+v2 —v2-V2

4 > Egy szabalyos hiromszog magassiga 4 egység.
A héromszog minden oldala folé egy félkort rajzo-
lunk ugy, hogy a félkor atmérdje a haromszog ol-
dala, és a félkorok mind kifelé néznek, nincs k6zos
belsé pontjuk a haromszoggel.

a) Szerkeszd meg az abrat!

b) Mekkora a félkorok sugara? (Adj pontos ered-
ményt!)

c) Mennyi a harom félkor tertiletének Osszege?
(Adj pontos eredményt!)

d) Mennyi a hdrom félkor kertiletének 6sszege?

2 > Milyen x valds szdm esetén van a kifejezésnek négyzetgyoke? Mennyi a négyzetgyok értéke?

a) x; (x—3); —x; 3—x)

3 s Gyoktelenitsd a tortet!

1
V2 +V5-v10

EMELT SZINT

Bizonyitsuk be a gyokvonas azonossagait!
Igazoljuk, hogy ha a és b pozitiv szam, az n pedig pozitiv
egész szam, akkor

1. Ya-vVb=vab;
Ja _ /a.

2. jﬁf"vgg’

3. (Va) =va"

A bizonyitashoz felhasznéljuk, hogy ha két pozitiv szim
négyzete egyenld, akkor a szdmok is egyenlik.

1-2. Ha a és b pozitiv, akkor négyzetgyokiik is pozitiv. Te-
hat
Vavb>0 é vab>o0.

Ya /@
ﬁ>0 és b>0'

11. lecke | GYAKORLAS

b) x% =% (—x)% (x—3)’

Hasonlitsuk 0ssze a vizsgalt pozitiv szamok négyzetét (fel-
hasznélva a négyzetgyok definicidjat és a hatvanyozas azo-
nossagait):

(Va Vb)Y =(ay (VoY =ab & (Va-b)Y=ab;

2 /;2 )
() ==t & (Vir=4

Vagyis az 6sszehasonlitott két pozitiv szam négyzete egyen-

16, ezért maguk a szamok is egyenldk.

3. A négyzetgyok hatvanyozasara vonatkozo tétel az 1. té-
telbdl azonnal kovetkezik (n-szer vessziik szorzotényez6-

ként v a -t).
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12 TUDASPROBA

TUDASPROBA I.

38

1 = Egy ellendrzés soran megmérték 20 csomag rizsnek

a tomegét. A mérések eredményeit a kovetkezé tab-
lazat tartalmazza:

mérési

; 981 985 997 998 1001 1002 1007
eredmény (g)
darabszam 1 2 5 3 3 5 1

Mennyi a mérési eredmények atlaga?

2 = Egy cég 10 600 kg terméket gyart az egyik évben.
A masodik évben 410 kg-mal tobbet termelnek.
a) Hany kg terméket kellene gyartani a kovetkezd
évben, hogy ugyanannyival néjon a termelés?
b) Hany kg terméket kellene gyartani a kovetkezo év-
ben, hogy ugyanannyiszorosara n6jon a termelés?

3 = Vond Ossze a tagokat, és ird fel szorzat alakban a ki-
fejezéseket!

V75 + V27 = V12 + 63

4. s Bévitsd vagy egyszertsitsd a tortet!

/30— /8
V2

5 s Egy négyzet teriilete 7 egység, egy masik négyzet te-
riilete kétszer ekkora.

a) Mekkora annak a négyzetnek az oldalhossztisaga,
melynek keriilete éppen szamtani kozepe az els6
két négyzet keriiletének?

b) Mekkora annak a négyzetnek az oldalhosszuisaga,
melynek teriilete éppen mértani kozepe az elsd
két négyzet teriiletének?

6 = Egy négyzet étlja v'10 egység.

a) Mekkora a négyzet keriilete?

b) Egyenlészari haromszoget alkotunk, melynek
két szara olyan hosszu, mint a négyzet atloja, és
alapja olyan hosszd, mint a négyzet oldala. Mek-
kora ennek az egyenldszaru haromszognek az
alaphoz tartozé magassaga? (Pontos értékekkel
szamolj!)

TUDASPROBA II.

1 5 Mennyi az x értéke, ha x és 40

e

Y

Y

Y

e

a) szamtani kozepe 32; b) mértani kozepe 32?
Egy harom napos kerékpartiran az elsé napon 42 km-t
tettiink meg. A teljes tav 150 km.

a) Ugy déntiink, hogy egyre néveljik a naponta
megtett tavolsagot, mégpedig a masodik napon
ugyanannyival noveljiik, mint a harmadik napon.
Mennyit kell teljesitentink a teljes tavhoz a maso-
dik és a harmadik napon?

b) Hany szazalékkal noveltiik a napi tavolsagot a ma-
sodik, illetve a harmadik napon?

c) Mekkora tavot tudnank teljesiteni, ha a masodik
és a harmadiknap 16%-kal novelnénk az el6z6
napi tavolsagot?

Vond 6ssze a tagokat, és ird fel szorzat alakban a ki-
fejezéseket!

V18 4+ 3v/50 — 5v/8 + 6v/2

Bévitsd vagy egyszertsitsd a tortet!

V75 —27
73

Az dbra szerinti trapézt ugy kaptuk, hogy egy négyzet
egyik oldalara egy egyenl§szaru, derékszogii harom-
szoget illesztettiink, melynek egyik szara egyben a
négyzet egyik oldala.

A trapéznek az a szra, ahol nincsen derékszog, v'6

egység hosszusagu.
a) Mekkora a trapéz keriilete?
b) Mekkora a trapéz teriilete?

Egy téglalap oldalai v'3 egységés v'7 egység.

a) Milyen hosszuak az atl6i?

b) Egyenlészari haromszoget alkotunk, melynek
két szara olyan hosszu, mint a téglalap atléi, alap-
ja pedig olyan hosszud, mint a téglalap révidebbik
oldala. Mekkora ennek az egyenl8szaru harom-
szognek az alaphoz tartozé magassdga? (Pontos
értékekkel szamolj!)

KOZEPERTEKEK ES A NEGYZETGYOK



TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

15

Mennyi az ismeretlen szam, ha a szamok atlaga 44?

a) 35; x c) 33; 44; 45, x
b) =25y d) —2; —2; 105, 105; x
A Kis Boltban komoly vita alakult ki egy most beve-

zetésre keriild ,,sikertermék” jov6beni aranak alaki-
tasarol.

Az izletvezetd azt javasolta, hogy az alacsony ,beve-
zet§” arat két hénap malva emeljék fel 20%-kal, majd
Wjabb két hénap milva tovabbi 10%-os emelést hajt-
sanak végre. Az iizletvezetd-helyettes szerint inkabb
mindkét alkalommal az ,atlagos”, 15%-os aremelést
hajtsak végre. Szerinte igy is ugyanaz lesz négy honap

utan a termék ara. Tegyél igazsagot a vitdban!

Arpési tr fizetése egyik honapban 262 ezer Ft volt.
A kovetkezd honapban ennél 8%-kal tobbet kapott.
A harmadik hénapban pedig 8%-kal kevesebbet,
mint a masodik hénapban. Mennyi volt ebben a ha-
rom hénapban az atlagfizetése?

Téth ur jévedelme janudrtdl juniusig nettd 268 ezer Ft
volt. Ekkor fizetésemelést kapott: 12%-kal megnétt
a bére. Majd szeptemberben megint emeltek a fize-
tésén, ekkor 5%-kal. Mennyi volt ebben az évben az
atlagfizetése?

A két szam mértani kozepe 30. Mennyi az ismeretlen
szam?
a) 25;x b) y; 30 c) z9 d) 0,1; w
Bankban fektettiink 100 000 Ft-ot. Két év mulva
110 000 Ft volt a szamlankon.

Mekkora 6sszeg volt a szamlankon félidében, az elsé
év elteltével, ha mindkét évben ugyanannyiszorosara

nétt a befektetett dsszeg?

Egy téglalap oldalai 2,7 cm és 7,5 cm.

a) Mekkorak annak a négyzetnek az oldalai, mely-
nek a kertilete ugyannyi, mint a téglalap keriilete?

b) Mekkorak annak a négyzetnek az oldalai, mely-
nek a teriilete ugyannyi, mint a téglalap tertilete?

12. lecke | TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

8>

10>

115

135

14>

Egy kenyérgyar 4j keverégépet szerez be. A gép vétel-

ara 3,2 milli6 Ft. A gép értéke az els6 évben 16%-kal,

a masodik évben tjabb 5%-kal csokken.

a) Mennyit ért a gép egy, illetve két év elteltével?

b) Hany szazalékot veszitett eredeti értékébdl a gép
2 év alatt?

c) Egy dagaszt6 gép értéke ugyancsak 3,2 millié Ft

volt, majd a két év elteltével is megegyezett az

értéke a keverlgép értékével. De a dagasztogép

értéke a két évben egyenl6 szazalékkal csokkent.

Mennyi volt az értéke az elsé éve elteltével?

Négyzetgyokjel ala vitel segitségével ird egyszertibb
alakbal!

2/8; %%15; 7 %; 0,1-v10

[rd fel egyszeribb alakban a szorzatokat!

V3-v/48; V11-v/33; v20-V72

Végezd el a kovetkezd miiveleteket!
a) (V18 ++/50 + 9v2)v2
b) (V27 +V75-V3)V3

Végezd el a kovetkezd miiveleteket!
2) (V7 +3) (V7 - V3)
b) (V2 ++v3)(V18 —v3)

Melyik szam nagyobb? Kozelit6 érték hasznalata nél-
kiil, 4talakitasokkal oldjuk meg a feladatokat!
V51

a) 5v/2

b) 4ﬁ 7 %

c) 1of 2v/5

d) 1zf 4/2+ /3

e) 55\/7 12/%+/ﬁ

Gyokjel aldl kihozatal valamint gyokjel ala bevitel se-
gitségével végezziik el a miiveleteket!

a) ﬁ—4/1+2/9§
b) 3\/7+2\/_2—5*/_

39



13

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy szabdlyos 6tszognek az abra szerint behtztuk két atlo-
jat. Igazoljuk, hogy ez a két atl6 egyenld hossza!

) D

AN

A B

I. Megoldds

A rézsaszinii ECD haromszoget toljuk el a DE vektorral
(I1. dbra), majd a kapott z6ld haromszoget forgassuk el az
E pont koriil (III. dbra)! Mivel az 6tszog oldalai és szogei
egyenl6k, ezért miutan az ECD haromszoget eltoljuk majd
elforgatjuk, valéban fedésbe keriil az ADE haromszoggel.

Az ECD héaromszog tehat egybevagd az ADE haromszog-
gel, ezért AD = EC.

FELADAT

40

1 = Mekkorak a IV) dbrdn lathaté kék és rozsaszind
kis haromszogek: EAJ és JCD haromszogek szogei?
Igaz-e, hogy a rozsaszini haromszog is egyenld

szaru?

HAROMSZOGEK

EGYBEVAGOSAGANAK ALAPESETEI

II. Megoldds:

Titkrozziik az 6tszoget a B csticson atmend szimmetriaten-
gelyére! (IV. dbra) Az 6tszog tiikorképe egybeesik az erede-
ti 6tszoggel, és a CDE haromszog tiikorképe éppen az AED
haromszog lesz. Tehat igaz, hogy AD = CE.

IV) \  D=E
\

@ Az abrazolds megoldhaté a GeoGebra program
segitségével is.

2 = Mekkorak az IV) dbrdn a fehér négyszog szogei és
oldalai, ha a szabalyos 6tszog oldalai 4 cm-esek?

GEOMETRIAlI MERESEK, SZAMITASOK



Megrajzoltuk egy szabalyos 6tszog 4tloit. Mekkorak a ,kiilon- D

Héany ,kilonb6zé fajta” hdromszog lathatd boz6 fajtaju” harom- v ¢
az abran? Két haromszoget ,kiillonbozo fajta- szogek szogei? (
junak” tekintiink, ha nem egybeviagdk (nem

viheték at egymadsba egybevagosagi transzfor- E A

maciok - eltolasok, elforgatasok, titkkrozések — A B
alkalmazasaval). Mindegyikre adj egy-egy pél-

dat a csticsok megnevezésével!

A 9. osztalyban foglalkoztunk egybevagosagi transzformacidkkal és egybevagd ponthalmazokkal. Idézziik fel, amit akkor
tanultunk!
- Két ponthalmazt egybevdgénak mondunk, ha van olyan egybevagdsagi (vagyis tavolsagtart6) transzformacio, amely
az egyiket a masikba viszi at.
- Azt, hogy két ponthalmaz egybevdgo, az = szimbélummal jeloljiik.
- Egybevagé sokszogek megfelel$ oldalai egyenlé hossziiak, megfeleld szogei egyenlék.
— Az eltolas, a (tengelyes, pontra vonatkozo, sikra vonatokozo) tiikr6zés, a (pont koriili és a tengely kortili) forgatas is
egybevagosagi transzformacio.
Példdul a kidolgozott feladatban: CDE A = AED A, mert egy tengelyes tiikkrozés segitségével egymasba atvihetok.

rrrrr

Tétel: haromszogek egybevigosaganak alapesetei:

I. Ha két haromszogben egy-egy oldal és az
ezeken fekvd két-két szog egyenld, akkor a
két haromszog egybevago.

II. Ha két haromszogben két-két oldal és az
altaluk kozbezart szog egyenld, akkor a két
héromszog egybevago.

II. Ha két haromszogben a harom oldal pa-

ronként egyenld, akkor a két haromszog - a

in

n
—
<

egybevago.
IV. Ha két haromszogben két-két oldal és ko-
ziiliik a nagyobbikkal szemben fekvd szog

b b (a>b)

egyenld, akkor a két haromszog egybevago. a a

Példaul
- atéglalapot (a paralelogrammat) az 4tloja két egybevagd haromszogre

bontja, mert a részek oldalai paronként egyenlék (II1. alapeset);

- az egyenld szaru haromszoget az alaphoz tartozé magassiga két

egybevagd haromszogre bontja, mert a két keletkezé haromszognek
egyenld két oldala és a hosszabbik oldalakkal szemben fekvé szoge
(IV. alapeset);

- ha egy hurtrapézbdl az abra szerint levagunk két haromszoget, akkor

ezek egybevagok, mert egyenld egy oldaluk (a trapéz két szara) és az

azon az oldalon fekvé két szogiik (1. alapeset).

13. lecke | HAROMSZOGEK EGYBEVAGOSAGANAK ALAPESETEI
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FELADAT

4 = Egy négyszog csucsai A, B, C és D. Tudjuk, hogy 6 = Dontsd el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e!

két-két szomszédos oldaluk egyenld, azaz AB = BC a) Ha két szabédlyos haromszog egy-egy oldala
és CD = DA. egyenld, akkor a két haromszog egybevago.
a) Készits abrat! b) Ha két derékszogli haromszog atfogdja meg-
b) Igazold, hogy a négyszog A-nal és C-nél 1évé egyezik, akkor a két haromszog egybevago.
szoge egyenld! Melyik alapesettel indokolhatd c) Ha két szabalyos haromszognek ugyanakkora
az allitas?) a tertilete, akkor a két haromszog egybevago.
d) Ha két egyenld szaru derékszogli haromszog-
5 s Egy derékszogli  haromszog nek ugyanakkora az atfogoja, akkor a két ha-
egyik befogojra és az 4tfo- romszog egybevago.
gojara egy-egy négyzetet e) Ha két egyenld szart haromszog egy-egy oldala és
allitottunk az abra kétszoge egyenld, akkor akétharomszog egybevago.
szerint.

Mutasd meg

az I-IV. alap-
eset valamelyikének felhasznaldsaval, hogy a kék
és a zo0ld haromszog egybevagd! Adj meg olyan

egybevagosagi transzformaciot, amely a kék ha-
romszoget a zold haromszogbe viszi at!

HAZI FELADAT

1 s Megrajzoltuk egy para- 3 s Egy egyenl6 szart, derékszogl haromszog egyik
lelogramma két atlojat. befogojara és az atfogdjara egy-egy négyzetet alli-
A rajzon nyolc harom- tottunk az dbra szerint.

szog lathatd, kozottik 4
olyan par van, amelyet
két egybevagé harom-

szo6g alkot.
a) Jelold meg az egybevago parokat, és indokold @
is, hogy miért egybevagd a part alkot6 két ha-

romszog! a
b) Hény kilonbozd teriletli hdromszog van a a) Igazold, hogy a kék & a zold hiromszég egybe-

el e i vagd! Melyik alapesettel tudod indokolni?

. o ) b) Adj meg olyan egybevagdsagi transzformaciot,
245 (Ol s cgy ik amely a kék haromszoget a z6ld haromszogbe

sz0g oldalfelezé pontjait. viszi atl
Mutasd meg, hogy a ha-

rom szakasz négy egybeva-

g6 haromszogre bontja az

eredeti haromszoget!
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4 s Derékszogli haromszog két befogdjara egy-egy négyzetet dllitottunk
az abra szerint. Igazold, hogy m = x = y!

@ A GeoGebra programmal is ellendrizheted az allitas helyességét.

EMELT SZINT

Ha két sokszog egybevagd, akkor a megfelel oldalaik és szogeik paronként egyenlok.
Két sokszog egybevagosagahoz elégséges, hogy megfelel6 oldalaik és szogeik paronként egyenlék legyenek.

FELADAT

1. Az ABCD paralelo-
gramma oldalaira

3. Egykocka 8 csucsat jeldljik megaz A, B,C,D,E, F, G
és H bettikkel. Ha a csticsok koziil kivélasztunk har-

mat, azok egy haromszoget hataroznak meg.

az d4bra szerint

egy-egy négyzetet
allitottunk. A négy-

a) Bizonyitsd be, hogy 56 db haromszdget kapha-
tunk!

zetek kozéppont- b) Melyek lesznek ezek kozill egybevagok? Ha az

ja0, 0, 0,0,.

Igazold, hogy

egybevagd haromszogeket ugyanolyan harom-
szognek tekintjiik, akkor hany kiilonb6z6 harom-

az 0,0, szakasz szoget kaphatunk?

=2

hossza egyenld

az 0,0, szakasz
hosszaval, és ez a két sza-
kasz meréleges egymasra!

2 . Igazold,hogyhag|| h|| k|| lésa="b, akkor c =d!
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14 EGYBEVAGO HAROMSZOGEK

FELADAT

1 s Egy korhéz egy kiilsé P pontbdl meghuztuk a

két érint6jét. Igazold, hogy az érint6 szakaszok
egyenl6k! Melyik alapesetet hasznalhatod az in-
doklashoz?

(Emlékeztetdiil: Erintd szakasznak hivjuk az érin-

tén a kiilsé pontot az érintési ponttal osszekotd
szakaszt. Az érinté merdleges az érintési pontban

hazott sugarra.)

E 15
O
a) Az egyik buvar a négyzet kozéppontjaban fiig-
gblegesen meriilt le Ggy, hogy az A jelti béjatol
» 20 m volt a tavolsaga.
Mit mutatott a buvar mélységméréje az E pont-
ban?

b) Milyen mértani testtel irhatjuk le ezt a problé-

at? Ennek melyik alkotdrészeit i jik? Me-
2 5. Az ABCD paralelogramma hérom oldalara az abra m-a nnfz ,mef Vi ’a ,0 oresze.l ismetu ¢
’ lyik alkotorészét szamitottuk ki?

szerint egy-egy négyzetet allitottunk.

4 5 Egy masik buvar is kozéprél indult, de 6 25 m mély-
re merészkedett. Milyen tévol volt az A bdjatdl?
Es a tobbitél?

a) Igazold, hogy O,BO, A = O,AO0, A!
(0,, 0,, O, egy-egy négyzet kozéppontja.)

b) Igazold, hogy az O,0,0, A egyenld szaru és
derékszogt!

3 5 Buvirok végeztek méréseket egy toban. 4 piros
béja jelezte a meriilési teriiletet. A bojak egy F
20 m-es oldald négyzet csticsaiban helyezkedtek

el.
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A Pitagorasz-tétel targyaldsakor a 9. osztilyban mar megfigyeltiik,
hogy konnyen megjegyezhet6 kapcsolatok vannak egyes kiilonleges
haromszogek alkotorészei kozott: a2
- az a befogoju egyenld szaru derékszogi haromszog atfogoja
av/2 hosszasagi;

™S5

/3 a S

- az a oldalt egyenld oldalt haromszog magassaga: a-s=.

HAZI FELADAT

1 5 Egy korbe az dbra szerint a) Igazold, hogy AK szakasz két egybevagd ha-
felvesziink két olyan ha- A & romszogre vagija szét az ABKC négyszoget!
romszoget, melyeknek egyik Q A b) Milyen hossza az AK 4tl6, ha a BC oldal hossza

csucsa a kor O kozéppontja, 2,5 cm?

masik csticsaik a koriven c) Mekkora a négyszog teriilete?
vannak, és az O-nal 1évd

szogik egyenld. Igazold, 3 5 A 3. feladatban szerepld buvar a meriilés befejezése

hogy a két haromszog egy- utan nem fiigg6legesen emelkedett, hanem az AB

bevago! szakasz H felezépontjaban bukkant a felszinre.

a) Melyik alapesetet hasznalhatod? a) Igazold, hogy felbukkandsakor ugyanolyan ta-

b) Adj meg olyan egybevagosagi transzformaciot, vol volt C-t6l, mint D-t6l!

amely egyik haromszoget a masikba viszi! b) Mekkora ez a HC tavolsag?
c) Mekkora utat tett meg az emelkedés soran (fel-

2 s Egy szabélyos haromszogre K téve, hogy egyenes vonal mentén emelkedett)?

az abra szerint egy egyenl6- c d) Milyen nevezetes szakasz HE az ABE harom-

szard, derékszogl harom- szogben?

szoget illesztettiink.

RAADAS

A 3. feladatban olyan gulat lattunk,
amelynek az alaplapja négyzet, és
mindegyik éle ugyanakkora.
Keress egybevagd derék-

kes test, szabdlyos oktaéder keletkezik. Ezt 8 szabdlyos

haromszog hatdrolja (innen ered a neve: ,nyolclapu”),
6 csticsa és 12 egyenld hosszu éle van.

szogli  haromszogeket, /7 s NT Ilyen testet hatdroznak meg

és ezeknek a felhasz- | példéul a kocka lapkdzéppont- 7N

nalasaval igazold, | jai is. Még érdekesebb: a szaba- / /

hogy az ilyen gildk- i d=2h lyos oktaéder lapkézéppontjai </Fﬁ 1

ban d = 24! pedig egy kockat hataroznak I
meg. A

Ha papirbdl elkészitjiik két ilyen, egybevagd gula mo-

delljét, és azokat az alaplapjukndl Osszeragasztjuk, érde-
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15 MAGASSAGTETEL, BEFOGOTETEL

KIDOLGOZOTT FELADAT

46

1. Egyszikla cstcsa nehezen kozelitheté meg, am alkal-
mas tavolsagok mérésével kielégité becslés adhaté a
magassagara.

Szamitsuk ki, mekkora a CC, magassag, ha ismert az
AC, és a BC, szakaszok hossza!

Megoldds

Az abran harom derékszogli haromszog lathaté: ABC,
AC,Cés BC,C.

A két kisebbre irjuk fel a Pitagorasz-tételt:

ad=m'+42" é b=m’'+15.

Az ABC hiromszogre pedig a” + b* = (42 + 15)".

Ebbél (m” + 42°) + (m® + 15°) = (42 + 15)°,

2m’ +42° + 15" =42 +2-42- 15+ 15°,

m’=42-15

m=+42-15 =~ 25,1 (m).

Altalénossdgban is beléthatd, hogy derékszogii hérom-
szogben az dtfogéhoz tartozé magassag négyzete egyenld az
datfogo két szeletének a szorzatdval, mdsként: az dtfogéhoz
tartozé magassdg az dtfogo két szeletének a mértani kiozepe.

2. Az acsok igy faragjak egy
henger alaku fatorzsbdl a
legszilardabb gerendat:

a keresztmetszet egyik at-
mérdjét harom egyenld rész-

re osztjak, majd a két osz-
topontban, az dbra szerint,
merGlegest allitanak az at-

meérore.

Ezeknek a merdSlegeseknek a korrel valé metszés-
pontjai és az eredeti atmérd végpontjai egy négyszo-
get hatdroznak meg. Ez lesz a legszilardabb gerenda
keresztmetszete.

Szamitsuk ki, mekkordk ennek a négyszognek az olda-
lai, ha a henger keresztmetszete 24 cm atmér6ju kor!

Megoldds
Hasznaljuk az abra jeloléseit!
C
m
A B B
8  p 8 8

Hasznaljuk fel az el6z6 példaban felirt osszefiiggést:
m*=16-8.

[rjuk fel Pitagorasz tételét a BCD hdromszogre:
a’=16"+m’.

Ezekbdl: a® = 16° + 16 - 8.

Emeljiink ki 16-ot: @ = 16 - (16 + 8)

a’=16-24

a=+v16-24 =~ 19,6 (cm).

Ugyanilyen uton levezethetd, hogy
b=8-24,ésb=+8 24 =~ 13,9 (cm).

A legszilardabb gerenda oldalainak hossza 19,6 cm, illetve
13,9 cm.

Minden derékszogii hdromszigben a befogd négyzete egyen-
16 az dtfogonak és a befogo dtfogéra esé meréleges vetiileté-
nek a szorzatdval.

Misképp fogalmazva:

A befogo mértani kizepe az dtfogénak és a befogé dtfogéra
esd merdleges vetiiletének.
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A példaban megfogalmazott észrevételek minden derékszogi haromszog esetén érvényesek.

Magassagtétel

A derékszogli haromszogben az atfogohoz tartozo magassag az atfo-
got két szeletre osztja, és az atfogdhoz tartozé magassag a két szelet
mértani kozepe. Az abra jeldlései szerint: m = / pq.

Befogotétel
A derékszogli haromszog barmelyik befogoja az atfogdnak és a befo-
g6 atfogora esé merdleges vetiiletének mértani kozepe.

Az 4bra jeldlései szerint: a = /pc és b = /qc.

A bizonyitasokat megtaldlod a lecke végén, az Emelt szint{i részben.

FELADAT

1 5 Derékszogt haromszogben az atfogot a hozza tar- 5 5 Melyik 4llitds igaz, melyik hamis?
toz6 magassag 2 cm és 3 cm hosszu részekre osztja. (BD=p,AD=q,
a) Mekkora az atfogohoz tartozé magassag? O a kor kézéppontja, r a kor sugara.)
b) Mekkora a haromszog hosszabbik befogdja? C

c) Mekkora a haromszog teriilete? P

2 5 Derékszogt haromszog egyik befogodja 30 cm, at-
fogodja 45 cm.
a) Milyen hosszt a 30 cm-es befogénak az atfogo-
ra esé merdleges vetiilete?
b) Mekkora az atfogéhoz tartozé magassaga?

Derékszogli haromszog befogéinak hossza 8 cm és

(%)
Y

15 cm. _
a) m=pq f) OD:“’ZQ|

/ . 7 s z _ — 2
b) Me1,<kora res,zekre osztja az atfogot a hozza tar b) r= p ;— q g) A= <P _ 9 ) +pq
tozd magassag?

c) Mekkora az atfogohoz tartozé magassag? c) r=m h) AC+ BC = AB

d) AC=yq(p+q) i) r—m=0D

e) BC*= BD AB

a) Mekkora a haromszog atfogéja?

4. 5 Az ABC szabélyos haromszog AB oldalanak hossza
12 cm. Az AB oldal F felez6pontjabdl allits mer6-
legest az AC oldalra! Mekkora szakaszokra osztja a
merdéleges az AC oldalt? Oldd meg a feladatot a sza-
balyos haromszog ismert tulajdonsagainak felhasz-

nalasaval, majd a befogététel felhaszndlasaval is!
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HAZI FELADAT

1 5 Egy derékszogt haromszog atfogdja 16 cm, egyik
befogdja 15 cm.

a) A befogotétel segitségével hatarozd meg, hogy
mekkora részekre osztja az atfogohoz tartozo
magassag az atfogot!

b) A magassagtétel segitségével szamold ki az at-
fogohoz tartozé magassag hosszat!

c) Mekkora a haromszog teriilete?

2 5 Derékszogi haromszog atfogdjat a hozza tartozd
magassag egy 5,4 cm és egy 9,6 cm hosszu szakasz-
ra osztja.

a) A magassagtétel, illetve a befogotétel alkalma-
zdsaval szamitsd ki, hogy mekkora az atfogo-
hoz tartozd magassag és mekkorak a befogok!

b) Mekkora a haromszog korilirt korének sugara?

3 = Szerkessz olyan derékszogli hdromszoget, amelynek
az 4tfogojat a magassag 2 cm és 8 cm hosszu szaka-
szokra osztja! Szamitassal hatdrozd meg a magassag
és a befogok hosszat, majd ellenérizd méréssel az
eredményeidet!

EMELT SZINT

Bizonyitsuk be a magassagtételt!

Pitagorasz tétele szerint

@A b= @b = (p+af=p i+ 2pg+ g
Atrendezve:
(a®=p")+ (0" = ¢°) = 2pg;
m*=pg; m=ypq.

A szamitas sordn felhasznaltuk, hogy a magassag két de-
rékszogli haromszogre bontja az eredeti haromszoget.

m®+ m* = 2pq;

Wa

FELADAT

1 s a) Szamitsd ki, mekkora a szabalyos nyolcszog oldala!
b) Mekkora tavolsagra vannak a szabalyos nyolcszog
csucsai az AE atl6 egyenesétdl?
F E

Bizonyitsuk be a befogotételt!

Az a = / pe allitas igazolasahoz Pitagorasz tételét és a ma-
gassagtétel m*> = pq alakjat hasznéljuk fel.

A sziirke hdromszog derékszogl, ezért
a’=m’+p’=pq+p*=p(p+q)=pc.

Ha a® = pc, akkor a = m

Hasonl6an igazolhaté az is, hogy b® = qc, vagyis b = /qc.

2 Vegyél fel egy O kozéppontu kort, és hizd meg két,
egymassal parhuzamos érintdjét, e-t és f-t! A kor egy
tovabbi érintdje legyen g, ez messe e-t A-ban, f-et
B-ben!

a) Bizonyitsd be, hogy AOB haromszog derékszogti!

b) Bizonyitsd be, hogy g érintési pontja olyan ré-
szekre osztja az AB szakaszt, melyek mértani ko-
zepe éppen a kor sugaraval egyenld!

c) Bizonyitsd be, hogy ha egy szimmetrikus trapéz
olyan, hogy van beirt kore is, akkor a két alapjanak
a mértani kozepe egyenld a trapéz magassagaval!

GEOMETRIAI MERESEK, SZAMITASOK



EMELT SZINT

Két pozitiv szam négyzetes kozepe és harmonikus kozepe

Definicio s
Az a és a b pozitiv sziamok négyzetes kozepének nevezziik a ,/ £ "2' b szamot,
harmonikus kézepének pedig a 1 2 1 szamot.
a'b
Megjegyzés: az a és a b pozitiv szamok harmonikus kozepét irhatjuk az—?—bb alakban is.
Tétel
. o a+b> ~a+b~ 2

Ha a és b pozitiv szdmok, akkor 2 > 5 =>vab = T 71

_ _l’_ —_

a b

Ha a és b egyenld, akkor mind a négy kozép egyenld a-val (és természetesen b-vel). Ha a és b nem egyenld, akkor a négy
kozép koziil semelyik kettd nem egyenld egymassal.

Szemléltetés:

Az alabbiakban egy olyan geometriai szemléltetés lathatd, amely egy dbraban mutatja az a és b pozitiv szdmok (a #+ b)
négy nevezetes kozepét és a kozottiik fennallé egyenl6tlenségeket is.
Legyen 0 < b < g, tovédbba legyenek a P kezdépontu félegyenesre illeszkedd, A, B pontok olyanok, hogy PA = a és PB = b.

Jeloljikk K-val az AB atméréjt kor kozéppontjat. Mivel AB = a — b, ezért a kor sugara 2 ; b

Elsé lépés

PK=0b+ % =4 -5 b , tehat ez a szakasz a szdmtani kozepet szemlélteti. /

Allitsunk a K pontban merdlegest PA-ra, legyen R a meréleges és a kor egyik metszéspontja.
A PKR derékszdgi haromszogbél a Pitagorasz-tétel miatt PR* = PK” + RK?, ebbél: P B

I w
=

2 2 2 2
PR = \/(#)Z + (%)Z = \/2‘1 'Z 2b” _ \/ d "2' b” | tehat a PR szakasz a négyzetes

kozepet szemlélteti.

2 2
Mivel a PKR derékszogli haromszog PR atfogdja hosszabb a PK befog6jandl, ezért , / 4 '|2' b” > a "2' b
Madsodik lépés E
Legyen E a P-bél a korhoz huzott egyik érint6 érintési pontja.
: L . 2 pp2_ prp2_/a+b\* sa—b\?_ 4ab _

A Pitagorasz-tétel szerint PE* = PK* — KE* = ( 5 ) ( > ) == = ab. B A
PE = v ab , tehat ez a szakasz a mértani kozepet szemlélteti.
Mivel a PKE derékszog(i hdromszog PK 4tfogéja hosszabb a PE befog6jandl, ezért 2 "2' b>ab.
Harmadik lépés E
A PKE derékszogii haromszogben dllitsunk az E pontbdl merdlegest PA-ra, legyen a mer6le-
ges talppontja Q.
A befogététel szerint PE> = PK - PQ, vagyis ab = 4 "’2' b -PQ. P B 4
Ebbdl PQ = azj-bb , tehat PQ a harmonikus kozepet szemlélteti.
Mivel a PQE derékszogli haromszog PE atfogdja hosszabb a PQ befogdjandl, ezért v ab = 1 2 T

_ + —

a b

Egyszertien lathat6 az is, hogy egyenldség mindegyik esetben pontosan akkor lehetséges, ha a = b.

15. lecke | MAGASSAGTETEL, BEFOGOTETEL
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16 MERTANI KOZEP A GEOMETRIABAN

KIDOLGOZOTT FELADAT

Szerkessziink olyan négyzetet, amelynek a teriilete meg-
egyezik az ABCD téglalap teriiletével!

Megoldds
A téglalap oldalainak hossza legyen a és b, teriilete ekkor

ab.
D b c

FELADAT

50

1 = Egyderékszogli haromszog Thélész korének sugara
2,5 cm. Az atfogbéhoz tartozé magassag talppontja
ugy vagja ketté az atfogot, hogy a hosszabbik rész
4 cm.

a) Mekkora a haromszog atfogodja?
b) Milyen hosszu az atfogohoz tartozé magassag?
c) Mekkora a haromszog teriilete?

2 = Egy derékszogli haromszogben az 4tfogohoz tarto-
26 magassag az atfogot 2 cm és 8 cm hosszu részek-
re osztja.

a) Szerkeszd meg a haromszoget!

b) Milyen hosszt az atfogéhoz tartozé magassag?

c) Egészitsd ki az abradat ugy, hogy szemléletesen
leolvashat6 legyen az 4brardl, hogy a Thalész-
kor sugara (az 4tfogora esé vetiiletek szamtani
kozépe) mindig nagyobb vagy egyenld, mint
az atfogohoz tartozé magassag (az atfogora esd
vetiiletek mértani kozepe)!

Ha egy négyzetnek ugyanekkora a teriilete, akkor az olda-
la v'ab hosszusagu.

Tehat az a ésa b ismeretében v/ ab hosszusagu szakaszt kell
szerkeszteniink.

Ez lesz a keresett négyzet oldala.

Feladatunkat igy is megfogalmazhatnank:

Szerkessziink olyan szakaszt, amelynek a hossza két adott
hossziisag mértani kozepe!

Mérjiink az abra szerint a b hosszusagu AB szakasz utan
egy a hosszusagu szakaszt. A Thalész-tétel felhaszndldsaval
szerkessziink egy olyan derékszogli haromszoget, amely-
nek az atfogoja a + b hosszisagu, és az atfogohoz tartozo
magassaganak talppontja éppen a B pont.

A magassagtétel szerint az atfogéhoz tartozd magassig
v'ab hossziisagt. Ha tehdt egy olyan négyzetet szerkesz-
tiink, amelynek éppen ekkora az oldala, akkor annak a te-
riilete ab lesz.

3 s a) Az abra alapjan magyarazd el, hogyan szer-
kesztettilk meg a szamegyenesen a v'15 szam
helyét! Indokold a szerkesztés helyességét!

‘\

\
/oA Y
\

\

\

R
° e

0 1 25 3 V15 5

\

b) Az ébra melyik szakaszanak hossza /6 , és me-
lyik szakasz v'10 hosszusagn?

c) Szerkeszd meg a szdmegyenesen a v'20 szam
helyét!
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Egy 2 cm és egy 5 cm atmér6jt kor kiviilrdl érinti
egymast.

Hogyan kaphat6 meg a két kor kozéppontjat
0Osszekotd szakasz hossza az atmérék hosszabol?
Szamitassal igazold, hogy a kozos érint6szaka-
szuk hossza éppen a két atméré mértani koze-
pével egyenld!

Az abra alapjan leolvashat6 a két atméré szam-
tani és mértani kozepe kozotti nagysagi viszony
is. Hogyan?

Igazak-e az el6bbiekhez hasonl¢ allitasok mas
nagysagu, kiviilrél érintkezé korok esetében is?

Egy 5 cm sugart kor O kozéppontjatdl 3 cm-re van
a Ppont. A P ponton at hizott atmérére merdlegest
allitunk P-ben.

Mekkora ennek az egyenesnek a kor belsejébe esé
része?

(Beldthaté, hogy a P ponton dthaladé hiirok koziil ez
a legrovidebb.)

HAZI FELADAT

1 = Egykor sugara 4,5 cm, a kor egy atmérdjének vég- 2 s a) Szerkeszd meg a szamegyenesen a magassagté-

E

pontjai A és B. Az AB atméré6t T pont 1: 2 aranyban

osztja. T-ben mer6legest allitunk az AB atmérdre,

ennek a korrel vett egyik metszéspontja legyen C.

a) Milyen hosszt az ABC haromszog AB oldalhoz
tartoz6 magassaga?

b) Milyen hossztak az ABC haromszog oldalai?

c) Mekkora az ABC haromszog teriilete?

RAADAS

1 > Tobbféleképpen is felvaghatjuk két téglalapra az

ABCD téglalapot. Bence szerint ez akkor a ,legkel-
lemesebb” az emberi szemnek, ha a hosszabb (AB)
oldal két részének a mértani kzepe éppen az eredeti
téglalap rovidebb (AD) oldalaval egyenl6.

D Q C

A P B

a) Szerkeszd meg a Bence szerinti ,,kellemes” felosz-
tast egy olyan téglalap esetében, amelynek rovi-
debb oldala 2 cm, hosszabb oldala pedig 6 cm!

16. lecke | MERTANI KOZEP A GEOMETRIABAN
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tel segitségével a v 24 helyét!
b) Szerkeszd meg a szdmegyenesen a befogdtétel
segitségével a v/ 24 helyét!

Szerkessz olyan négyzetet, amelynek a teriilete
pontosan 18 cm’!

Hény megfelel pont szerkeszthet6 a hosszabbik
oldalon?

b) Van-e olyan téglalap, amelynek csak egyetlen
»kellemes” felosztasa van?

c) Van-e olyan téglalap, amelynek nincs olyan fel-
osztasa, amely Bence szerint ,kellemes” lenne?

d) Dénci azt mondta Bencének, hogy szerinte a
»kellemes” felosztas meghatarozasanal a mértani
kozép helyett a szamtani kozepet kellene valaszta-
nia. Mi a véleményed err6l?

Egy fémlapra két 4 cm 4tmérdjii és egy 9 cm atmé-
réjl iiveggdmbot helyeziink el ugy, hogy mindegyik
gomb mindegyikkel érintkezik, és a fémlaphoz is
hozzéér. Mekkorédk a fémlapon az érintési pontok al-
kotta haromszog oldalai?
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17 GYAKORLAS

CSOPORTMUNKA

52

Alkossatok négyf6s csoportokat!

1 5 Oldjatok meg az 1-8. feladatokat! Az a csoport, amelyik el6szor irja fel a j6 eredményt a tablara, jutalomban részestil.

Amikor minden csoport felirta az eredményét, akkor a verseny véget ér. Amig van olyan csoport, amelyik nem végzett
a munkdjaval, addig a mar végzettek egyszer javithatnak a téblara felirt szamukon.

1. feladat

Egy téglalap oldalai 1 cm és 7 cm. A téglalapnak megrajzoltuk a két kozép-

vonalat (a szemkozi oldalak felez6pontjait 6sszeko6td szakaszokat), és a két Jelold ezt a szdmot A-val!
atlojat. Keletkezett az abran 16 darab haromszog. Ha az egybevagd hdromszo-

geket ugyanolyannak tekintjiik, akkor hanyféle haromszog keletkezett?

E
2. feladat

Az abran egy félkort lathatsz. A félkor atmé-
réje (AC) 7 egység hosszusagu, BC hossza 2
egység. Mennyi az AE hosszanak négyzete?

Az eredményt jelold a B betiivel!

3. feladat
Megrajzoltuk egy szabdlyos 6tszog 3 atlojat. Az eredményt jelold a C betiivel!
Hany 36°-os szog keletkezett?

4. feladat
Egy héromszog oldalhossziisagai: v'7 cm, v18 cm, 5 cm. Hany fokos aleg- A kapott szdmot jelsld D-vel!
nagyobb szoge?

5. feladat

. rar
Hényszorosa a v'72 a v 2 -nek? Fejezd ki az eredményt egy egész szammal! A kapott szdmot jelold E-vell

6. feladat

Fejezd ki egy egész szammal, hogy mennyi % : %! A kapott szamot jelold F-fel!

Ziéf;;af:r‘lt-es az ABC haromszog legrévidebb oldala? Qi fctuyioiGuel]
Ao sem B

S feladat A kapott szamot ird fel a tdbldra!

Mennyi ﬁ;g +;%? 4 i

2 = Az elsé 3 helyezett csapat mutassa be, milyen egyszerti mddszereket alkalmazott a megoldasok kézben!
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HAZI FELADAT

1 5 Az AB szakaszon felvettiik a P és Q pontot 1gy,
hogy AP =4 cm, AQ =12 cm legyen. A PQ sza-
kasz hossza mértani kozepe az AP és a PB szakasz
hosszanak. Hany cm hossza az AB szakasz?

Egy kor AC atméréjét a B
ra merdleges BD hur egy
9 cm-es és egy 3 cm-es

- A 9cm <3 cmN ~
szakaszra osztja.
a) Hany cm hosszt a BD
har?
D

b) Mekkora az ABCD del-
toid keriilete és terii-
lete?

FELADAT

1. Igaz-e a magassagtétel megforditasa?

Megoldds

Azt kell megvizsgalnunk, hogy ha egy hdromszog egyik
magassaga két olyan szeletre osztja a haromszog oldalat,
amelyeknek a magassag a mértani kozepe, akkor derékszo-
gli-e a haromszog. Latni fogjuk, hogy ez az allitas igaz.

A BDC derékszogli hiromszogb6l: a* = p* + pq,

az ADC derékszogli haromszdgbél: b* = q° + pq.

A két egyenletbdl:

a’+b*=p'+2pq+q* = (p+q).

Az ABC haromszogben p + q = AB, tehdt igaz, hogy
AB®= BC*+ CA”.

A Pitagorasz-tétel megforditdsa szerint ez azt jelenti, hogy
az ABC haromszog derékszogl, és a derékszoge a C csu-

csanal van.

17. lecke | GYAKORLAS

3 s Egy szamegyenesen adottak az 0 és az 1 értékhez
tartozd pontok.
a) Szerkeszd meg ezen a szimegyenesena v'7 he-
lyét!
b) Mekkorak annak a derékszogii haromszognek
az oldalai, melynek atfog6jahoz tartozé ma-
gassdga v'7 hosszusagu, és egyik befogbja v'8
hosszusagu?

EMELT SZINT

2 . Igazoljuk, hogy a derékszogli trapéz atléi akkor és
csak akkor merdlegesek egymasra, ha a trapéz derék-
sz0gl szara a két alap mértani kozepével egyenld!

Bizonyitds
Huzzunk parhuzamost az abra szerint az AC atléval a D
csucsbol!

Ekkor egyrészt az EDB <. megegyezik az atlok szogével,
mert egyallast szogek, masrészt az EACD négyszog parale-
logramma, hiszen szemkoézti oldalai parhuzamosak. Emi-
att EA = CD.

Ha tudjuk, hogy az atlok merdlegesek, akkor az EDB ha-
romszog derékszog(l, ezért a magassagtétel miatt d = vac .
Ha viszont azt tudjuk, hogy d = v'ac , akkor a magasség-
tétel megforditasa miatt EDB<L = 90°, tehdt a trapéz atl6i
merdélegesek.
Ezzel az éllitast
bizonyitottuk.
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18 KOZEPPONTI SZOG, KORIV, KORCIKK

FELADAT

54

1 s A Harry Potter konyvekben szerepel egy ora, amely a) Milyen hosszu korivek tartoznak az egyes részek-
nem az id6t mutatja, hanem azt, hogy melyik csalad- hez az éra ,,szamlapjanak” keriiletén?
tag hol tartézkodik éppen. A mutatokon szerepel- b) Mekkora az egyes tartomanyokban az a szog,
nek a csaladtagok, és a ,,szaimlapon” pedig a lehetsé- amelyet a tartomanyokat hatarol6 sugarak zarnak
ges helyszinek, mint ,iskola’, ,,munkahely’, ,,otthon”, kozre?

»utkozben’, ,életveszélyben’, stb. (Akadt olyan lelkes
olvaso, aki GPS és mobiltelefonok segitségével készi-
tett egy ilyen szerkezetet a sajat csaladjahoz.)

Egy ilyen 6ra keriilete legyen 48 cm. Az 6ra ,,szam-
lapja” 5 db, korcikk alaka teriiletre van bontva. Az
»iskola” rész a 12 6ratol a 4 6rdig tart (amennyiben
egy hagyomanyos déra szamlapjahoz viszonyitjuk),
a ,munkahely” rész 4 6ratdl 6 6raig, az ,,itkozben”
rész 6-t0l 8 oraig, az ,otthon” rész 8-tdl 11 6raig, az
»eletveszélyben” rész pedig 11-t6l 12 6raig.

Pontositsuk a cimben szerepl$ fogalmakat, és figyeljitk meg ezeknek néhany tulajdonsagat! B
Rajzoljuk meg egy kor két sugarat, az OA-t és az OB-t! '
Most a korvonalat két korivre, a korlemezt két korcikkre bontottuk. A @
Két olyan szoget is latunk, amelyeknek O a csticsa, az OA és az OB félegyenese pedig a két szdra.

Ezeket a szogeket az adott korre nézve kozépponti szogeknek mondjuk.
A korbe rajzolt két sugar két olyan kozépponti szoget ad meg, amelyeknek az dsszege egy teljesszog.

Igazak a kovetkezd kijelentések (tételek). Egy korben

- minden kozépponti sz6ghoz tartozik egy koriv és egy korcikk; egyenlé kdzépponti szogekhez egyenl6 hosszisagu
korivek és egyenld teriiletii korcikkek tartoznak;

- minden korivhez tartozik egy kozépponti szog és egy korcikk; egyenlé korivekhez egyenlé nagysaga kozépponti
szogek és egyenld teriiletii korcikkek tartoznak;

- minden korcikkhez tartozik egy kozépponti szog és egy koriv; egyenld teriiletii korcikkekhez egyenlé nagysagua ko-
zépponti szogek és egyenlo hosszasagu korivek tartoznak.

Ha egy korben egy kozépponti szog 2-szer, 3-szor, 4-szer, ... akkora, mint egy masik kdzépponti szog, akkor a nagyobbik-
hoz tartozo koriv is és korcikk is 2-szer, 3-szor, 4-szer, ... akkora, mint a kisebbikhez tartozé koriv, illetve korcikk.

i
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Bizonyithato, hogy egy korben a kozépponti szogek nagysaga, a hozzajuk tartozé korivek hosszisaga és a hozzajuk

tartozo korcikkek teriilete egyenesen aranyos.

Példaul az abrdn megadott kor esetében: a 80°-os kozépponti szog 2,5-szer akkora, mint

a 32°-o0s, ezért 2,5-szer olyan hosszi (15 cm-es) koriv és 2,5-szer akkora teriilet(i korcikk

6cm
6 cm
6cm h 3 em  tartozik hozza, mint a 32°-oshoz.
e | Forditva: a 15 cm hossza korivhez 2,5-szer akkora koézépponti szog tartozik, mint

a 6 cm hosszihoz (valéban, 15: 6 = 80 : 32 = 2,5).

FELADAT

2 5 Az dbran lathatd szerencsekerék ,,nyert” mezdi 21°-os kozépponti szogli korcikkek,
»hem nyert” mezdi 24°-os kozépponti szogli korcikkek. (A kerék sugara a valdsagban
50 cm.) A tablazat kitoltésével valaszolj a kérdésekre! A flizetedben dolgozz!
a) Mekkora koriv tartozik egy ,nyert” feliratd mez6hoz, és mekkora egy ,nem

21°

nyert” feliratihoz?
b) Mekkora egy nyerd és egy nem nyer6 korcikk teriilete?

Kozépponti szog fokban ~ Koriv hossza cm-ben Kércikk teriilete cm®-ben

360°
10

21°

24°

Ha egy r cm sugaru korben egy kozépponti sz6g a°-os, akkor a hozza tartozé koriv hossza a kor-

kertilet 360-ad részének az @-szorosa. Ha ennek a cm-ben mért hosszusagat i-vel jeloljiik, akkor

i 2T, _ I
G 180 ™
Ugyanebben a korben egy a°-os kozépponti szoghdz tartozd korcikk teriilete a korterii-

let 360-ad részének az a-szorosa. Ha ennek a cm’-ben mért nagysigat t-vel jeloljiik, akkor

_r'r.  _ r'ra 2
=360 4= 360 M-

FELADAT

3 5 Mekkora az 1. Feladatban szereplé ,,6ran” az egyes részek teriilete?

18. lecke | KOZEPPONTI SZ0G, KORIV, KORCIKK

55



Oldd meg a kovetkezé feladatokat! Készits vazlatot a korcikkek- % NN |
rol!

Mekkora annak a 12 cm sugaru korivnek a hossza
és a korcikk teriilete, amelynek a kozépponti
szoge 107°¢

Mekkora a 181,5 mm ivhossztisagti, 200°-0s [\
kozépponti szogl korcikk sugara és teriilete?
Mekkora a 10 m sugard, 10 m ivhosszusaga
korcikk kozépponti szoge és teriilete?

Koriilbelil hany km-t repiil az a reptil6gép, amely Londonbdl Accraba (Ghana) tart (le-
szallas nélkiil)? A londoni repiil6tér a 0°-os hosszusagi és 51,5°-o0s északi szélességi
koron fekszik, az accrai repiiltér pedig szintén (megkozelitSleg) a 0°-os hosszisa-
gi és 5,7°-0s északi szélességi koron fekszik. (A Fold sugarat vedd 6370 km-nek!)

HAZI FELADAT

1 s Oldd meg a kovetkez6 feladatokat! Készits vazlatot 2 = AFold Nap koriili mozgasanak palyaja kozelithetd

a korcikkekrol! egy 150 millié km sugart korrel.
a) Mekkora annak a 100 cm ivhosszusagu kor- a) Mekkora a Fold palyajanak kertilete?
cikknek a sugara és teriilete, melynek kozép- b) Mekkora ivet fut be a F6ld egy nap alatt, és mek-
ponti szoge 286,5°2 kora az ehhez az ivhez tartozd kozépponti sz6g?
b) Mekkora a 42°-0s kdzépponti szogti, 450 m” te- c) MekkoraaFold palyajanak 150 millio km hosszu
riilett korcikk sugara és ivhosszusaga? ivéhez tartozd kozépponti szog, és mekkora az
c) Mekkora a kdzépponti szoge és a teriilete egy ivhez tartozo korcikk tertilete?

15 cm sugaru kor 45 cm hosszua ivéhez tartozo
korcikkének?
d) Egy kércikk teriilete 247 cm”, a hozza tartozé

koriv hossza 67 cm. Mekkora a kozépponti
szoge és a sugara?
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18.

A gorog Poszeidoniosz ,megmérte” a Fold keriiletét (az Egyenlitd hosszat), ehhez a jol lathato
Canopus csillagot hasznalta.

Ugy vélte, hogy Rhodosz és Alexandria azonos hossztisagi koron fekszik, és a két telepiilés tavolsagat

az utazok szamitdsai alapjan 5000 stadiumnak vette.

Amikor Rodoszban a horizonton (r) éppen meg lehet pillantani a Canopust, akkor Alexandridban

a csillagot az ottani horizonthoz (a) képest a teljesszog 48-ad részének megfelel szog (@) alatt

lehetett latni. A Canopushoz Rodoszbdl és Alexandridabdl huzott ,,latésugarakat” (r és ¢) a csillag

nagyon nagy tavolsiga miatt pArhuzamosnak tekinthetjiik. (Figyeld az dbrat! Az abran megje-

lené tavolsdgok nem méretaranyosak,

Rh rthodoszi horizont 7 az a is joval nagyobb az abran, mint a

.

A csillag (Canopus) Valosagban.)
o c ® A horizont mindig merdleges a sugdrra,
R . igy ha meghutzzuk az alexandriai horizontegyenessel par-

alexandriai horizont ,
huzamos p egyenest, amely ,,Rodoszon megy at”, akkor a

rhodoszi horizont egyenesének és ennek az utdbbi egye-
o nesnek a szoge szintén « (egyéllasu szogek miatt). Ebbdl
» kovetkezik, hogy az 5000 stadium hossza korivhez tarto-
z6 kozépponti szog is @ (merdSleges szaru hegyesszogek
miatt).
Poszeidéniosz az el8bbi adatokbdl kiszamitotta, hogy hany
stadium a Fold ,kertilete”.
a) Gondold végig, hogyan szamolhatott Poszeidéniosz! Szamitsd ki a Fold ,,keriiletének” (az Egyenlitének) a hosszat
a megadott adatokbol!
b) A kor keriiletének ma ismert képletébdl szamitsd ki, hany stadiumnak mérhette Poszeidoniosz a Fold sugarat!
c) A kapott eredmény alapjan szamitsd ki, mennyit tévedett az 6kori tudds, (add meg szazalékban is)! (1 stadium
kortilbelil 157,5 m.)
d) Mi lehetett az oka annak, hogy Poszeiddniosz szamitasa ennyire eltért a ma mar kozismert értékekt6l?

Megjegyzés
Néhany évvel ezel6tt — német kozépiskolasok kezdeményezésére — megismételték a mérést. A svéjci és német didkok
egyiittmiikodése alapjan elkésziilt eredmény valamivel tobb mint 5% eltérést mutatott.)

Egy ut egyik szakasza két téglalap alaku részbdl, és egy korgyt-
rli egy darabjabdl 4ll. (1d dbra).

Bizonyitsd be, hogy az alakzat teriilete kiszamithaté gy is,
hogy a kozépvonal hosszat megszorozzuk a sav szélességével!

R

kozépvonal

sav szélessége

lecke | KOZEPPONTI SZ0G, KORIV, KORCIKK
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19 GYAKORLAS

2rra
360

jobb oldalan szerepld két tortben tobb kozos tényez6t latunk. Ha az elsé tortet meg-

Az ivhosszat megado i =

2
és a korcikk teriiletét megado t = =X képletek

360

szorozzuk r-rel és elosztjuk 2-vel, éppen megkapjuk a méasodikat.

ir

Ez azt jelenti, hogy t = 5

, ami nagyon hasonlit a haromszog tertiletképletéhez.

“
1
Q
3
-
I
NI

Ha példdul tudjuk, hogy egy 24 cm’ teriiletti kércikk egy 6 cm sugarti kérben van,

akkor ebbdl fejben is kiszamithatjuk, hogy a hozza tartozé ivhossz 8 cm.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Mekkora kozépponti szog tarto- 61 mm
zik egy 16 mm sugart korben a
61 mm hosszt kérivhez? Mekko-
ra az ugyanehhez a kozépponti
sz0ghoz tartozo korcikk teriilete?

FELADAT

58

1 = Egy 54 cm sugard korlemezt a kor négy sugara
olyan korcikkekre bont, amelyek teriiletének ara-
nya
a) 5:8:1:4;

b) 2:3:4:5.
Mekkora kozépponti szogek, mekkora korivek,
mekkora korcikkek keletkeztek?

2 = Korilbeliil mekkora a Quito (Ecuador) és Macapa
(Brazilia) kozti reptl6éut hossza? Mindkét varos
az Egyenlit6 kozelében fekszik, Quito a 78,5°-o0s,
Macapa pedig az 51,1°-os nyugati hosszisagi ko-
ron.

Megoldds

Ha a kozépponti szog a°-os és a korcikk teriiletét -vel je-
16]jiik, akkor az ivhosszusag képlete szerint

lémra : 180 =61, a=61-180:(167) = 218,

vagyis ez a kozépponti szog kozelitSleg 218°-os.

761;6 = 488 (mm?).

A korcikk tertilete: t = % =

GEOMETRIAlI MERESEK, SZAMITASOK



3 5 Korcikk alakt ponyvabdl satrat formazunk.

3m3m

a) Mekkora koriv tartozik a ponyvahoz?
b) Mekkora sugaru lesz a sator alaplapja?

¢) Milyen magas lesz a sator?

HAZI FELADAT

1 s Folytasd az érai 3. feladatot! Satrat készitiink kor-
cikk alaku ponyvabol, a korcikk sugara 3 m. Mi-
lyen magas satrak keletkeznének, ha a kércikk ala-
kua ponyvak kozépponti szoge nem 120°-o0s, hanem
a) 60°-os, c) 180°-os, e) 330°-os
b) 90°-os, d) 240°-os,
lenne? Melyik sator lenne jo kutyadlnak, raktar-
nak, szallashelynek?

19. lecke | GYAKORLAS

4 5 A csokis jégkrémet olyan forgaskup alaku tolcsér-

ben aruljak, amelynek alkotdja 12 cm, alapkorének
sugara 3 cm hosszu.

a) Mekkora a kippalast teriilete?

b) Hany m’ teriiletti alufélia kell
500 db tolcsérhez, ha egy-egy
fagyi becsomagoldsdhoz a
palast teriileténél 35%-kal
tobb foliat hasznalnak?

Utmutatds
12 cm 12 cm
12 cm 12cm =

2.3.7 cm

5 s Egy ladiké keresztmetszetének vazlata lathato az

abran, el6szor nyitva, utdna csukva. A fels6 vo-
nal egy 120°0s kozépponti szoghoz tartozd koriv.
A kor sugara 15 cm.

6 o

a) Mekkora az abrdn a kék rész teriilete (mely a
lada tetejéhez tartozik)?
b) Mekkora a kék rész keriilete?

A fagyitolcsér teljes beburkolasdhoz sziikséges f6-

Y

lia két részbdl tehetd Ossze: egy 17 cm sugard, 67°
kozépponti  szogli  korcikk,

és egy 1,7 cm széles, 17 cm \,\1;me

hosszu téglalap alakd rész.

Szamitsd ki, hogy

10 000 db fagyi gyér-

tésahoz hdny m’ félia

szlikséges!
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Keriileti szogek

Definicio <
Az olyan konvex sziget, amelynek a csticsa egy korvonalon van, a szarai pedig tartalmazzak A
e kor egy-egy hurjat, erre a korre nézve keriileti szognek nevezziik.

A Kkertileti szog a szoban forg6 koérnek arra az ivére tdmaszkodik, amely a szogtartoméanyara

illeszkedik. o
Egy korben egy ivre egy kozépponti szog és végtelen sok keriileti szog tamaszkodik. B 0 A

Tétel (a kozépponti és keriileti szogek tétele)
A kozépponti szog kétszer akkora, mint a vele azonos ivre tamaszkodo6 barmelyik keriileti szog.

Bizonyitds

Egy kor kozéppontja haromféleképpen helyezkedhet el az AB ivre tdmaszkodd keriileti szogekhez viszonyitva:
A) illeszkedik a keriileti szog egyik szdrdra;

B) e szogtartomany bels6 pontja;

C) a korlemeznek a szogtartomanyon kiviili részére illeszkedik.

E harom esetre kiilon-kiilon bizonyitjuk be a tételt.

D
A) eset: B) eset: C) eset:
Az AOCA egyenl§ szaru, ezért Az A) eset szerint az AD ivre nézve: Az A) eset szerint az AD ivre nézve:
CAO « =a. B, =2a, ésaBD ivre nézve: 5, = 2a,. B, =2a, és a BD ivre nézve:
A p kozépponti sz6g az AOCA-nek  Tehat f =p, + [, =2a, +2a,, B+B,=2+a)=2a+2a,.
kiilsé szoge, ezért 5 a nem mellette B =2, +a,)=2a. Tehét S + 5, =2a + B,, azaz § = 2a.

fekvo két bels6 sz0g Osszegével egyenl6:
f=a+ CAO < =a +a.
Tehat S =2a.

Az 4llitast mindhdrom esetre bizonyitottuk, tehat igaz a kdzépponti és keriileti szogek tétele.

Erintd szaru keriileti szogek

Definicio

Ha egy konvex szog csticsa egy korvonalon van, az egyik szara illeszkedik e kor egy hurja-
ra, masik szara pedig e kor egy érintdjére, akkor ezt érintd szdrii keriileti szognek nevezziik.
Az érint6 szaru kertileti szog a szoban forgd kornek arra az ivére tdmaszkodik (az abran a pi-
rossal jelolt AB iv), amely a szogtartomanyara illeszkedik. Egy korben egy ivre két érint6 szara

kertileti sz6g tamaszkodik (az abran a masik keriileti sz6g csticsa a B pont).

GEOMETRIAI MERESEK, SZAMITASOK



I. Tétel
Minden érinto szaru keriileti szog egyenlo a vele azonos ivre tamaszkodo keriileti szogekkel.

Bizonyitds

N CANATT

SEN

B
(0]
A AA
N
A) Ha az érintd szaru kertileti szog B) Az ACB < és az @ merdleges sz4- C) A B) eset alapjan:
egy félkorre timaszkodik: ri hegyesszogek, ezért egyenlék (az ~ 360° — 5 =2(180° — @) = 360° — 2a,
180°=2-90°. A csucsndl az érint6 tulajdonséga, a vagyis B = 2a.

B csucsnal a Thalész-tétel miatt van
derékszog).
Tehat S =2- ACB < =2a.

Az el6z6 tétel értelmében igy az érintd szaru és a tobbi keriileti sz6g egyenl6.

II. Tétel (a keriileti szogek tétele)
Egy korben vagy egyenld sugaru korokben az egyenld ivre tamaszkodo keriileti szogek egyenlok.
Igaz ennek a tételnek a megforditdsa is: egy korben az egyenlé keriileti szogekhez tartozoé korivek egyenlé hosszuak.

III. Legyen adott a sikon az AB szakasz és a konvex « szog. Keressiik a sik azon pontjainak halmazat, amelyekb6l az AB
szakasz @ szogben latszik.

Tétel

A keresett ponthalmaz két olyan egybevagé koriv pontjainak halmaza, amelyeknek A és B
a végpontjai, és amelyek az AB egyenesére nézve egymas titkorképei. A ponthalmazhoz az
A és a B pont nem tartozik hozza.

Az igy keletkezett ponthalmazt az adott szakaszhoz és az adott sz6gh6z tartozd latékorivnek is
nevezziik (az abrdn narancssargaval rajzolt ivek).
Az AB szakasz a ,,]atokoriven” beliili pontokbél nagyobb, a rajta kiviili pontokbdl kisebb szog-

ben latszik, mint a latokériv pontjaibol.

FELADAT

1 > Vegyél fel egy derékszogii haromszoget, melynek be- — Vegyél fel egy kort és benne egy, a korbe irt ABC
fogdi 8 cm és 10 cm hossztiak. Szerkeszd meg a ha- héromszoget!
romszog belsejében azt a pontot, amelybsl mindkeét - Szerkeszd meg az ABC haromszog beirhaté koré-
befogd 120°-o0s szogben latszik! nek K kézéppontjat!
- Futtasd a C pontot az AB koriven! (Azon az iven,
2 > Egy hegyesszogli hdromszog szogei legyenek @, f és amelyen eredetileg is volt a C pont.)
7. A haromszog koriilirt kéréhez htizz érintéket a ha- - Milyen mértani helyet fut be a beirhat6 kor K ko-
romszog csucsaiban! Mekkorak a keletkezett harom- zéppontja?
szogek szogei? - Bizonyitsd be az allitasodat!

3 = Geogebra program segitségével vizsgald a kovetkezd @ Az dbrdzolds megoldhat6 a GeoGebra program
feladatot: segitségével is.
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FELADAT

62

1 5 A mindennapok sordn gyakorta el6fordulé tech-

nikai feladat egy papirlap egyenletes mozgata-
sa (példaul szamitégéphez csatlakozé nyom-
tatok, pénztargépek nyomtatéegységei, irdgé-
pek). A mechanikus megoldasok igen egyszert
alapelven mitikodnek: a papirtovabbitast forg6 hen-
ger (hengerek) segitségével oldjak meg. A papir-
laphoz tapadé henger

forgasa  kozben
mozgasba hoz-
za (,tolja”) a

papirlapot.

forgastengely
(rogzitett)

papirlap

Ha a papirlap nem csuszik meg, akkor az EE, iv
hossza egyenlé az EE, szakasz hosszdval (el6z6
abra). A nyomtatékban a henger forgasat elektro-
nika szabalyozza.

Egy nyomtatdban a papirtovabbit6 henger atmérd-
je 15,6 mm. A papiron 10 kinyomtatott sor és 10
sorkoz egyiitt 49 mm.

a) Hany fokos szogelfordulasra ad parancsot az
elektronika, ha egy sor kinyomtatdsanak be-
fejezése utdn a kovetkezd sor nyomtatasat kell
megkezdeni?

Y

KORIVEK, KORCIKKEK
A MINDENNAPOKBAN

b) Az A/4-es papirlap hossza 297 mm. Hany fokot

fordul el a papirtovabbité henger, amig a teljes
lapot tovabbitja? Hany teljes fordulatot tett meg?

c) Az els6 sor nyomtatasanak megkezdésétdl sza-
mitva hanyadik sor legépelésekor lesz a papir-
tovabbité henger elforduldsa 6sszesen 540°?

d) Egy masik nyomtatdban a papirtovabbit6 hen-
ger atmérdje 20,4 mm. Hany mm-rel tolta elére
ez a henger a papirt, amig 154°-ot fordult el?

(A fent leirt elv alapjan miikodnek még a szallito-

szalagok és a mozgo6lépcsdk is. Ezeknél a tovabbitd

henger allandd, egyenletes forgasa a kovetelmény.)

Majd 100 éves paradicsompasszirozé lathatd a
fényképen. Ennek a tartalyat 24 cm széles, téglalap
alakd, lyukacsos fémlapbdl hajlitottdk ugy, hogy
végiil hengerfeliiletet formazzon.

a) Koriilbeliil hany centiméter hosszusagu téglalap-
ra volt sziikség az abran megadott méretli passzi-
rozd szerkezet fémtestének kialakitasahoz?

b) Mekkora teriiletli a passzirozonak a korszelet
alakd oldalfala? (Ha egy korlemezt egy egye-
nessel két részre vagunk, a részeket korszeletek-
nek nevezzuk.)

GEOMETRIAlI MERESEK, SZAMITASOK



3 = A Fold Nap koriili keringésének palydjat kozelitsiik a) Hany szdzalék hulladék keletkezik, ha kivagja a

egy olyan 150 millié km sugaru korrel, amelynek mintat az anyagbol?
kozéppontjaban a Nap 4ll! b) Hajni be akarja szegni ezt a darabot. Hany cm-t
a) Mekkora kozépponti szog tartozik ahhoz az iv- kell beszegnie?

hez, amelyet egy ora alatt befut a F6ld?
b) Mekkora ivet fut be egy 6ra alatt a Fold?
¢) Hény négyzetkilométer az egy 6ra alatt befutott

ivhez tartozé korcikk teriilete?

S
Y

Hajni egy 60 cm x 60 cm-es, négyzet alaku szovet-
darabra szabdsmintarészletet tervezett. A mintat

egyenes szakaszokbol és 3 korivb6l szerkesztette.

/21;0

60 cm

60 cm

HAZI FELADAT

1 = Egy hid egyik vége rogzitve van, masik vége két 3

Egy 250 cm” teriiletti korlapbdl az dbra szerint ki-

Y

egyenl6 sugart hengeren nyugszik. A hémérsék- vagtuk az ABCD négyszoget.
let valtozasakor a hid hossza valtozik. Hany fokos
szoggel fordulnak el a 12,4 cm atmérdju gorgok, ha
a hid hossza hétagulds miatt 8 cm-rel megné?

(rogzitési hely)

oo

2 5 A Hold pilyajat kozelitsiik egy Fold kozépponta,
384 ezer km sugart korrel! A Hold keringési ide-

je 27,3 nap. a) Mekkora a négyszog teriilete?
a) Mekkora kozépponti szdg tartozik ahhoz az fv- b) Hany szdzalék hulladék keletkezett?
hez, amelyet egy ora alatt befut a Hold? c) Igazold, hogy az ABCD négyszog trapéz!

b) Mekkora ivet fut be egy 6ra alatt a Hold?
c) Hany négyzetkilométer az egy 6ra alatt befutott

ivhez tartozd korcikk teriilete?
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A harnégyszogek
Definicio
Azt a négyszoget, amelyhez talalhatéo mind a négy csucsara illeszkedd kor, hiirnégyszignek
nevezziik.
Megjegyzés: a hurnégyszog oldalfelez6 merdlegesei egy pontra illeszkednek, ez a kozos pont
a hurnégyszog koriilirt kérének kozéppontja.

Példdaul

a specialis négyszogek koziil hurnégyszog

- minden olyan tengelyesen szimmetrikus trapéz, amelynek
szimmetriatengelye az alapokra merdleges, koztiik a tégla-

lapok is,
- minden derékszogt deltoid.

Tétel (a hurnégyszogek tétele)
Egy négyszog akkor és csakis akkor hirnégyszog, ha két-két szemkozti szogének az 6sszege 180°.

Bizonyitds
E tétel egy sziikséges és elégséges feltétel, ezért két llitast tartalmaz, ezek egymas megforditasai.

1. allitas

A hirnégyszog két szemkozti szogének az 6sszege 180°.

Az abra jeloléseivel: 2a + 25 = 360°, ezért a kozépponti és keriileti szogek Osszefiiggése miatt
a+ [ =180°

2. allitas
Ha egy siknégyszog két szemkozti szogének az osszege 180°,

akkor ez hurnégyszog.

A feltétel miatt a négyszog konvex. Legyen az ABCD négyszog
esetében [ + 0 = 180°, vagyis 0 = 180° — /5. Azt kell bebizonyita-
nunk, hogy D illeszkedik az ABC haromszog koré irt korre.

D nem lehet a kéron beliil sem és a koron kiviili sikrészben sem,
mert mindkét esetben olyan haromszog keletkezne (az abrakon a
CDPA, illetve az ADPA\), amelynek egy kiilsd szdge (az 1. allitas
kovetkeztében) egyenld lenne az egyik nem mellette fekvo belsd szo-

gével. Ilyen haromsz6g nincs, tehat D a koron van.
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Az érinténégyszogek

Definicio
Azt a négyszoget, amelyhez talalhato mind a négy oldalat érinté kor, érinténégyszignek ne-
vezziik.

Megjegyzés
Az érinténégyszog olyan konvex négyszog, amelynek belsé szogfelez6i egy pontra illeszkednek.
A szogfelez6k kozos pontja a négyszog beirt korének kézéppontja.

P
Példdul
a specidlis négyszogek koziil érinténégysz6g minden konvex deltoid (koz-
tiik a rombuszok is), de talalhaté érinténégyszog a trapézok kozott is.

Tétel (az érint6négyszogek tétele)
Egy konvex siknégyszog akkor és csakis akkor érinténégyszog, ha két-két szemkozti oldalanak az Gsszege egyenld.

E tétel két allitast tartalmaz, ezek egymas megforditdsai.
1. allitas: Ha egy négyszog érintdnégyszog, akkor két-két szemkozti oldalanak az dsszege egyenlo.
2. allitas: Ha egy konvex siknégyszog két-két szemkozti oldalanak az 6sszege egyenlo, akkor ez érintonégyszog.

C Bizonyitsuk be az 1. dllitdst!
hIMg Felhasznaljuk azt a tételt, hogy korhoz kiilsé pontbol huzott érintdszakaszok hossza egyenlé.
f

\

n &
Q/’
e i
A

e

E tételnek megfelel6en az dbran az A-bdl, a B-bél, a C-bdl, illetve a D-bél indulé érintdszakaszok
hosszat e-vel, f-fel, g-vel, illetve h-val jeloltiik.
B Azdbrardl leolvashatd, hogy az AB és a CD oldal hosszanak az 6sszege: (e + f) + (g + h), a BC és

az AD oldal hosszanak az Gsszege: (f + g) + (h + e), vagyis igaz a vizsgalt allitas.

Bizonyitsuk be a 2. dllitdst!

Az ABCD konvex négyszogben legyen (az abra szerint) a + ¢ = b + d. Két eset van.

Elsé eset: a = d. Ekkor a + ¢ = b + d miatt b = c is igaz, tehat a négyszog egy konvex

deltoid. A konvex deltoidnak van beirt kore, tehat az allitds ebben az esetben igaz.

Masodik eset: a # d; legyen pl. az dbra szerint a > d. Ekkor ¢ < b is igaz, ellenkez6 D c
esetben ugyanis nem teljesiilhetne, hogya + c=b +d.

Ha a d és a c hosszisagu szakaszt az dbra szerint felmérjiik az AB, illetve a BC oldalra, b
és a kapott pontokat egymadssal meg a D ponttal 6sszekotjiikk. Az ABCD négyszog d

konvex, ezért ezt most négy haromszogre bontottuk. Koziilitk a harom ,.kiilsé” egyen-

16 szdri, hiszen a + ¢ = b + d miatt a — d = b — c is igaz. A ,bels6” haromszoget a A B
hérom egyenl6 szard haromszognek az alapjai hataroljak.

Rajzoljuk meg a harom egyenld szart haromszog szimmetriatengelyét! Ezek a ,,bels6”
haromszog oldalfelezé merdlegesei, ezért egy pontban metszik egymdst. Ez a hdrom
egyenes azonban egyuttal az adott négyszog egy-egy szogfelezdje is, tehat az ABCD
négyszog harom szogfelezéje egy pontban metszi egymast. A szogfelez6k tulajdon-
sdga miatt ez a kozos pont egyenld tavol van a négyszog négy oldalatol. E pont koriil
tehat lehet olyan kort irni, amely a négyszog oldalait érinti. A vizsgalt allitas tehat

ebben az esetben is igaz, a bizonyitast befejeztiik.
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1 = Egy 7 cm oldalt szabélyos haromszog minden ol-

dalat osszuk 2:5 aranyban két részre az abra sze-
rint.

A P B

Kosd 6ssze az osztopontokat!

a) Igazold, hogy az abran keletkezik harom egybe-
vagd haromszog! Melyik egybevagosagi alap-
esetet lehet alkalmazni?

b) Igazold, hogy PQR hiaromszog szabalyos!

2 5 Az ABCD téglalapnak meghuztuk az AC atlojat.

A masik két csticsbol merdlegest allitottunk az AC
atlora. Igy az 4tl6t hdrom részre vagtuk, ezek a ré-
szek 2 cm, 3 cm és 2 cm hosszaak.

a) Készits dbrat!

b) Milyen messze van B cstics az AC atl6tol?

c) Mekkorak a téglalap oldalai?

3 5 Az ABszakasz hossza 10 cm. A szakaszt a P pontja

ugy vagja ketté, hogy AP hossza 2 cm.

a) Elkészitjiik azt a derékszogli haromszoget,
melynek atfogoja AB, és magassaga az AP és PB
szakaszok szamtani kozepe. Mekkorak a befo-
gok?

b) Elkészitjik azt a derékszogli haromszoget,
melynek atfogéja AB, és magassaga az AP és PB
szakaszok mértani kozepe. Mekkorak a befo-
gok?

c) Szemléltesd egy kozos dbran ezt a két harom-
szoget!

45>

o
)

Hasznalj foldgombot!
A Foldon a Baktérit6 sugara koriilbeliil 5860 km.
Korilbelil mekkora utat tesz meg az az dcednja-

ré az Atlanti-6cednon, amely Rio de Janeir6bdl
indulva a Baktérit6 mentén haladva eljut Nami-
bidba? (Rio de Janeiro a 42°-o0s nyugati hosszu-
sagi kor kozelében fekszik,

a Baktéritd a namibiai
partot a 14°-os keleti
hossztsagi kor ko-
zelében éri el.)

Egy kert alakja szimmetrikus trapéz. Ennek rovi-
debbik alapja és a szdrai is 32 m hossztak, hosszab-
bik alapja 36 m. A kertnek mind a négy sarkdba
elhelyeziink egy-egy locsold berendezést, amely
16 m sugaru korcikk locsolasara képes.
a) A kert hany szazalékat tudjuk igy meglocsolni?
b) Sajnos az a két locsold, amelyik a hosszabbik
alapra illeszkedd sarkokon van, meghibasodik.
Ekkor mekkora tertiletet tudunk 6ntézni a mé-
sik két locsoloval?

(a trapéz hosszabbik alapon fekvé szogei koril-
beliil 86,5°-0sak.)

GEOMETRIAlI MERESEK, SZAMITASOK
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1 s Egy 9 cm hosszii AB szakasznak a harmadolé pont-

jai legyenek C és D. Allitsunk merdlegest C-ben és
D-ben a szakaszra, és mérjiik fel ugyanazt a tavolsa-
got a merdlegesre, de a szakasz kiilonboz6 oldalan.

12

F

a) Mekkora tavolsagot mérjiink fel, hogy a kapott
E, F pontok és a szakasz végpontjai egy téglala-
pot hatdrozzanak meg?

b) Mekkorak a téglalap oldalai?

RAADAS

1 s Részlet a dartsjaték szabalyzatabdl (a darts angol eredetti jaték és sport, melynek

soran apré nyilakat dobnak egy kor alaku céltabla kiilonbozé pontértéki
szektoraira): ,,A dartstabla méretei a kovetkezOk legyenek: a dupla és a trip-
la gytirtik szélességének mérete 8 mm, a 25 pontot éré kiilsé Bull nevti gytirt
atméréje 31,8 mm, az 50 pontot érd korlap, a Bull 4tméréje 12,7 mm. A dupla
gytrd kiilsé széle a kozéppontig 170 mm. A tripla gytirt kiilsé széle a kozép-

pontig 107 mm ...”

a) Hany mm’ a ,Bull’s eye” (réviden: ,,Bull”), illetve a ,kiilsé Bull” teriilete?

(»Bull's eye” angolul ,,bikaszemet” jelent.)
b) Hény mm”’ az egyes korcikkek teriilete?

2

Egy 84 cm atmérdjli hengerre tekeriink fel egy ko-
telet, amin egy vodor log. (A henger a tengelyénél
van rogzitve.)
a) Mennyivel emeltiik fel a vodrot,

ha a henger 210°-ot fordult el

kozben?
b) Mekkora szoggel kell elfordita-

ni a hengert, hogy a vodor két  |¢

N
-

méterrel emelkedjen foljebb? J

Egy korcikkbdl kup alaku siiveget hajtunk. Az elké-

szilt kup alapkorének keriilete 46 cm, magassaga

36 cm.

a) Mekkora sugart korbél szarmazik a korcikk?

b) Mekkora kozépponti szog tartozik a korcikkhez?

c) A siiveget csillampapirral boritjuk. Hany cm’
csillampapir kell a boritashoz, ha a veszteségek
miatt 15% kal tobb anyagot szdmolunk, mint a
kup palastjanak a teriilete?

dupla szektor ¢

7 tripla szektor
//775

61
szimpla szektor

c) Hény mm’ egy dupla szektor, illetve egy tripla szektor teriilete?

d) Hany mm® a szimpla szektor teriilete a dartstdblan?

e) Ird fel a teljes dartstabla teriiletének felosztasat a kévetkezd médon, minden teriiletet mm?-ben mérve!

+T

dupla szektorok

TBull + Tkﬁ156 Bull + T, +T

szimpla szektorok

tripla szektorok

Szamitsd ki, hogy az egyes teriiletek mekkora részei a dartstabla teriiletének!

Egy elektromosan toltott részecske egyenes vonalt palyan halad. A részecskét magne-
ses mez6n vezetik at, ahol egy 8 cm sugart koriven halad tovabb. A megfeleld pillanat-
ban a magneses mez6t megsziintetik, igy a részecske ismét egyenes vonald palyara tér
(4bra). Igy végiil a részecske az eredeti haladasi irdny4tdl 53°-os szogben tériil el.

a) Mutasd meg, hogy @ = 53°!

b) Szamitsd ki, mekkora a toltott részecske magneses mez8ben megtett utjanak hossza!
c) Szamitsd ki a 8 cm sugart kor 53°-os kozépponti szogti korcikkének teriiletét!

21. lecke | ISMETLES
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22 TUDASPROBA

TUDASPROBA 1I.

1s

Egy negyedkr teriilete 36,1 cm’. Mekkora koriv tarto-
zik ebben a korben egy 117°-0s kozépponti sz6ghoz?

Az abran megadott haromszog-
nek mindegyik oldala 5 cm-es,
csicsai rajta vannak a négyzet
keriiletén. Bizonyitsd be, hogy
a négyzetbdl levagott 3 harom-

sz0g koziil ketté egybevago, a
harmadik pedig egyenld szaru!

Egy derékszogt deltoid oldalainak hosszusaga 4,5 cm

és 2,4 cm.

a) Mekkora a terilete?

b) Mekkora a hosszabbik at-
16ja?

c) Mekkora a révidebb atldja?

d) Mekkora részekre véagjak

2,4 cm

4,5 cm

egymast az atlok?

Az abran egy fdliasator keresztmetszetének tervét latod.
(A téglalap folotti iv egy teljes koriv harmada.)

TUDASPROBA II.

68

15

N
)

Egy negyedkor teriilete 36,1 cm’. Mekkora kézép-
ponti szog tartozik ebben a korben egy 7 cm-es kor-
ivhez?

Egyenlé szard haromszoget helyez-

tiink a négyzetre. Bizonyitsd be, hogy a
haromszog ,,fels¢” csticsa egyenld tavol

van a négyzet két ,,als¢” csticsatol!

Egy derékszogli hiromszdg magassiga az atfogot
6 cm-es és 24 cm-es részekre osztja.

24 cm

Y

Y

4m

Elég-e az el6lap lefedésére a 4 méter széles f6lidbdl
2,2 méter?

Egy szij attétel vazlatat lathatod az abran.

A korok kézéppontjainak tavolsaga: AB = 39 cm.
A nagyobbik kor sugara: AF = 16 cm.

A kisebbik kor sugara: BI = 6 cm.

a) Milyen hosszuak a szij ives darabjai?

b) Milyen hosszuak a szij egyenes darabjai?

c) Milyen hosszu a szij?

a) Mekkora ez a magassag?

b) Mekkorak a nagy haromszog befog6i?

c) Hogy aranylik egymashoz a harom derékszogl
haromszog teriilete?

Az dbran egy foliasator keresztmetszetének tervét la-
tod. (A téglalap folotti iv egy teljes koriv harmada.)
A foliasdtor 6 méter
hossz lesz. Leboritha-
té-e a sator 6 méternyi
8 méter széles foliaval?

GEOMETRIAlI MERESEK, SZAMITASOK



5 s Egy szij attétel vazlatat lathatod az abran.
A korok kozéppontjainak tavolsaga: AB = 38 cm.
A nagyobbik kor sugara: AF = 18 cm.
A kisebbik kor sugara: BI =5 cm.
a) Milyen hossztiak a szij ives darabjai?
b) Milyen hosszuak a szij egyenes darabjai?
c) Milyen hosszu a szij?

EMELT SZINT

FELADAT

Melyik oldalpaholybdl lehet legnagyobb szogben latni az
abran megadott (téglalap alapt) moziteremben a 16 m szé-
les vetitévasznat?

D oldalpaholyok c
L
16 20
K
A oldalpéholyok B
Megoldds

A 16 méteres vetitévaszonhoz (KL) mint hirhoz azt a legki-
sebb kort kell megkeresniink, amelynek van pontja a terem
AB (és CD) oldalan. E kor atmérdje 20 m, a keresett paholy
és az AD oldal tavolsagat az OFK haromszogbdl a Pitago-
rasz-tétellel kapjuk meg: x = v'10> — 8> = 6, vagyis az AB
oldalon a legjobb paholy (P,) 6 m-nyire van az A ponttél,
illetve a CD oldalon (P,) a D ponttdl.

o
o
o
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Ha a piros k kor helyett a nala kisebb sugart k,-et vennénk
(4bra), akkor a rajta 1év4 ,,paholyok” nem érnék el a falat.
Ha pedig nagyobb lenne a kor (k,), akkor a CD paholy-
sorral valé metszéspontjaibdl (pl. H-bdl) kisebb szogben
latszana a mozivaszon, mint P,-b6l (az LPH haromszognek
kiils6 szoge @, igy 8 < ).
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Egy haromszog csucsai legyenek A, B és C. Rajzold
meg az A cstcsbdl a belsd szogfelez6t. Ennek a BC
oldallal val6 metszéspontja legyen M. M-nek az AB
oldalegyenesre es6 meréleges vetiilete legyen P, az
AC oldalegyenesre esé merdleges vetiilete legyen Q.
a) Készits abrat!
b) Bizonyitsd be, hogy AMP haromszog egybevagd
az AMQ haromszoggel! A haromszogek egybeva-
gosaganak melyik alapesetét lehet alkalmazni?

Az ABCD paralelogramma két szemkozti csticsan
hazzunk két, egymassal parhuzamos egyenest, az
abra szerint. Bizonyitsd be, hogy az AED haromszog
egybevagd a BCF haromszoggel!

D E

A F B

a) A haromszogek egybevagdsaganak melyik alap-
esetét lehet alkalmazni?

b) Melyik egybevagosagi transzformacid viszi egy-
masba a két haromszoget?

Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja harom-
szor akkora, mint a révidebbik alapja. Megrajzoltuk a
trapéz kozépvonalat, ennek a szarakkal valo metszés-
pontjai T és Q, a TQ szakasz felez6pontja pedig K. (I1d
abra) Bizonyitsd be, hogy az ABT haromszog egybe-
vago a DQK haromszoggel! A haromszogek egybeva-

gosaganak melyik alapesetét lehet alkalmazni?
B A

C D

Egy szabalyos nyolcszognek behdztuk néhany atléjat.
a) Bizonyitsd be, hogy az ABD haromszog egybeva-
g6 az ATD haromszoggel!

nJ
Y

b) Igazold, hogy az ATH haromszog és a TDF ha-
romszog egyenldszaru!

Egy derékszogli haromszog atfogdjat az atfogohoz
tartozé magassag 3 cm és 7 cm hosszu részekre vagja.
a Mekkora az 4tfogéhoz tartozé magassag?

b) Mekkorak a befogok?

Egy derékszogt haromszogben az egyik befogd 3 cm,

ennek a befogonak az atfogora eso6 vetiilete 2 cm.

a) Mekkora az atfogohoz tartoz6é magassag?

b) Mekkora a masik befogd atfogéra esé meréleges
vetiilete?

¢) Mekkora a haromszog tobbi oldala?

Egy téglalap egyik atldjara merdlegest bocsajtunk a
masik atlé két végpontjabdl. Ezek talppontjai az atlot
3 cm, 2 cm, 3 cm hosszu darabokra osztjak.

a) Készits abrat!

b) Milyen messze van az atlé a masik két csucstol?
c) Mekkordk a téglalap oldalai?

Az abran egy korbe irhaté deltoidot lathatsz. Az atlok
metszéspontja 4 cm, illetve 7 cm messze van a deltoid
egy-egy csucsatol.

N

£l
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Milyen messze van az atlok metszéspontja a ma-
sik két csticstol? (Hany eset lehetséges?)
Mekkorak a deltoid oldalai?

Mekkora a deltoid teriilete?

Egy derékszogli haromszog egyik befogdja harom-
szorosa a masik befogénak. Milyen aranyban osztja
ketté az atfogdt a hozza tartozé magassig?

Szerkeszd meg a v/ 11 hosszusagu szakaszt az egység
hosszu szakasz ismeretében!

Adott egy hosszabb és egy rovidebb szakasz. A hosz-
szabb szakaszrdl tudjuk, hogy a és b szakaszok szam-
tani kozepe. A rovidebb szakaszrél tudjuk, hogy a és
b szakaszok mértani kozepe. Szerkeszd meg a és b
szakaszokat!

Egy kor sugara 12 cm.
Milyen hosszt a 42°-o0s kdzépponti szoghoz tar-
toz6 koriv?
Mekkora a 72°-o0s kozépponti szoghoz tartozd
korcikk teriilete?

Egy 8 cm sugaru korvonalat 1:2: 3 : 4 aranyban négy
részre osztjuk.
Mekkora kozépponti szogek tartoznak az egyes
ivekhez?
Milyen hossztak az egyes korivek?
Készits abrat!

A 32 cm atmér6jl pizzabdl mekkora teriilet az a sze-
let, amelyhez 100°-o0s kdzépponti szog tartozik?

Egy kor alaku szerencsekerék sugara 36 cm. A korlap
17 korcikkre van felosztva. Felvaltva 23°-o0s és 20°-o0s
korcikkek kovetik egymast négyszer, a 23°-os korcik-
kek ,,Nem nyert”, a 20°-os korcikkek ,,Nyert” felirat-
tal. Az utolso, kilencedik korcikk felirata: ,,Porgess
ujral”

Készits dbrat!

Mekkora az egyes korcikkek teriilete?

Mennyi az esélye, hogy az elsé porgetés utan nyer

valaki?

Az Ugandai f6varos, Kampala az egyenlit6 kozelébe
esik, koriilbelil a 29,7°-0s keleti hosszusagi korre.
Ugyancsak az egyenlit6 kozelében fekszik a Kongoi

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Demokratikus Koztarsasag Butembo varosa, a 17,8°-
os keleti hosszusagi koron. Légvonalban mekkora a
tavolsaguk? (a Fold sugara 6370 km)

Egy 25 cm sugart korlapbdl kivagunk egy 205°-os
kozéppontu szogli korcikket. Ebbdl a korcikkbol
kuppaléstot hajtunk.

Mekkora a korcikk kertilete?

Mekkora a keletkez6 kap alapkorének kertilete és

sugara?

Mekkora a kiip magassaga?

Egy kup alak jatszé sator 1,75 m magas. Az alapko-
rének a sugara 65 cm.
Mekkora sugara korbél szarmazik az a korcikk,
amelybdl a palastjat hajtottak?
Mekkora ennek a korcikknek a kozépponti szoge?
Mennyi vaszon kell a palast elkészitéséhez?
Ha 30% rahagyassal szamolunk, akkor az 1,40 m
széles anyagbdl hany méternyit kell venniink a
palasthoz?

Egy kertkapu formajat ugy
alakitottak ki, hogy egy
négyzet alakra egy 60°-os
kozépponti szogli korivet
illesztettek. A négyzet olda-

lai 1,4 m hosszaak. v

Milyen magas a kert-

kapu?
Mekkora a kertkapu (bels6) feliilete?

Egy szij attételt latsz az dbran.

A korok kozéppontjaiban vannak a tengelyek, ezek
tavolsdga 68 cm.

A nagyobbik kor sugara 28 cm, a kisebbik kor sugara
12 cm.

A hajtoszijak keresztbe mennek, igy megforditjak a
forgas iranyét. Kozépen a hajtdszijak (és a kozos érin-
t6k) szoge 72°. Milyen hosszu a szij?
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FUGGVENYEK EGY-EGY KONKRET
23 PROBLEMAHOZ

CSOPORTMUNKA

1 5 Egy rendezvényen egymashoz kapcsolhato, egyforma kordon-elemekkel kerite-
nek el egy téglalap alaku részt. 20 kordon kerités elemiik van, egyenként 2,3 m
szélesek.

a) Mekkora lehet az elkeritett rész teriilete, ha minden oldalat kerités-elem hata-
rolja? Toltsétek ki a tablazatot! A fiizetbe dolgozzatok!

Szélesség (m) 2,3 4,6 6,9
Hosszusag (m) 20,7
Teriilet (m?) 47,6

Melyik esetben lesz az elkeritett rész teriilete a legnagyobb?
Legyen a szélesség x (m), teriilete T (m®). Hogyan szdmolhat6 ki T, ha ismerjiik x-et?

b) Vegyiik egység hosszuisagnak egy keritéselem hosszat, és teriiletegységnek az egy keritéselem oldali négyzet terii-
letét! Hogyan alakul ekkor a tablazat?

Szélesség 1 2
Hosszusag 9
Tertilet 9

c) Mekkora lehet az elkeritett rész teriilete, ha egyik oldalrdl egy épiilet fala lesz a téglalap oldala, oda nem kell kerités?

Szélesség

Hosszuség

Teriilet

Melyik esetben lesz az elkeritett rész terii-
lete a legnagyobb?

Hogyan szamolhat6 ki a szélességbdl a
teriilet?

Hogyan szamolhat6 ki a hossztisagbol a
tertilet?

MASODFOKU FUGGVENYEK




d) Mekkora lehet az elkeritett rész teriilete, ha egy sarokhoz illesztjiik: két szomszédos oldala egy-egy fal lesz, oda nem

kell kerités?

Szélesség
Hosszusag

Tertilet

Melyik esetben lesz az elkeritett rész teriilete a legnagyobb?
Hogyan szdmolhato ki a szélességbdl a tertilet?
Hogyan szamolhato ki a hossztsagbdl a teriilet?

2 ® A vildgbajnoksag utan egy darabig még j6 aron lehet adni a szurkol6i mezeket, de egy év elmultdval mar nincs rd nagy

kereslet.

Egy boltvezetd ezért ugy dont, hogy ledrazast hirdet. Egy polo ara eddig 4000 Ft volt. De most annyiszor 200 Ft-tal

olcsobban adnd, ahany polot vesz téle a vasarlo. Az alkalmazottjai azonban kozbeszdlnak:
- Ezigy még nem lesz j6, mert ha példaul 15 pdlét vennék, akkor kevesebbet fizetnék, mintha 10 polét.
- Ezisigaz, de leginkabb az a baj ezzel, hogy mindenki ingyen vinné a polokat.

a) Ellendrizzétek, jol szamolt-e az els6 alkalmazott: mennyit fizetnénk 15, és mennyit 10 poléért?

b) Mire gondolhatott a masodik alkalmazott?
c) Készitsetek matematikai modellt a feladathoz:

- Jeloljétek x-szel a vasarolt polok szamat! Mennyi lesz x fiiggvényében az egységar?

- Mennyit fizetnénk?
- Abrazoljitok a fiiggvényt! Az

értelmezési tartomany legyen
a 20-nal kisebb pozitiv egész
szamok halmaza.

d) Hogyan érdemes valtoztatni az
akcion? A boltvezetd azt szeret-
né, hogy ha valaki tobb polot
vesz, akkor kevesebbet fizessen
darabjaért, ugyanakkor mind-
egyikért kapjon legalabb 1500
Ft-ot. Készitsetek javaslatot
(esetleg tobbet is) a learazashoz!
Abrazoljitok ezt is grafikonon!

HAZI FELADAT

1 s Egybolt x darab tjrairhato, akcids ard DVD-lemezt c)
[(x — 3)* + 7] - 100 forintért drul. Legfeljebb 10 le-
mezt vasarolhatunk egyszerre, azaz 0 < x < 10..
(Ha nem véasarolunk, nem fizetiink!)
a) Mennyit kell fizetniink 1, 3, illetve 10 akcids le-
mez megvasarldsa esetén?
b) Hany lemez vasarlasa esetén fizetjiik a legkeve-
sebbet? Bz a ,legjobb vétel”? Ervelj az allitdsod d)

mellett!

23. lecke | FUGGVENYEK EGY-EGY KONKRET PROBLEMAHOZ

3 lemez vasarlasa esetén az egységar
700
3

~ 233 Ft, mig 10 lemez vasarlasa esetén

5600 _ 560 .

10
Hany lemez vasdrlasa esetén lesz a legkisebb a

megvasarolt lemezek egységara? Ez a ,legjobb
vétel™?

Milyen médon lehet sok lemezt megvasarolni a
lehet6 legalacsonyabb egységaron?
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15

Adj meg egy olyan fiiggvényt, melynek
a) értelmezési tartomanya a pozitiv szamok halmaza, képhalmaza a negativ szamok halmaza;
b) értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza, értékkészlete a {—1; —2} halmaz!

a) A szines ponthalmazok koziil melyek fiiggvénygrafikonok, és melyek nem?

B

b) Rajzolj két olyan grafikont, amely nem fiiggvénygrafikon, és két olyat, amelyik fiiggvénygrafikon! Cseréld ki a tar-

saddal a rajzokat, és ellendrizzétek egymas valaszanak helyességét!

Egy olaszorszagi matematikai konferencia résztve- 714\’4 A Uthasznalat (euro)

vOi egy egyetemi varosba utaztak el6adast tartani. |

Autdval mentek, oda és vissza ugyanazon az Gtvo- 710‘,3

nalon. A kézutak ingyenesen hasznélhatdk, az au- }

topalyakon azonban fizetni kell, mégpedig a meg- 77"7

tett uttal egyenesen aranyosan (Olaszorszagban | 3‘ 6

az autopalyak kiilonbozé tizemeltet6k kezében

vannak, a kilométerenként fizetend6 dijak nem , ——
20 100 Megtett ut (km)

egyformak). A grafikon az uthasznélat koltségét
mutatja eurdban, az induldstél a hazaérkezésig.

a) Milyen messze volt a konferencia helyszinét6l az egyetemi varos?

b) Hany kilométert tettek meg autopalyan?

c) Hogyan lathat6 a grafikonrél, hogy dragabb és olcsobb autdpalya-szakaszon is autoztak?
d) Mennyit fizettek Gsszesen a dragabb autdpalyan?

e) Mennyibe keriil 100 km az olcsébb és mennyibe a dragabb autdpalyan?

f) Mennyi athasznalati dijat fizettek 6sszesen az autés kirandulasért?

Add meg azt az els6foku fiiggvényt, amely -1-hez 5-6t, 3-hoz 3-at rendel!
a) Abrazold a fiiggvényt!

b) Mi az értelmezési tartomanya?

c) Mi az értékkészlete?

d) Ird fel a hozzdrendelési szabalyt!

MASODFOKU FUGGVENYEK



| Linedris fliggvények |

konstansfiiggvények els6foka fiiggvények
Y Y + i
————— —o——»Lo—o—> ]
0 x 0, X x
Y y +
——— - —.—L.—'—'—> e
0 X 0 X it x
| egyenes aranyossagok ‘

HAZI FELADAT

15

Alkoss két igaz és két hamis kijelentést a fenti 5.
feladat halmazabrajahoz kapcsolédva! Kezdddje-
nek igy az allitdsok: ,Van olyan .., ,Minden ..,
»Nincs olyan .., ,Nem minden ...”

Megadtunk hat fiiggvényt:

Minden x € R esetén f(x) = 3x;
Minden x € R esetén g(x) =—6;
Minden x € R esetén h(x) = 3x — 2;
Minden x € Z esetén k(x) = 3x;
Di= {2} ésl(x) = 4;

Dy = ;4] és m(x)= 3x— 2.

Valaszoljatok a kérdésekre a fentiekben megadott
£, & h, k, I, m fuggvényekre vonatkozoan!

RAADAS

1  Adott a val6s szimok halmazan értelmezett f(x) = x — 3 fiiggvény.

X —>—==

a)

b)

x—6x+3, x—0,

Ismételjiik at a linedris fiiggvényekrdl
tanultakat a halmazébra alapjan!
Igazak-e az alabbi kijelentések?

- Ha egy linedris fliggvény értelmezé-
si tartomanya a valds szamok hal-
maza, akkor a grafikonja egyenes.

— Ha egy linearis fiiggvény grafikonja
egyenes, akkor az allandé fiiggvény
vagy els6foku fiiggvény.

- Az egyenes aranyossag grafikon-
jat egy origora illeszkedd egyenes
pontjai alkotjak.

- Az x ——2x + 3 els6foku figgvény
grafikonjanak meredeksége —2.

- Van olyan linearis fiiggvény, amelyik
nem elséfoku fuggvény.

Melyek linearis fiiggvények?

Melyek allando fliggvények?

Melyek adnak meg egyenes aranyossagot?
Melyek elséfoku figgvények?

Melyek grafikonja egyenes?

Melyik hozzérendelési szabaly tartozhat allandé
fiiggvényhez, egyenes aranyossaghoz, forditott ara-
nyossaghoz, elséfoku fliggvényhez, linearis fligg-
vényhez a kovetkez6k koziil?

5

X

X

x— 8,

x—>4x*—2, x—3—8x, x—x°.

Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét, ahol pl. f(1) a fiiggvény x = 1-nél felvett helyettesitési értékét jelenti!

2 5 Adott a valés szémok halmazén értelmezett f(x) = x* — 16 fiiggvény.

A1)+ f(2)+ f(3)+ f(4)+ f(5)= 2
F)+ £(2)+ f(3) + f(4) + f(5)+ ... + f(99) + f(100) = ?

Hatdrozzuk meg az alabbi kifejezés értékét, ahol pl. f(10) a fiiggvény x = 10-nél felvett helyettesitési értékét jelenti!

f(=10) f(=9) f(=8) .. f(0)- ... - f(9) f(10) = ¥

24. lecke | AMIT MAR TANULTUNK A FUGGVENYEKROL
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1 5 Alkossatok négyf8s csoportokat! Egy-egy papirda-

rabon mindenki kapjon egy-egy hozzarendelési
szabalyt. Egy csoportba keriilnek azok, akiknek a

hozzarendelési szabalya ugyanahhoz a grafikon-

hoz tartozik.

A grafikonok:

A) B)
VA VA

L~ 1 —1

C) D)
JA JA
1 — 1

-~

o] 1 _— X o] 1 x

E) F)

VA

=Y

o
=]

=Y

Hozzarendelési szabalyok:

X—>—x+ 2 xwf—Z
x— 0,5x + 2 X x*—2
x| x—2] x| x|—2
x»—»’c"5—4 x=2(1—x)+x

x—>—2+vx

x—|5—2x— 7+ 3x|

x—=—2+x|

X——x+x(x+1)—2

25 A FUGGVENYEK JELLEMZOI

X—2+x-x—+v16 x»—»37x—57x+2
x| 3Vx _ Vx
x 2‘2’ 2 x == 52

x—+0,25x+ 4 x—]2— x|

Mindegyik csoport adja meg a sajat fliggvényé-
nek minél t6bb tanult tulajdonsagat! (Széforgo,
kerekasztal*.)

*A kerekasztal egy csoport kozos véleményének kialakitasara al-
kalmas kooperativ mddszerek egyike. Minden ,korben” min-
den csoporttag egy korabban még el nem hangzott véleményt ir-
hat a sajat mez8jébe (vagy ,passzolhat”) mindaddig, amig nincs
mar jabb vélemény. Ekkor a csoport tagjai kozosen megegyez-
nek abban, melyek azok a vélemények, amelyeket mindenki (vagy
a tobbség) elfogad. Ezeket a véleményeket kozépre irjak. Ezek a
vélemények alkotjak a csoport allaspontjat az adott kérdésben.
Ha egy osztilyban tobb csoport is alakul, akkor a csoportvélemé-
nyekbdl a kerekasztal modszerrel osztalyvélemény is kialakithato.
A kerekasztal szobeli formajat széforgonak nevezik.

KEREKASZTAL

Ide ir a 2. tag

Ide irjak a csoport
ko6z6s véleményét

Ide ir az 1. tag Ide ir a 3. tag

Ide ir a 4. tag

MASODFOKU FUGGVENYEK



Mi mindent tudunk leolvasni az f, a g és a h fiiggvény grafikonjarol?

A [-3;6] halmaz mindegyik
eleméhez hozzarendeljik az
abszolut értékénél 2-vel kisebb

szamot.
Fuggvény Grafikonjanak
neve egyenlete
f y=lx-2
g b=la| -2
h v=|ul -2
Fliggveny Zérushely
neve
f —2 és 2
g —2 és 2
h nincs

Mindegyik (—4) és 6 kozotti
egész szamhoz hozzarendeljiik
az abszolut értékénél 2-vel ki-
sebb szdmot.

A ]-3;6] halmaz mindegyik
nem egész eleméhez hozza-
rendeljiik az abszolut értékénél
2-vel kisebb szamot.

Ertelmezési tartomanya Hozzérelndelési Ertékkészlete
szabalya
D= [-3;6[ X |x| =2 Ry =[-2;4]
Dg= {—=3; —2;—1; 0; 1; 2; 3; 4; 5} ar> |a|—2 Rg= {=2;-1;0;1;2; 3}
D,=D,\D, U |ul -2 R,=R/\R,

Legnagyobb érték (maximum)

nincs
3

nincs

Legkisebb érték (minimum)
=2
=2

nincs

Az a) feladat mintdjara adjatok meg szoveggel a k, I, m fiiggvények hozzarendelési szabalyat, majd toltsétek ki a
fiizetben az a)-ban megadott tdblazatok mintajara a két tablazatot a k, [, m fiiggvényekre is!

7

Figgvény
neve

k
l

m

Grafikonjanak
egyenlete

Figgvény
neve

k
l

m

Zérushely

Ertelmezési tartomanya

Legnagyobb érték (maximum)

25. lecke | A FUGGVENYEK JELLEMZO01I

Hozzarendelési
szabalya

Ertékkészlete

Legkisebb érték (minimum)
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I. Legyen A és B egy-egy nem iires halmaz. Ha az A minden eleméhez
hozzarendeljiik a B egy elemét, akkor azt mondjuk, hogy megadtunk egy

olyan fiiggvényt, amelynek az értelmezési tartomanya A és egy képhal-
maza B.

Masképp: az A halmazt leképeztiik a B halmazba.

A B halmaznak a hozzarendelésben szereplé elemei alkotjak a fliggvény
értékkészletét.

Megjegyzés

Az dbran a B képhalmaz 6-elemi, a megadott fiiggvény értékkészlete 4-elemii halmaz.

II. Egy fiiggvényt gyakran egy bettivel, példaul f-fel, g-vel vagy h-val jeloliink. Egy f-fel jelolt fiiggvény értelmezési tarto-
mdnydnak a jele D, értékkészletének a jele R;, a D, valamely x eleméhez hozzérendelt elem jele: f(x). Ezt az x helyen vett
helyettesitési értéknek nevezziik.

Egy fiiggvényt legtobbszor az értelmezési tartomanyaval és a hozzarendelési szabalyaval adunk meg.

Megdllapodas

Ha az értelmezési tartomany a valds szdmok halmaza, akkor azt nem sziikséges felirni.

Ha egy flggvény értelmezési tartomanya is és értékkészlete is szimhalmaz, akkor a hozzarendelési szabalyt sokszor egy
képlettel is megadhatjuk. Ilyenkor talpas nyilat hasznalunk.

Példdul az x — x> + 5 jelolés azt a fliggvényt jelenti, amely minden egyes valés szamhoz a négyzeténél 5-tel nagyobb
szamot rendeli hozza.

III. Ha egy fiiggvény értelmezési tartomdnya és értékkészlete is szamhalmaz, akkor az aldbbi tablazat szerinti fiiggvény-
tulajdonsagokat szoktuk vizsgalni.

az értelmezési tartomanynak azok az elemei, ame- Pl az x — x*> — 4 zérushelyei: 2 és (—2),

Zérushely lyekhez a fiiggvény 0-t rendel, azaz f(x) =0 az x — x* + 4-nek nincs zérushelye.

Maximum (érték) a fliggvény értékkészletének a legnagyobb eleme, ha Pl. az x — 4 — x> maximuma 4, az
létezik x — 2x — 3-nak nincs maximuma.

az értelmezési tartomanynak azok az elemei, ame-

Maximumhely lyekhez a fiiggvény a maximumot rendeli

Pl az x — 4 — x” maximumbhelye a 0.

Minimum (érték) a figgvény értékkészletének a legkisebb eleme,ha  Pl. az x — x* — 4 minimuma (—4), az
létezik X — 2x — 3-nak nincs minimuma.

az értelmezési tartomanynak azok az elemei, ame-

0 2 9.9
Minimumhely lyekhez a fiiggvény a minimumot rendeli Bl e gt = & el 20 0
Novekeds (csokkend) az értelmezési tartomany két eleme koziil a nagyob- i . .
filoovén bikhoz nem tartozhat kisebb (nagyobb) helyettesitési Plazx—vx (fc = 0)” n?vekeEdo, az

ggveny érték, mint a kisebbikhez x ——2x + 3 csokkend fliggvény.

Szigoruian monoton az értelmezési tartomdny két eleme koziil a nagyob- Pl az x — +/x (x> 0) szigortian mono-
novekedd (csokkend)  bikhoz nagyobb (kisebb) helyettesitési érték tarto-  ton novekeds, az x ——2x + 3 szigortian
tuggvény zik, mint a kisebbikhez monoton csokkend fiiggvény.

Példa: Ha az f flggvény grafikonja az dbra szerinti, akkor D, =[-3;5], R, =[-1;3] y

Zérushely: 4, maximum (érték): 3, maximumbhely: 5. Minimum (érték): —1, minimum-

hely a [—3; 3] intervallum minden eleme. A fiiggvény novekedd, de nem szigoruan mo- 1

noton novekedd. R J[ : >
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HAZI FELADAT

1 Az f, g h fiiggvények értelmezési tartomanya

a {-2;-1,50;1,52} halmaz. f(x)=2x-1,

8(x)=—2x+3, h(x)=(x— 0,57 —1.

a) Abrazold a fiiggvényeket!

b) Melyik monoton fiiggvény? Amelyik monoton,
az novekedd vagy cs6kkend?

c) Melyik fiiggvénynek van zérushelye?

d) Melyik figgvénynek van maximuma? Ha van,
akkor mennyi ez a maximum?

e) Melyik fiiggvénynek van minimuma? Ha van,
akkor mennyi ez a minimum?

2 5 Adj meg olyan f, g, h, k fiiggvényeket, amelyeknek

értelmezési tartomanya [—2; 3], és teljesil ra-
juk:

a) f-nek két zérushelye van;

b) g-nek —2-ben maximuma van, és szigoruan
monoton csokkend;

c) h-nak —2-ben maximuma van, de nem teljesiil
ra, hogy szigorian monoton cs6kkend;

d) ® k figgvénynek nincs sem zérushelye, sem
maximuma, sem minimuma!

A

— -__." --:_.' .- -
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3 5 Az aldbbi abrakon fliggvények grafikonja lathato.

Ismert a fiiggvények hozzarendelési szabalya is,
csak a koordinatatengelyeket elfelejtették megraj-
zolni. Rajzold meg a hidnyz6 tengelyeket a fiizeted-
ben, és add meg az egységeket is! Melyik fiiggvény-
nek van szélséértéke, melyiknek van zérushelye?

a) x——2x b) x> (x#0)

l
\
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KIDOLGOZOTT FELADAT

a) Milyen geometriai transzformdciéval vihet6 at az f
fiiggvény grafikonja a g, illetve a h fiiggvény grafikon-
jaba, ha f(x)=|x|, g(x)=|x|+ 2 és h(x)=|x+ 3|
(D; =D,=D,=R)?

Megoldds

vl 2 7k g

y=|

=Y

Eltolas az y tengellyel parhuzamosan, pozitiv iranyban, 2
egységgel.

YA y=lx+3]

o
-
X

of 1
|

Eltolas az x tengellyel parhuzamosan, negativ iranyban,
3 egységgel.

b) Milyen geometriai transzformacidval viheté at az f
fiiggvény grafikonja a g, illetve a h fiiggvény grafikon-
jaba, ha f(x)= x*, g(x)=x—2 és h(x) = (x— 3)
(D; =D, =D, =R)?

FELADAT

80

1 s a) Milyen geometriai transzformacidval vihet6 at
az f fiiggvény grafikonja a g, illetve a h fiiggvény
grafikonjdba, ha f(x)=x*, g(x)=x"+3 és
h(x) = (x+ 2)* (D,= D, = D, = R)? Abrazold
mindhdrom fiiggvényt ugyanabban a koordi-
nata-rendszerben!

Megoldds

\\ vhy=x

—

— T
— T

0 et Eltolas az y tengellyel par-

huzamosan, negativ irany-

ban, 2 egységgel.

\[ AL =
I\ e
; Eltolas az x ten-
llyel parhuza-
\ b / BEVELP
: h mosan, pozitiv
- iranyban, 3 egy-
o] 1 x séggel.
Megjegyzés

Korabban mar emlitettiik, hogy az x — x* fiiggvény grafi-
konja parabola. Ha pedig egy fiiggvény hozzarendelési sza-
bélya x — x*+ v vagy x — (x — u)* alaky, akkor kénnyen
meg tudjuk mutatni, hogy a grafikonja eltolassal jott 1étre
az x — x* fuggvény grafikonjabol (akarmelyik valds szd-
mot jeloli is az u és a v). Ebbél lathat6, hogy minden ilyen
fiiggvény grafikonja is parabola.

@ Az adott vektoru eltolasok a GeoGebra program
segitségével is szemléltethetok.

b) Milyen geometriai transzformdciéval vihet at
az ffiiggvény grafikonja a g, illetve a h fiiggvény
grafikonjaba, ha f(x)=|x|, g(x)=|x— 3| és
h(x)=|x|+ 4 (D;= D, = D, = R)? Abrazold
mindharom fiiggvényt ugyanabban a koordi-
nata-rendszerben!

MASODFOKU FUGGVENYEK



2 5 Add meg a grafikonok alapjan a fiiggvények hozza-

rendelési szabalyat! Mindegyik esetben add meg azo-
kat a geometriai transzformaciokat, amelyekkel az
f fiiggvény grafikonja a masik két grafikonba atvi-
hetd!

a) 7Y D, =D,=D,=R

oqQ

=Y

b) v D, =D,=D,=R

g I

=y

HAZI FELADAT

1 s f és g a valds szamok halmazén értelmezett fiigg-

vény. Milyen geometriai transzformaciéval vihet6 at
az ffuggvény grafikonja a g fliggvény grafikonjaba, ha

a) f(x)=|x|, g(x)=|x|—4;
b) fix)= %, g(x)=(x—4);
c) flx)=x"—3, g(x)=x"?

Abrazold a megadott két-két fiiggvényt kozds ko-
ordinata-rendszerben!

Ellenérizd a Graph vagy GeoGebra program se-
gitségével, hogy jok-e a grafikonjaid!

2 5 Az y = x egyenleti parabolat eltoltuk

a) az y tengellyel parhuzamosan, negativ iranyban
1 egységgel;

b) az x tengellyel parhuzamosan, negativ irinyban
2 egységgel;

c) az x tengellyel parhuzamosan, pozitiv iranyban

3 egységgel;
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35

w
Y

c) D;=D, = R'U{0}, h értelmezési tartomdnya a
(—4)-nél nem kisebb valds szimok halmaza.

I 94 h

—

//
|

\AN

oq

-
-
X

Héarom fiiggvény grafikonja lathaté az dbran. Az
egyik fiiggvény grafikonjanak egyenlete y = f(x),
y=f(x+2), a pedig
y = f(x)+ 2. Melyik grafikonhoz melyik egyenlet
tartozhat?

a masiké harmadiké

Ay

og
/
N
[y

=Y

d) az y tengellyel parhuzamosan, pozitiv iranyban
4 egységgel.

Rajzold meg a transzformaciok végrehajtasaval ke-

letkez6 parabolakat, ésadd meg mindegyik parabola

egyenletét is!

Bence mérgesen kidltott fel, mikozben éppen a ma-
tek hazi feladatat készitette: ,Ilyen feladatot nem
is csindltunk, ezért nem tudom megoldani!” Edes-
apja megnézte, és latta, hogy az x — x* + 6x + 9
fiiggvényt kellett Bencének 4brazolnia. Igy szdlt a
fidhoz: ,,Bence, hiszen éppen ilyen feladatokat gya-
koroltatok ezen az 6ran, csak nem pontosan ebben
az alakban volt megadva a hozzarendelési szabaly!”
Bence egy kicsit elcsodalkozott, de rovid idé mulva
igy kialtott: ,Tényleg! Ez nagyon egyszert feladat!”
Rajzold meg teisaz x — x* + 6x + 9 fiiggvény gra-
fikonjat!
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BEVEZETO

82

St. Louis vdrosdnak (Missouri, Egyesiilt Allamok) nevezetessége a Gateway Arch (ejtsd:
gétvéj drcs), amely egy hatalmas boltiv a vdros kozpontjdban. Sokan 1gy tartjik, hogy
parabolaiv alakii. Lehetséges ez?

Csupan egy fénykép all rendelkezésiinkre és nem a tervrajz, ezért pontos valasz ter-
mészetesen nem varhatd. Az iv paraboldra hasonlit, ezért lehet, hogy - jo kozelitéssel
- egy masodfoku fiiggvény grafikonja; ezt a sejtésiinket probéljuk igazolni. Ahhoz
azonban, hogy fliggvénygrafikonrdl beszéljiink, sziikséges, hogy az iv egy derékszo-
gl koordinata-rendszerben helyezkedjék el. A koordinata-rendszert sajat magunk is
berajzolhatjuk, ez lathato a kovetkezd dbran.

Az épitmény kiils ivén kerestiink olyan pontokat, amelyek valamely fiiggéleges racs-
vonalra illeszkednek. Néhany ilyen pont:

X =3 | =2 -1 0 1 2 3
ymért -5 _1)6 _0,4 0 _0,4 _].,6 —5

El8szor célszer(i a nagyobb értékeknél keresni az Osszefiiggést, hiszen a kisebb ér-
tékeknél a leolvasasi hibdk sokkal tobbet szamitanak. Tekintsitk példaul a (3; —5)
pontot. Ha a fiiggvényiink hozzérendelési szabalya x ——x* lenne, akkor a 3-hoz az

y = —9 fiiggvényérték tartozna. A —5 ennek éppen g—szerese, ami azt jelenti, hogy a

fiiggvényiink hozzarendelési szabalya csak az x —— %xz lehet.

Ha erre a figgvényre vonatkozéan egy ujabb sorral kiegészitve djra elkészitjitk
a fenti tdblazatot, akkor a kovetkez6t kapjuk:

X =3 | =2 -1 0 1 2 3
ymért -5 _1’6 _0,4 0 _0,4 _1,6 —5

—~gx2 -5 -22 —-06 0 —06 -22 -5

A —2-hoz tartoz6 fiiggvényérték (—2,2) a fényképen mértnek (a —1,6-nak) tobb mint
130%-a, a (—1)-hez tartozé pedig kb. a 150%-a a megfelel6 mért értéknek. Lathatjuk,
hogy az eltérés meglehet6sen nagy. Ekkora eltérés nem adédhat a leolvasas pontat-
lansagabol.

Ezek szerint az x —— %xz fiiggvény grafikonja mégsem ,idomul” az épitmény ivé-

hez. Ez pedig arra enged kovetkeztetni, hogy a Gateway Arch kiils6 ive — bar elsé
ranézésre annak téinhet, és sokan valoban ezt gondoljék réla - nem parabola formdja.
Hasonl6an megmutathato, hogy a bels6 iv sem parabolaiv.

MASODFOKU FUGGVENYEK



KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Két-két figgvényt abrazoljunk koézds koordinata-
rendszerben!
a) x+— x és x— 2x
b) xw—|x|ésx—2|x]
c) x—x*ésxm— 2x°

Megoldds

A(L;1)
B(1;2)

D, C(2;2)

D(2; 4)

. E(-1,5—1,5)
"W G(—1,5; —3)

a) YA |y=2x

=Y

A(L; 1)

= 2] B(1;2)
C(2;2)
D(2; 4)
E(—1,5 1,5)
G G(—1,5; 3)

=Y

A(L; 1)
B(1;2)

y=x C(2;4)

D(2; 8)
E(—1,5; 2,25)
C G(—1,5; 4,5)

<) y:21\ VA I

~
—~—_

=P

- -\- - 2{;.-0—/ |
ﬂ\\\\\\ -]
|
|

=Y

A kék grafikonbdl ugy kapjuk meg a pirosat, hogy minden
egyes kék pont masodik koordinatajat kétszeresére valtoz-
tatjuk, mikozben az els6 koordinata véltozatlan marad.

27. lecke | ,SOVANYABB”, ,KOVEREBB”

Szemléletesen: a kék grafikonokat az abszcisszatengelyre
merdleges irdnyban kétszeresiikre ,megnyujtottuk” (,,s0-
vanyabb” grafikont kaptunk).

Megjegyzés
Ennek a geometriai transzformacidénak a neve: tengelyes

merdleges affinitds, amelynek tengelye az abszcisszatengely,
az aranya pedig 2.

2 . Abrazoljuk az x — 0,5x* fiiggvényt!

Megoldds
b7 A(L; 1)
\ =x/ B(1;0,5)
\ [/ C(2; 4)
y:o,-} \ C/ / D(2;2)
\ / E(—1,5; 2,25)
\E / G(—1,5; 1,125)
A A /\D
JI 1 s -
0 1 X

Az x — x* fiiggvény kék grafikonjdbol ugy kapjuk meg

az x — 0,5x° fiiggvény piros grafikonjit, hogy minden
egyes kék pont masodik koordinatajat felére valtoztatjuk,
mikoézben az els6 koordinata valtozatlan marad. Szem-
léletesen: a kék grafikont az abszcisszatengelyre meréle-
ges iranyban a felére ,,6sszenyomtuk” (,k6vérebb” grafi-
kont kaptunk).

Megjegyzés

Bizonyithatd, hogy ha az x — x* fiiggvény grafikonjét az
x tengelyre merdlegesen ,,megnyujtjuk” vagy ,,0sszenyomjuk’,
a kapott gorbe ismét parabola lesz (a parabola definici6-
jét ldsd a Raadds részben). Tehdt az x — cx® (¢ # 0) fiigg-
vény grafikonja parabola. Ennek a paraboldnak ugyanaz a
szimmetriatengelye és a tengelypontja, mint az eredetinek.
Ha ¢ > 0, akkor a parabola , felfelé nyitott”, ha ¢ < 0, akkor
pedig ,lefelé nyitott”

Megforditva is igaz: ha egy parabola szimmetriatengelye az
y tengely és tengelypontja az origd, akkor a parabola egy
x = cx” (¢ # 0) fiiggvény grafikonja.

@ Az abrazolas megoldhat6 a Graph vagy GeoGebra
programok segitségével is.



FELADAT

1 = Abrazold a kdvetkezé fiiggvényeket a [—4; 4] inter-

vallumon!

a) x»—»%|x| c) x—2vx (x=0)
1,0 1

b) x 4x d) x 3x

2 - Abrazold a kovetkezd fiiggvényeket a [—4; 4] inter-
vallumon!
a) x——2|x| c) x——1,5vx (x=0)
_1l, S
b) x > X d) x 3 X

3 = Add meg a grafikonok egyenletét!
a) 7A

=Y

HAZI FELADAT

1s Abrazold kozos koordinata-rendszerben az alabbi

harom-harom fiiggvényt!

a) x—|x|, x—--2|x|, x'—>|)2€—|
b) x+~ x, x»—»—%, x'—»%

2 2
c) x+— x2, x-—»x?, x»—»—x?

2 = Kozos koordinata-rendszerben dabrazoltuk az
XX —2, x> (x— 20, x——2x", x — x"1(—2)

fuggvényeket.

(WIEL SV
\ /
\ /

jad 4

Melyik hozzarendelési szabalyhoz melyik grafikon
tartozik?

84

b) 7\ o) T\[7k

=Y
=Y

01

| \|

4 5 A feketével rajzolt grafikon egyenlete: y = f(x).

VA

TR e N

=Y

A masik harom grafikon egyenlete: y =—2f(x),
y= % f(x) és y = % f(x). Melyik grafikonhoz me-
lyik egyenlet tartozik?

2
o

3 = A grafikonok egyenlete y = %, y= %) y==
Melyik egyenlethez melyik grafikon tartozik?

q

|

4 s Abrazold kdzos koordinata-rendszerben az x — | x |,
az x -—»—%|x|+ 2 ésaz x — %|x+ 2 | fuggvénye-
ket!

Fiiggvénydbrdzolo program segitségével is ellen-
6rizheted, hogy jok-e a grafikonjaid.

MASODFOKU FUGGVENYEK



RAADAS

I. Mi a parabola?

Vegylink fel egy sikban egy egyenest és egy olyan pontot,
amely nincs rajta ezen az egyenesen. Nevezziik a pontot f6-
kusznak (F), az egyenest vezéregyenesnek (v).

A sik dsszes olyan pontjdnak a halmazdt, amely egyenlo td-
volsdgra van a fékusztol és a vezéregyenestdl, paraboldnak

nevezziik.

A parabola tengelyesen szimmetrikus ponthalmaz, a szim-
metriatengelye atmegy a fokuszon és merdleges a vezér-
egyenesre. Az, hogy ,sovany” vagy ,kovér” a parabola,
csakis a fokusz és a vezéregyenes tavolsagatol fiigg. Ha ezt
a tavolsagot noveljiik, akkor a parabola ,,kovérebb” lesz, ha
csokkentjiik, akkor pedig ,,sovanyabb” (Az dbran lathato
hérom parabolanak kozos a vezéregyenese, de a fokuszok-
nak a vezéregyenest6l vald tavolsaga kiilonboz6. Minél ki-
sebb a tavolsag, annal ,,sovanyabb” a parabola.)

II. Lancgorbe

A Gateway Arch alakjat firtaté probléma egy amerikai ri-
porter téves megallapitasabdl szarmazik. Amikor az épit-
ményt 1968-ban felépitették, az Gjsagird igy kezdte helyszi-
ni riportjat: ,,Ezen a napon a munkasok feltették az utolsé
kovet a St. Louis-i Gateway Arch-ra, s ezzel felépiilt a vilag
leghiresebb parabolédja” O épplgy a szemére hagyatkozott,
mint Galileo Galilei, aki azt gondolta, hogy a két végénél
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megtartott, sajat silya alatt fiiggeszkedd lanc szintén pa-
rabola alakot vesz fel. Az6ta mér bebizonyosodott, hogy
nem parabola a fiiggeszked6 lanc alakja. Ezt az alakot (ép-
pen emiatt) ldncgorbének hiviuk — a Gateway Arch ive egy
transzformalt lancgorbét formaz.

A mellékelt rajzon pirossal egy \ \\ I/
lancgorbét, kékkel pedig para- | \|\| i
bolaiveket abrazoltunk. Lathato, \ \ / /

\ /

YA

hogy a ,,sovanyabb” parabolak az

origd koriil mutatnak jelentds el-

térést a lancgorbétdl, a ,,kovérebb”

=Y

paraboldk pedig az origdtdl tavo- of 1

lodva vélnak el egyre jobban téle.

III. Egy iigyes médszer az y = x* egyenletii parabola
kozelité megrajzolasara

A parabola tengelypontja az origd. Ujabb pontokat ka-
punk, ha innen

egyet léptink jobbra és egyet fel- A

felé, majd az 4j pontbdl

egyet lépiink jobbra és hdrmat

felfelé, majd a legdjabb pont-
bol
egyet lépiink jobbra és otot

felfelé, és igy tovabb: a kapott

pontbdl mindig egyet lépiink 1

jobbra és sorban még 7-et, ol 3
9-et, 11-et, ... 1épiink felfelé. \
Ugyancsak a parabola pont-

=Y

jait kapjuk meg, ha nem jobbra, hanem balra 1épiink
mindig 1-et, felfelé pedig 1-et, 3-at, 5-6t, 7-et, 9-et,
11-et, ...

Hasonléan kaphatjuk meg az y = cx’ (c € R") egyenletii pa-
rabola néhdny pontjdt is. Ebben az esetben is a tengelypont-
bdl (az origobol) kiindulva 1-1 1épést kell tenni jobbra, il-
letve balra, felfelé pedig ¢, 3¢, 5¢, 7, ... egységet, igy jut-
nank el a parabola pontjaihoz.

Természetesen akkor is alkalmazhat6 ez a modszer, ha egy
parabola mas helyzetii a koordinata-rendszerben, de a ten-
gelye mer6leges az x tengelyre.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Abrézoljuk kozds koordindta-rendszerben a valds
szamok halmazan értelmezett f és g fiiggvényt, ha
a) f(x)=2|x|és g(x)=2|x|—4;
b) f(x)=(x+2)és g(x)=(x+ 2y — 4!

Megoldds
Konnyen észrevehetjiik, hogy g(x)= f(x)— 4 mindkét
esetben, barmely valds szamot jel6ljon is az x.

Ez pedig azt jelenti, hogy az f fiiggvény grafikonjat az y ten-
gellyel parhuzamosan, negativ irdnyban 4 egységgel eltolva
megkapjuk a g fiiggvény grafikonjat.

A) 7A B) 74

\ 0\ /1]

=Y
=Y

2. Adottaz x— %(x — 3% — 2 fiiggvény. Adjuk meg,

hogy mely transzformaciok egymas utani végrehajta-
sdval juthatunk el az x — x* fiiggvény grafikonjabol
a megadott fliggvény grafikonjahoz, és abrazoljuk a
transzformaciokkal kapott grafikonokat!

Megoldds
A vélasz megadasahoz elegendd, ha azt az utat kévetjiik,
ahogyan egy adott x helyen kiszdmitjuk a fiiggvényértéket:

FELADAT

86

1 5 Abrézold kozds koordinita-rendszerben a valds
szamok halmazan értelmezett f és g fiiggvényt, ha

a) fix)=—1|x| é g(x)=—L|x|+3;
b) fix)=—(x+2)és g(x)=—(x+2)+ 3!

OSSZETETT FUGGVENY-

TRANSZFORMACIOK

el6szor ,,kiszamitjuk” (x — 3)* értékét, majd vessziik ennek

a felét: %(x - 3).
A kapott ,,s2zambol” kivonunk 2-t: %(x -3y —-2.

A megfelel6 transzformaciok tehat rendre a kovetkezok le-

hetnek:

- eltolds az x tengellyel parhuzamosan, pozitiv irinyban 3
egységgel,

- 0Osszenyomas felére az x tengelyre merdlegesen,

- eltolds az y tengellyel parhuzamosan, negativ irdanyban

2 egységgel.
A transzformaciokat szemlélteti a mellékelt abra.

AL [/
\\ [o=%" -

/
/

Il
—~
|
oY)

1~
|

=Y

Megjegyzés
A kiinduldsi paraboldt az egymds utani transzformaciok

paraboldba vitték at, tehat az x — %(x — 3)* — 2 fiiggvény

grafikonja is parabola. Ennek a parabolanak a tengelypont-
jaa(3; —2) pont. A tengelyponton megy at a parabola szim-
metriatengelye, amely most parhuzamos az y tengellyel.

2 5 Adott az x ——2|x+ 3|+ 4 fiiggvény. Add meg,
hogy mely transzforméciok egymas utani végrehaj-
tasaval juthatunk el az x — | x | fliggvény grafikonja-
bdl a megadott fiiggvény grafikonjahoz, és abrazold
a transzformaciok soran kapott grafikonokat!

MASODFOKU FUGGVENYEK



3 5 Add meg a valds szamok halmazan értelmezett f és g hozzarendelési szabalyat!

a) [y A / b)
\\/ /
WA\ /
\ N\, /
o1/ %
N /

57\ c) 57
1 1|2/ A
o[ 1% o[ A7 XN
\
f
f \
/

4 =5 Add meg a fuzetedben a hianyzo6 koordinatatengelyeket és a tengelyeken az egységeket a parabolakhoz!

a) x—(x—2p—1

b) x——(x—2)+1

) x—2(x—2)—3

\
\ /

\ /
\ /
\ /
Ll

[

\

5 5 Mely szamok a 4. feladatban megadott fiiggvények zérushelyei?

@ A fuggvények dbrazolasahoz a GeoGebra vagy a Graph program is hasznalhato.

HAZI FELADAT

1 5 Abrézold a valds szdmok halmazén értelmezett f fiiggvényt, ha

a) f)=2x|-1;  b) flx)=3|x-1]

c) f(x):—%xzwL 3;

2 5 Abrazold az alabbi fiiggvényeket! Van-e zérushelyiik, szélséértékiik?

3
x

a) x~ 3

x+2

x—3

3 = Add meg a fiiggvények hozzarendelési szabalyat a grafikonjuk alapjan!

a) b)
i\ \ 74 /
\[; /
of 1 (3
AR EA \ /
i

c)

b/ |

1

=Y

4 s Abrazold a fiiggvényeket! Van-e zérushelyiik, szélséértékiik?

a) x—x*+2x+1 b) x—x*—4x+ 4

c) x——x*+4x—4
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d) fx)=—2(x+ 3!

x+1

d)

+2 (x#0) b) x>—3— (x#-2) ¢) x——2— (x#3) d) x——2_4+3 (x#-1)

YA

=Y

d) x— x*— 10x + 25
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Ha a, b és c adott szimok és a # 0, akkor az x € R, x — ax’ + bx + c fiiggvényt masodfok fiiggvénynek nevezziik.
Példaul

a) azx — 3x° — 2x — 5 fiiggvény masodfokd, ésitta=3,b=—2ésc=—5.

b) azx — 2,5x" — x + 3,8 fliggvény masodfok, és itt a = 2,5, b = —1 és c = 3,8.

c) azx —» —x* + 3 fliggvény masodfoku, ésitta=—1,b=10ésc=3.

@ A masodfoku fiiggvények dbrazolasokhoz hasznalhat6 a GeoGebra program is.

KIDOLGOZOTT FELADAT

88

1. Mutassuk meg, hogy az f, g, h masodfoku fiiggvények grafikonja is parabola! Abrazoljuk a fiiggvényeket!
a) flx)=x>+4x  b) gx)=x’—8x+12  ¢) h(x)=—2x"+4x

Megoldds
Mindegyik hozzarendelési szabalyt atalakitjuk ugy, hogy a feladat allitdsa konnyen igazolhato legyen.
a) Mivel flx)=x’+4x=x"+4x + 4 — 4 =(F+4x+4)—4=(x+27—4, yEGT 3 7 Y
ezért flx) = (x+ 2y — 4. \ /
Ebbél l4thatd, hogy ha az x — x* fiiggvény grafikonjat (amely egy parabola) el- VNN
toljuk az x tengellyel parhuzamosan negativ irdanyban 2 egységgel, majd az igy \ 1
kapott parabolat eltoljuk az y tengellyel pairhuzamosan negativ iranyban 4 egy- ol 1 >
séggel, akkor megkapjuk az f fiiggvény grafikonjat. Ezért ez is egy parabola. \ /
b7 \ yExX] y=(x4)?
\ / yEG+P T4
\ y\ \ / / b) Hasonldan jarunk el, mint az elébb.
1

gx)—12=x"—8x=x"—8x +16—16=(x*— 8x+16)—16 = (x — 4)* — 16,
ezért g(x) = (x — 4y —16 +12, vagyis g(x) = (x — 4) — 4.

\ / Az el8z6ekhez hasonldan lathatd, hogy a g fiiggvény grafikonja is megkaphatd az
x — x grafikonjanak eltoldsaval, azaz a g fiiggvény grafikonja is parabola.

=Y

y={(x+4) -4
YA
¢) Megismételjiik az elébbiekben alkalmazott ,tritkkoket” yE-2x -1 42
h
_(—;)zxz—zx:xz—Zx +1-1=(x"-2x+1)—1=(x—1¢—1. b

=Y

Tehat @ =(x—1y—1,ezért h(x)=—-2(x—1y+ 2.

fikonjét eltoljuk az x tengellyel parhuzamosan +1 egységgel és az y tengellyel
parhuzamosan +2 egységgel. Tehat a h fiiggvény grafikonja is parabola.

2 2
A h fiiggvény grafikonjit megkaphatjuk ugy is, hogy az x ——2x* fiiggvény gra- x/
/

l

/
I\
TAANA\
[T 1
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Azx — ax’ + bx + ¢ masodfoku fiiggvény grafikonja olyan parabola, amelynek a tengelye
mer6leges az x tengelyre. Ez a parabola , felfelé” nyitott,haa > 0, ,lefelé” nyitott,haa < 0.

Az x — ax’ + bx + c hozzarendelési szabdly algebrai v A

Az itt fellépé u és v éppen a parabola tengelypontja-

1
:
1
| médszerekkel 4talakithaté x — a(x — u)* + v alakra.
1
|
|
T
|

nak az els6, illetve masodik koordinataja. E szamok azt

=¥

Ve

is megmutatjak, mennyivel kell eltolni az x — ax’ fiigg- v
vény grafikonjat a koordinatatengelyek mentén, hogy az

x = ax’ + bx + c fiiggvény grafikonjat megkapjuk.

Ezt az algebrai atalakitdst teljes négyzetté kiegészités
mddszerének nevezziik.

FELADAT

1 - Abrézold az f:x — (x — 3 — 4 figgvényt!
a) Algebrai atalakitas segitségével add meg ennek

3 = Osszehasonlitva a masodfoku fiiggvény 4ltalanos alak-
javal (x — ax’ + bx + ¢) hatdrozd meg az a, b és c érté-
két! Minimuma vagy maximuma van a fiiggvénynek?
a) x—x*—4x+5 c¢) x——0,5x"+2x— 2
b) x—x*+8x+12 d) x——3x>+18x

a masodfoku fiiggvények az dltaldnos alakjat
(x— ax*+ bx + ¢)

b) Olvasd le a parabola tengelypontjat!

c) Hol veszi fel ez a fliggvény a minimumat?

4 = Az azonossagnak véltoztattuk a bal oldalat. Hatdrozd
2 - Egy maésodfoku fiiggvény grafikonja olyan para- meg, milyen szam hidnyzik a kipontozott részrél?
bola, amely egybevégé az x — x* fiiggvény grafi- X+ 6x+9= (x4 3
konjaval, és amelynek tengelypontja a (—2; 5) pont. P+ 6x+ 8= (x+ 37— ...
Hény ilyen masodfoku fiiggvény van? Ird fel a hoz- X+ 6x+ 11 = (x+ 3P+ ...
zérendelési szabalyat! X+ 6x=(x+3P— ..
1 5 Minimuma vagy maximuma van a fiiggvényeknek? minimuma van, és a minimum értéke —3! Ird fel
a) xw——3x"— 26x— 42 a fiiggvényt az altalanos (x — ax’+ bx + c¢) alak-
b) x——0,4x>— 4,8 javal is!
c) x—3x—3x"+9
d) x——1,12+ 2x + 6,1x 3 s Alkalmazdaz (x — 22 = x* — 4x + 4 azonossagot,
majd abrazold kozos koordinatarendszerben a két
2 5 Adj meg olyan, a valés szamok halmazan értelme- fiiggvényt!
zett mésodfoku fiiggvényt, melynek a —4 helyen fixmx'—4x+4 gix—x—dx+1

EMELT SZINT

1. Hatirozd meg az aldbbi masodfoku fiiggvények 2 . Alkalmazd a teljes négyzetté kiegészités modszerét,
zérushelyeit!

a) x—x*—16
b) x+— x*—16x

c) x—x*+16

majd dbrazold az 6rai 3. feladatban szerepld fiiggvé-
d) x—x*+16x
e) x——x>+16

nyeket!
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ABRAZOLASA

KIDOLGOZOTT FELADAT

Abrazoljuk az f: x — 3x* — 6x + 5 fliggvényt!

Az dbrazolas egyik utja a teljes négyzetté alakitas modsze-
re, ezt mult 6ran megismerhetted. Most egy masik gondo-
latmenet mutatunk.

Megoldds:

a) Foglalkozzunk elészor az egyszertibb, g: x — 3x” — 6x
fiiggvénnyel!
Ez egy masodfoka fiiggvény, grafikonja ezért egy parabo-
la, melynek tengelye meréleges az x tengelyre. Ez a para-
bola felfelé nyitott, mert az x* egyiitthatéja 3, ami pozitiv.
Hatdrozzuk meg a g fiiggvény zérushelyeit! Ezeket ugy
kapjuk meg, ha megoldjuk a 3x* — 6x = 0 egyenletet.
3% —6x=3(x*—2x) =3x(x—2)=0
A szorzat 0, ha valamelyik tényezdje 0, ezért g fiiggvény
zérushelyei 0 és 2. Ezeket mar be is jelolhetjiikk a koor-
dinata-rendszerben.
A parabola szimmetriatengelye a két zérushely kozott
kozépen metszi az x tengelyt. Ezt is bejeldlhetjiik.
Lathatd, hogy a szimmetriatengelyen 1év6 pont elsé
koordinataja 1. Ennyi tehdt a parabola tengelypontja-
nak els6 koordinatdja. Milyen értéket vesz fel g fiigg-

vény az 1 helyen?

b

~

g1)=3-1"-6-1=-3. yA
A parabola tengelypontja tehat

az (1; —3) pont.

A két zérushely és a tengelypont

segitségével elég jo abrat készit-

=y

hetiink a g fliggvényrél. 0] 1

Az f figgvény abban kiilonbo-

zik g figgvénytdl, hogy értéke

minden helyen 5-tel tobb:

f(x) = g(x) + 5.
Ezért az f grafikonjat megkap-

hatjuk, ha g grafikonjat az y ten- Ay

gely mentén 5 egységgel feljebb

|

\
toljuk. Ezt ugy érdemes meg- ‘||
tenni, hogy az el6bb meghata- \
rozott 3 pontot feljebb toljuk, és 1\

abbol rajzoljuk meg a parabolat.

2y

Az f figgvény tengelypontja le- Vo

olvashat¢ a grafikonrdl: az (1, 2) ‘8

pont.

A masodfoku fiiggvény, f(x) = ax’ + bx + ¢; (a # 0) abrazoldsanak egyik utja:

1. A g(x) =ax’ + bx fiiggvény képe egy parabola. Ennek tengelyét és harom pontjat meghatérozzuk:

- zérushelyeit megkaphatjuk az ax’ + bx = 0 egyenletbdl. A kifejezést alakitsuk szorzatta! (Az egyik zérushely a 0.)

- a szimmetriatengely az x tengelyre meréleges, és a két zérushely kozott kozépen metszi a tengelyt.

- a parabola tengelypontjanak elsé koordinatajat a szimmetriatengely jeloli ki. A masik koordinatat megkapjuk, ha

behelyettesitiink g(x)-be. (Ellenérizhetjiik, hogy a parabola felfelé nyitott, ha a > 0, lefelé nyitott, haa < 0.)

2. Az f fuggvény grafikonjat megkapjuk, ha g grafikonjat (3 pontja segitségével) az y tengely mentén c-vel eltoljuk.

20
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FELADAT

15

Szorzatta alakitassal oldd meg az egyenleteket!
a) ¥ —8x=0

b) x*+32x=0

c) 2x°—8x=0

d) 2¥+3x=0

2 = Abrézold a zérushelyek és a tengelypont segitsé-
gével az f:x— x4 5x mdsodfoku fiiggvényt,
majd ennek segitségével ugyanabban a koordina-
ta-rendszerben a g:x — x>+ 5x + 3 mésodfoka
fuggvényt is! Add meg a g figgvény szélsGértéké-
nek helyét és értékét!

HAZI FELADAT

1 5 Abrézold a h: x —» 12x — 3x* + 7 fliggvényt tgy,
hogy elészor a k: x - 12x — 3x” fliggvény grafikon-
jat rajzolod meg a k zérushelyei és a k grafikonja-
nak tengelypontja segitségével! Add meg a h fiigg-
vény maximumat és maximumhelyét!

2 5 Abrazold az x — 2x*—10x + 8 mdsodfoku fiigg-
vényt! Szdmitassal hatdrozd meg a grafikon ten-
gelypontjanak koordinatdit! A grafikon alapjan
allapitsd meg a fiiggvény zérushelyeit!

RAADAS

Spanyolorszagban, Valencia varosaban talalhaté a hires
L'Umbracle nevii télikert, melynek keresztmetszete para-
bolahoz hasonlit. (Valéjaban — a Gateway Arch boltivéhez
hasonléan - ez is lancgorbe.) A télikert magassaga 8 m,
szélessége 12 m. Hova telepithetiink a télikerten beliil pal-
makat, ha tudjuk, hogy egy palma 6 méteresre né meg, és
lombkorondjanak atmérdje 2 m?

Megoldds

Helyezziink egy parabolivet az abra szerint egy olyan ko-
ordinata-rendszerbe, amelynek tengelyein 1 méteres egy-
ségeket jeldltiink ki.

Ez a parabolaiv az x »—»—%xz + 8 masodfoku fiiggvény

grafikonjara illeszkedik.
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3 5 Abrézold a zérushelyek és a tengelypont segitsé-

gévelaz fix —— %xz + 2x mésodfoku fiiggvényt,

majd ennek segitségével ugyanabban a koordinata-

rendszerben a g:x —— %xz + 2x — 4 masodfoka
fiiggvényt is!

Add meg a g fliggvény széls6értékének helyét és
értékét!

Hatdrozd meg a figgvények abrazoldsa nélkiil az
fix - 0,1x —22xésa g:x — 0,1x> — 2,2x + 5,8
masodfoka fiiggvények minimumbhelyét és a mini-
mum értékét!

Hatdrozd meg a kovetkezé masodfoku fiiggvények
zérushelyeit! Készits vazlatos rajzot a fiiggvény gra-
fikonjardl a zérushelyek segitségével!

a) f:ix~— 0,2x— 5x

b) g:x——0,2x>— 0,8x

c) h:x+— 7x— 5x°

d) k:x~— 0,4x*—1,6x+1,6

@ Fiiggvénydbrdzold programmal ellendrizheted a
megolddsaid helyességét.

A 6 m magas palma lombkoronajanak széle olyan d tavol-
sagra lehet a parabola tengelyétdl, amelyre

- %dz + 8 = 6,amibél d* = 9, vagyis a lombkorona szé-

le legfeljebb 3 m-re lehet a parabola tengelyét6l, a palmafa
torzse pedig legfeljebb 2 m-re.

EENNET
=2y +8] N

RR

y

N

bl 4
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FELADAT

15

92

Hatdrozd meg, hol van zérushelye és széls6értéke a
kovetkez fiiggvényeknek!
a) fixe— x*+112x

h) g:x— 14x> —168x

Abrézold kozds koordinita-rendszerben a fiiggvé-
nyeket!

a) x—>x"—3x; x—x'—3x—2
b) x—2x*—8x; x—2x"—8x+7

Egy matematikai modell szerint, ha egy terepjar6
1 liter tizemanyaggal x km-t képes megtenni, akkor
a terepjaro szén-dioxid-kibocsatdsa 50 000 km-en:
d(x) = 200x — 5200x + 44 000.

Ez a matematikai modell akkor érvényes, ha

48 < x < 13.2.

A sportterepjaré korunk dinoszaurusza, mely ke-
resztiilhasit a tajon. Méretéhez képest a vezetd-
jének az agya elenyész6, 3-5-sz6r szennyezG6bb,
mint egy atlagos auté, és éranként 16 kilométeres
sebesség mellett is képes 6lni.

A dinoszauruszokkal ellentétben a sportterepjardk vagy Iu-
xusterepjarok még nem haltak ki. Az Explorer, a Land Rover,
a Pathfinder és az Expedition mind olyan jarmdvek, melyek
teret kdvetelnek maguknak. Az Uj autdk amerikai piacanak
50%-at teszik ki, €és mar Eurdpat is célba vették.

Y

A matematikai modell alapjan elemezd a terepja-

rok szén-dioxid-kibocsatasat!

a) Hany liter tizemanyagot fogyaszt 100 km-en az
a terepjaro, amely 1 liter tizemanyaggal 4,8 km-t
képes megtenni? Es az, amelyik 13,2 km-t?

b) A modell szerint hdany km-t képes megtenni
1 liter tizemanyaggal az a terepjard, amelyik a
legkevesebb szén-dioxidot bocsatja ki? Hany
liter izemanyagot fogyaszt 100 km-en ez a te-
repjaro?

c) Hany kilogramm szén-dioxidot juttat a 1égkor-
be 50 000 km-en a legkevésbé szennyezé te-
repjar6? Es az, amelyik a legtébb szén-dioxidot
bocsatja ki?

Veszélyes hulladék megsemmisitése

Egy amerikai dllamban egy tanulméany részeként
a veszélyes hulladékok kezelésével is foglalkoztak.
A veszélyes hulladéknak a PCP (pentaklérfenol)
eltavolitasa céljabol torténd kezelési koltsége no-
vekszik az eltavolitott PCP mennyiségének néve-
kedésével. Egy matematikai modell szerint, ha
naponta x kilogramm PCP-t tavolitanak el, akkor

a koltség dollarban kifejezve:
k(x) = 2000 + 100x’.

MASODFOKU FUGGVENYEK
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Az 4llam PCP-kilogrammonként 500 dollart atval-
lal a koltségekbdl.
Elemezziik a netté (az dllami hozzajarulas kovet-
keztében kialakul6) koltséget a matematikai mo-
dell alapjan, a naponta megsemmisitett PCP meny-
nyiségének fiiggvényében!
a) Abrézold kézos koordinata-rendszerben, hogy
x kg PCP megsemmisitése esetén :
- Hogyan alakulnanak a koltségek, ha nem
lenne hozza allami tdmogatds?
- Hogyan alakulnak a koltségek az allam tamo-
gatasaval?
Valassz olyan egységeket a vizszintes és a fiig-
glleges tengelyekre, hogy szemléletesek legye-
nek a grafikonok!

HAZI FELADAT

1 5 Abrazold kozds koordinata-rendszerben a fiiggvé-

nyeket!
a) x—|x|; x—|x+ L5]; x—|x+ 1,5|—2,5;
b) x—2x*+ 6x; x+— 2x°+ 6x— 1

Egy terepjar¢ atlagos, kilogrammban mért tomege
egy matematikai modell szerint a kovetkezéképpen

fugg a terepjard évjaratatol:
m(t) = 1,5¢ = 45t + 2100,
ahol 5 < t < 27, és tazid6t jeloli. A t =0 érték azt
jelenti, hogy 1970-ben, a t = 5 azt, hogy 1975-ben
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e

e

b) Hany kg PCP megsemmisitése esetén lesz a
napi koltség a legkisebb? Mekkora ez a legki-
sebb napi koltség?

¢) ® Mire tudnal még kovetkeztetni a koltségekre
felirt k(x) fiiggvénybdl?

Egy 20 cm hosszl cérnaszallal téglalap alaka sik-

részt keritiink el.

a) Ha a téglalap egyik oldalanak hossza x cm, ak-
kor hany cm hosszu a téglalap masik oldala, és
hény cm’ a téglalap teriilete?

b) Abréazold az oldalhossz és a teriilet kapcsolatét!

c) Melyik x-hez tartozik a legnagyobb teriilet?

és igy tovabb, a t = 27 azt, hogy 1997-ben gyartot-

tak a gépkocsit.

A modell szerint

a) mekkora volt a terepjardk atlagos tomege 1975-
ben, 1980-ban, 1990-ben;

b) melyik évben csokkent és melyikben noveke-
dett a terepjarok atlagos tomege;

c) melyik évben volt a legkisebb a terepjarok atla-
gos tomege, és ez hany kg volt;

d) mekkora volt a terepjardk atlagos tomege 2000-
ben?(!)

Egy 20 cm hosszl cérnaszallal téglalap alaka sik-

részt keritiink el ugy, hogy a téglalap egyik oldala

egy hosszu hurkapélca egy része, és csak a masik
harom oldal cérna.

a) Ha a téglalap egyik oldalanak hossza x cm, ak-
kor hany cm hosszu a téglalap masik oldala, és
hény cm’ a téglalap teriilete? (Két lehetéség is
van!)

b) Abrézold az oldalhossz és a teriilet kapcsolatat!

c) Melyik x-hez tartozik a legnagyobb teriilet? Ha-
sonlitsd 6ssze a lecke 4. feladatdra kapott vélaszt
a most adott vélasszal! Mit tapasztalsz?
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TUDASPROBA 1I.

94

15

2

Abrazold a kovetkezd fiiggvényt!
x€R  xvo |x+5 -2

A valés szdmok halmazan értelmezett x — x° fiigg-
vényt told el az x tengely mentén (+1,5)-del, az y ten-
gely mentén (—2,5)-del! Abrazold a kapott fiiggvényt!
Hatarozd meg az értékkészletét, szélséértékét, jelle-
mezd a monotonitasat!

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a kovetkezé

fuggvényeket!
D;=[~1;3] flx)=x

— . _ 2
D,=[-1;3] gx) = gxz

Hatarozd meg a fliggvények szélséértékeit, és érték-
készletét!

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a kovetkezd
fiiggvényeket!

x - 3% — 9x és
Hatarozd meg a fiiggvény széls6érték helyét és szél-

xe 3 —9x—1
séértékét!

Egy gép alkatrészeket gyart. A gyartas hasznat (forint-
ban) a cég a kovetkezé fiiggvénnyel szamolja: ordn-
ként x db alkatrész gyartasakor (200 < x < 1600) a
haszon f(x) = —0,01x” + 18x.
a) Mekkora a haszon, ha 500 terméket gyartanak?
b) Mekkora a haszon, ha 800 terméket gyartanak?
c) Mekkora a haszon, ha 1000 terméket gyartanak?
d) Abrézoltuk az f(x) fiilggvényt. Milyen x értéknél
lesz a gép lizemeltetése optimalis? Mennyi az el-
érhet6 legnagyobb haszon?

YA
1
2000
0 NN
0 200 1800 x

TUDASPROBA II.

15

2

9
)

o
)

Abrazold a kovetkezd fiiggvényt!
x€R xe (x—3)7-2

A valés szdmok halmazan értelmezett x — |x| figg-
vényt told el az x tengely mentén (+3,5)-del, az y ten-
gely mentén (—4,5)-del! Abrazold a kapott fiiggvényt!
Hatarozd meg az értékkészletét, szélséértékét, jelle-
mezd a monotonitasat!

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a kovetkezé

fuggvényeket!
D;=[-1;3] f(x) = |«

— . -5
D,=[-1;3] g(x) = §|x|

Hatarozd meg a fliggvények szélséértékeit, és érték-
készletét!

Abrazold kozos koordinata-rendszerben a kovetkezd
fiiggvényeket!

x - 3%+ 9x és X 3% +9x—2
Hatarozd meg a fiiggvény szélsGérték helyét és szél-
sOértékét!

Egy gép alkatrészeket gyart. A gyartas hasznat (forint-
ban) a cég a kovetkezé fiiggvénnyel szamolja: ordn-
ként x db alkatrész gyartasakor (200 < x < 2000) a
haszon f(x) = —0,01x” + 22x.
a) Mekkora a haszon, ha 500 terméket gyartanak?
b) Mekkora a haszon, ha 900 terméket gyartanak?
c) Mekkora a haszon, ha 1200 terméket gyartanak?
d) Abrézoltuk az f(x) fiilggvényt. Milyen x értéknél
lesz a gép lizemeltetése optimalis? Mennyi az el-
érhet6 haszon legnagyobb értéke?

YA

2000

»

2200 *

0
0 200

MASODFOKU FUGGVENYEK



RAADAS

Lattuk, hogy ha a + 0, akkor az x — ax(x — d) figgvény
zérushelyei: 0 és d; széls6értékhelye: % Ez a széls6érték

minimum, ha a > 0, és maximum, haa < 0.

1. Egy3dm-esszakaszt két részre bontunk, a részek folé
egy-egy négyzetet emeliink. Hogyan véltozik a két
négyzet teriiletének osszege tobbféle felosztas esetén?

Megoldas
Latjuk, hogy ha az egyik négyzet oldala ,,nagyon kicsi’, ak-
kor a masik négyzet teriilete majdnem 9 (dm®).

Elsé médszer

[] ]

X 3-x X 3-x X 3-x

Legyen az x barmely, 3-nal kisebb pozitiv szdm. Jeldljiik
T(x)-szel a vizsgalt 0sszeget! Ekkor
T(x)=x"+(3—xP=2x"—6x+9=2(x"—3x)+ 9.
Abrézoljuk a T(x) fiiggvényt!

A grafikonrol leolvashatd, hogyan y A
valtozik T(x), ha x-et véltoztatjuk. 9
N
2
0] 1 x

f(x) = x*— 3x = x(x— 3), ezért az f zérushelyei: 0 és 3.

Ha az x a 0-tdl az 1,5-ig né, akkor T(x) egyre kisebb lesz,
a legkisebb értékét akkor éri el, amikor x = 1,5. Ha ezutan
tovabb néveljiik az x-et, akkor a T(x) egyre nagyobb érté-
keket vesz fel.

A két négyzet teriiletosszegének legkisebb értéke:

T(1,5) = 4,5.

Ezt az értéket akkor kapjuk, ha a
3 dm-es szakaszt két egyenld részre

vagjuk, és ugy emeliink rdjuk négy-

1,5 dm 1,5 dm

zeteket.
Mdsodik médszer

Ha a 3 dm-es szakaszt két egyenld részre bontjuk, és ezekre
allitjuk a négyzeteket, akkor a teriiletek 6sszege

32. lecke | TUDASPROBA

T=15"+1,5"=2-225=4,5(dm?).

1,5+y 1,5-y

Legyen az y egy 1,5-nél kisebb pozitiv szam.

Ha az egyik négyzet oldalai (1,5 + y) dm-esek, akkor
a masikéi (1,5 — y) dm hossztak, a két teriilet Osszege
pedig

T(y)=(L5+yP+ (15— yP=2y"+2-15=

= 2y’ + 4,5 (dm’).

Ez akkor a legkisebb, amikor y = 0, vagyis a két négyzet
ugyanakkora oldalt: T(0) = 4,5 (dm®). Ha az y-t néveljiik,
akkor a két négyzet teriiletdsszege is nagyobb lesz. Mivel az
ynem éri el az 1,5-et, a teriiletdsszegnek nincs legnagyobb

értéke. T(y) A
Azt tapasztaljuk, hogy
45 < T(y) <0o. T i
4,5 4 |
| -
0 1,5 y

2 . Van-e maximalis felszin{i azok kozott a forgashen-
gerek kozott, amelyek tengelymetszetének a keriilete
20 cm?

2a

3. Egy 3 dm-es szakaszt két részre bontunk. Hogyan

valtozik tobbféle felosztds esetén

a) akét rész hosszlsdganak a szorzata;

b) a két rész f6lé emelt négyzetek teriiletének kii-
lonbsége;

c) akétrész f6lé emelt félkorok teriiletének Gsszege;

d) akétrész f5lé emelt szabalyos haromszogek kerti-
letének kiillonbsége?

Y

3dm

3dm
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Abrézold az aldbbi fiiggvényeket derékszogi koordi-
natarendszerben, ahol D, a fiiggvények értelmezési
tartomanyat jeloli!

2) f(x)=3x-5 D, = J-e0; ]

b) f(x)=—%x+3 D, = [0; 8

o fxy=2FT D=1-54]

Allapitsd meg a fiiggvények értékkészletét!

Abrazold az aldbbi fiiggvényeket derékszogli koordi-
nétarendszerben, ahol D, a fiiggvények értelmezési

tartomanyat jeloli!
a) f(x) =|x+7|-1  D;=]-80]
b) f(x) = 3|x|+ 5 D= [0; 00 [

c) f(x)=—=2|x—4|  D;=]—oo; oo

d) f(x) =—|x+1|+3 D;=]-24]

Allapitsd meg a fiiggvények zérushelyeit, majd szd-
molassal végezz ellendérzést!

Abréazold kozos koordinata-rendszerben a valds sza-
mon értelmezett fliggvényeket!

a) f(x) = x| g(x)=15|x|és h(x)= |1"5|
b) fx) =% gx)=15-%és h(x) = 1"25

Melyek azok a valds szamok, melyeket a pontozott
helyekre irva teljesiil, hogy az alabbi, valés szamok
halmazan értelmezett fliggvényeknek egy zérushelye
van?

a) f(x) =8x+ ...

b) flx)=3x"+ ...

c) flx)=—|x+7|+ ...

d) flx) =x"+4x+ ...

A teljes négyzetté kiegészités modszerével alakitsd
a(x - u)* + v alakra az aldbbi fiiggvények hozzaren-
delési szabalyait! A kapott alakrdl olvasd le a tengely-
pont koordinatait!

a) x — x*— 8x

b) x - x*+6x+2

c) x - x'—10x +28

Y

Y

Y

6 = Add meg az aldbbi fiiggvénygrafikonokhoz tartozd

hozzarendelési szabalyt és a fiiggvények értelmezési

tartomanyat!
a) VA
1
o[ 1 x
|
RN ]

i 4

c) 7A

Abrazold az x — 4x” — 8x + 7 fliggvényt tgy, hogy
elészér a x — 4x° —8x fiiggvényt 4brazolod a
zérushelyei és a tengelypontja segitségével!

Abrazold az x — 0,6x° + 1,8x — 5 fiiggvényt ugy,
hogy elészér a x — 0,6x° + 1,8x fiiggvényt abrézolod
a zérushelyei és a tengelypontja segitségével!

Abrazold kozds koordinata-rendszerben az aldbbi,
valds szamok halmazan értelmezett fliggvényeket!
a) x> —2x*—8x és x> —2x—8x+7

b) x — %x2—4x és x %x2—4x—2

MASODFOKU FUGGVENYEK



A grafikonokrdl olvasd le a masodfoku fliggvény
zérushelyeit és tengelypontjat!
Ird fel ezekbél a fiiggvény hozzérendelési szabdlyat!

y
1
o 1 Tx
VA
M
o\ 1 x
y
2
o) 2 x

Adj meg olyan valds szdmot, amelyet a pontozott
helyre irva olyan fiiggvényt kapunk, melynek pon-
tosan egy zérushelye van! A fliggvények értelmezési
tartomdnya a valds szamok halmaza.

flx) =6x"—12x + ...

f)=x+(.) x+9

Hatdrozd meg a kovetkezd, valés szdmok halmazan
értelmezett fliggvények szélséértékét! Melyiknek van
maximuma, melyiknek minimuma?

f(x)=(x—2)+10

g(x) =x* + 10x + 26

h(x)=—(x—1*+9

k(x) = —x* + 12x + 21

Allapitsd meg a kovetkezd fiiggvények szélséértékhe-
lyeit és szélséértékeit!

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

flx)=(x—4)7—1 D;= [2; o0[
flx)=—-2x+8 D,=1-2;3]
flx)=—(x+2)7+4 D= [-31]
flx) =3x" + 6x D,= 1—2;1]
flx)=2x"+8x+7 D,=]—0; —1[

Egy 40 méter magas toronyban fiigg6legesen felfelé
felhajitanak egy kislabdat. A kovetkezé fuggvény azt
adja meg, hogy t masodperc mulva hany méter ma-
gasan van a labda a talajszint f6lott:
h(t) = —5¢ + 10t + 40
Milyen magasan van 1 masodperc, 2 mésodperc,
3 masodperc elteltével a labda?
Abrézold koordinita-rendszerben a labda magas-
sagat az id6 fuggvényében! Alkalmasan valaszd
meg a koordindta-rendszer egységeit!
Mikor van legmagasabban a labda?
Mikor ér a labda a talajszintre?

Egy 40 méter magas toronybdl lefelé hajitunk egy
kislabdat. A kislabda talajszintt6l mért magassagat
t masodperc mulva a kovetkezd fiiggvény adja meg:
h(t) = —5¢ — 10t + 40
Abrazold a fiiggvényt!
Héany masodperc mulva ér foldet a labda?
Hasonlitsd 6ssze a grafikont a 14. feladat grafi-
konjaval!
A Kkislabda magassdga minden pillanatban meg-
egyezik egy olyan test magassagaval, amelyet egy
masik, magasabb toronybdl, kezdésebesség nélkiil,
néhany masodperccel hamarabb elejtettek. Milyen
magas lenne ez a masik torony, és hany masod-
perccel hamarabb kellett volna elejteni a testet?

Add meg a p paraméter értékét ugy, hogy a fiiggvény
(—3)-ban vegye fel a szélsdértékét!

x4 +px—3

Mennyi a fuggvény széls6értéke? Ez minimum vagy
maximum?

Az alabbi fiiggvénynek két zérushelye van, 0-ban és
5-ben. Mennyi a paraméterek értéke?
x> —0,6x +bx+c

Abrézold a figgvényt!

[-1;35] > R x =~ |—2x"+ 6x]

Hatarozd meg a széls6értékeit, szélséérték-helyeit és
az értékkészletét!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1.

98

Oldjuk meg a teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetke-
26 egyenletet x* — 6x + 8 = 0!

Megoldds

®—6x =—8;

X —6x+9=—8+9=1;
(x=3) =1

x—3=1vagy x—3=-1.
Hax—3=1,akkorx=1+3=4;

ha x—3=—-1,akkorx=—1+3=2.

Tehat ennek az egyenletnek két gyoke van, a 2 és a 4.

Az Okorban érdekes dbrakon keresztiil oldottak meg
ilyen feladatokat. Figyeld meg az x* + 6x — 7 =0
egyenlet megolddsat, egy régi mddszer segitségével!
Atrendezve: x*+6x=7

X +3x+3x=7.
Készitsiik el ehhez a kovetkezd abrat:

X 3
x| x 3x
3 3x

Az 4bra teriilete tehdt x° + 6x. Egészitsiik ki négyzetté:

X 3
x| x 3x
3 3x 9

ALGEBRAI ATALAKITASOK

A négyzet teriilete (x + 3)°. Ugyanakkor ez 9-cel na-
gyobb, mint az els¢ abra. Ezért:
(x+3)P>=7+9=16.

Ebbol: x + 3 =4 vagy x + 3 = —4,

Atrendezve: x =1vagy x=—7.

Van-e zérushelye az f masodfoku fiiggvénynek, és ha
van, akkor melyik szam az?

a) flx)=x"+4x—21

b) flx)=x"+4x+ 4

c) flx)=x"+4x+12

Megoldds

a)

b)

Az a kérdés, van-e megoldasa a valds szamok halmazan
az x* + 4x — 21 = 0 mésodfoku egyenletnek.
Alkalmazzuk a teljes négyzetté alakitas modszerét:
(x+2)—4—21=0,

(x4 2y = 25.

Ebbél kovetkezik, hogy

x+2=5=x=3 vagy x+2=-5=x=-7.
Tehat az f fliggvénynek két zérushelye van: a 3 ésa (—7).

X+ 4x+4=0,

(x+2y¢=0,

x+2=0,

x=-2.

Az f fiiggvénynek egy zérushelye van, a (=2).

¥4+ 4x+12 =0,

(x+2y—4+12=0,

(x+2y=-8.

Ennek az egyenletnek nincs valds megoldasa, az f fiigg-
vénynek tehat nincs zérushelye.

MASODFOKU EGYENLETEK



FELADAT

1 5 Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket! Toltsd ki a tablazatot a masodik oszlop alapjan! Melyik az az eset, amikor
nincs megoldasa az egyenletnek?

a) ¥ +6x+8=0 b) ¥ —14x+33=0 c) x* —10x + 27 = 0d) X +3x—10=0
Az egyenlet X+6x+8=0 X —14x+33=0 X —10x+27=0 X +3x—10=0
Teljes négyzetté (x+3’—9+8=0
alakitas (x+3)7°=1
Megoldés x+3=1=x=—2vagy
x+3=-1=>x=—4
Az egyenlet gyokei —2 és —4
A gyokok Gsszege  —6

A gyokok szorzata 8

Megjegyzés: A gyokok Osszege és szorzata érdekes kapcsolatot mutat a kiindulasi egyenletekben szerepld egyiitt-
hatokkal. Erre majd egy kés6bbi leckében visszatériink.

2 s Oldd meg teljes négyzetté kiegészitéssel a kovetkez6 egyenleteket!

a) x¥*+2x=15 b) x*+3x=28 c) ¥—12x+20=0 d) ¥*+10x+16=0

3 5 Oldd meg az egyenleteket:

a) 3x° =48 h) ¥ —5x=0 c) —x*+8x—12=0.

4 = Egy térsasigban mindenki mindenkivel egyszer kezet fogott. Osszesen 55 kézfogds tortént. Hinyan vannak a
tarsasagban?

HAZI FELADAT

1 s Oldd meg a teljes négyzetté kiegészités modszeré- Van-e zérushelye a kovetkez6 figgvényeknek, és ha

E

vel az alabbi egyenleteket!
a) X+ 14x=15

van, akkor melyik szam az?
a) f(x) =x" + 4,6x

b) g(x) =x"+9,2x + 21

c) h(x)=x"—1,8x+ 2,1

b) x*+9,6x=10,6

2 s Oldd meg az egyenleteket!
a) x’—9x+21,25=0 b) x*—6561=10

RAADAS

1 s Egy tréfas kedvii kereskedd annyi forintért kinalta az

Bence egy rajzlapra ,pontokat” rajzolt, Csilla pedig

Y

alma kil6jat, ahany kil6 almat vitt a piacra. Amikor
mar eladott 30 kil6t, akkor 4j drat irt ki: ez ismét csak
annyi forint volt, ahdny kil6 alma még eladatlan ma-
radt. Ezen az aron eladta az 6sszes megmaradt alma-
jét. Igy annyi lett a bevétele, mintha az egész mennyi-
séget 79 forintos kilonkénti dron adta volna el. Hany
kilé almat vitt a piacra a keresked6?

33. lecke | EGYENLETEK, ALGEBRAI ATALAKITASOK

minden lehetséges mdédon egy-egy ,egyenest” rajzolt

két-két megadott ponton at.

a) Legfeljebb hany kiilonb6z6 egyenest rajzolhatott
Csilla, ha Bence 3 pontot adott meg?

b) Megadhat-e Bence 5 pontot tigy, hogy Csilla csak
egy egyenest tudjon rajzolni?

c) Csilla végiil 21 egyenest tudott megrajzolni. Leg-
alabb hany pontot rajzolt a rajzlapra Bence?

929



3 4 A MASODFOKU EGYENLET

MEGOLDOKEPLETE

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket:
a)3x’+5x+1=0 b) ax’* + bx + c= 0, ahol a + 0.

Megoldds
a) 3x°+5x+1=0 b) ax’+ bx+c=0,ahola + 0.
Szorozzuk meg az egyenletet 4-3=12-vel! Szorozzuk meg az egyenletet 4a-val!
36x" + 60x +12=0 4a°x” + 4abx + 4ac =0
36x" + 60x = —12 4a’x’ + 4abx = —4ac
A bal oldal alakitasahoz hasznaljuk fel, hogy A bal oldal alakitasahoz hasznaljuk fel, hogy
(6x + 5)* = 36x" + 60x + 25 (2ax + b)* = 4a’x* + 4abx + V*
Ezt felhasznalva: Ezt felhasznalva:
(6x+5)°—25=—12 (2ax + b)* — b’ = —4ac
(6x+5)=25—12=13 (2ax + b)* = b* — 4ac
Innentdl a gondolatmenetiink 3-felé valik:
Ebbél (6x + 5) értéke v'13 vagy —v'13 . 1. Ha b’ — 4ac < 0, akkor nincs megoldas.
6x=—-5+ 13 vagy 6x=—5—13. 2. Hab®— 4ac =0, akkor
x=% Vetgyx:% (2ax + b)* = 0, s ebbdl 2ax = —b, x=—2h—a
3. Hab’— 4ac > 0, akkor
2ax +b=vb*—4ac vagy 2ax+b=—+vb>— dac;
2ax=—b+ Vb*— dac vagy 2ax=—b— vb’>— dac;
X = ——b+\/21212—74ac vagy x:—_b_‘/zl;z_Tac.

Ha az a, a b és a c betli egy-egy adott valés szamot jeldl, ahol a # 0, akkor az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenletnek 0, 1 vagy
2 gyoke van a valés szamok korében.
Ha b* — 4ac < 0, akkor az egyenletnek nincs gydke a valos szdmok kérében.

Ha b” — 4ac = 0, akkor az egyenletnek 1 gyoke van, a (— L) szam. Ezt az egyenlet kettés gyokének (vagy kétszeres gyo-

2a
kének) nevezik.

—b+ vb*— dac ésa—b—x/bz—élac
2a

Ha b* — 4ac > 0, akkor az egyenletnek 2 gydke van, a 2 szam.
/1,2
Ezt a két gyokot egyiitt igy szoktuk felirni: xi,, = _bizb—a_‘w.

Ez a mdsodfokii egyenlet megoldoképlete.

Lithaté, hogy a gyokok szdma attdl fiigg, hogy a (b° — 4ac) szdm negativ, 0 vagy pozitiv.

A (b* — 4ac) szamot a masodfoku egyenlet diszkriminansanak nevezziik és D-vel jelsljiik.
(A diszkrimindns latin eredet(i sz0, eredeti jelentése: megkiilonboztetd, osztdlyozé.)
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Példaul
—a3x’+7x+ 5 =0 egyenlet esetében a = 3, b=7ésc=5,adiszkriminans D=7"—4-3-5=49—-60=—11 < 0,

ezért ennek az egyenletnek nincs gyoke;

—azx’+ 8x + 16 = 0 egyenlet esetében a = 1, b = 8 és c = 16, a diszkrimindns D=8 —4-1- 16 =64 — 64 =0,

ezért ennek az egyenletnek egy gyoke van, mégpedig x = —

mert x> + 8x + 16 = (x + 4)%);

b __8_

2 =3 —4; (ezt egyszer(ibben is megkaphatjuk,

- a 2x* 4+ 15x — 3 = 0 egyenlet esetében a = 2, b = 15 és ¢ = —3, a diszkrimindns D = 15" — 4- 2- (—3) =225+ 24 =249 > 0,

ezért ennek az egyenletnek két gyoke van: x,, =

_ —15+ /249
4

—15+15,78
4

X

FELADAT

1S

25

3

Oldd meg a megolddképlet segitségével az egyen-
leteket!

a) 4 +12x=27=0;  h) 55 +4x—9=0.
Oldd meg a megoldoképlet segitségével a kovetke-
z6 egyenleteket!

a) —2x*—3x+44=0

b) 6-5x+x*=0

c) 5x°4+11x =8

Vizsgald az x ——0,12x” + 80x — 10 000 masodfo-
ku fuggvényt!

HAZI FELADAT

15

25

0Oldd meg a megoldoképlet segitségével az egyen-
leteket!
a) X’ +25x—6=0 b) 12 —8x—15=0.

Oldd meg a megolddképlet segitségével az egyen-
leteket! Ahol sziikséges, rendezd megfeleld alakba
az egyenletet!

RAADAS

0Oldd meg a megoldoképlet segitségével a masodfoku egyenleteket!

a) «°

b) x*

—(1+x/§)x+§:0
—(1—ﬁ)x—§=o

—15++v249 _ —15++249
2-2 4 ’

4

e
Y

W
Y

0,195, x, = —15=v249 151578 |, coc

4

a) Hatarozd meg a fiiggvény zérushelyeit a megol-
doképlet segitségével!

b) Vézold a fiiggvény grafikonjat!

c) Allapitsd meg, hol van szélséértéke a fiiggvény-
nek, és mennyi annak az értéke!

Egészitsd ki a 3x° + 6x + ... = 0 egyenletet ugy,
hogy az R alaphalmazon
a) 2; b) 1;
gyoke legyen!

c) 0

a) 6x*—40=x
b) 35— 36x=—9x

Vazold a zérushelyek és a tengelypont segitségével
az f:x ——2x"+ 4x + 10,5 fiiggvény grafikonjat!

34. lecke | A MASODFOKU EGYENLET MEGOLDOKEPLETE

101



35

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg az egyenleteket!
1. 02X +44x=17

Megoldds:

Rendezziik az egyenletet:

—0,2x" +4,4x—17=0

A szamologépnek ,,mindegy”, de a hibalehetéségek csok-
kentése érdekében érdemes osztani (—0,2)-vel, hogy az x*
egyltthat6ja pozitiv legyen, és egész szam:

X —22x+85=0

Megoldoképletbdl: x, = 17 és x, = 5.

2. 6x—7x=0.

Megoldds:

Ezt az egyenletet szorzatta alakitassal is megoldhatjuk. Ha
azonban a megolddképletet szeretnénk haszndlni, akkor fi-
gyeljiink arra, hogy az egyiitthatok: a = 6; b = —7 és ¢ = 0.
A megoldasok: 0 és %

FELADAT

102

1 = Oldd meg az egyenletet a val6s szamok halmazan!
a) 3x’+8x=0 b) —9%°+27=0

Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan!
a) 7x —2lx+3=x"+8x—6
b) 12x* —22x —3=2x"+7x+ 18

25

Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan!
a) (x—4P+ (x+2°=29—x
b) Bx—1)"=(2x+3)’ =17

Hatdrozd meg a kovetkez6 fliggvény zérushelyeit!

i
)

Ertelmezési tartomany a valés szémok halmaza.

2
2 pxe X425

2
i
A xo e+ 2" 3 6

ALKALMAZZUK

A MEGOLDOKEPLETET!

3. (2x—57+(x+3)’=25

Megoldds:

Ahhoz, hogy a megoldéképletet hasznalni tudjuk, bontsuk
fel a zardjeleket, majd rendezziik az egyenletet:

4% —20x+ 25+ x* +6x+9=25

55— 14x+9=0

A megoldasok: 1 és 1,8.

3x°=11 , x*+1 _ 5x+3
4. 2 T3 T s

Megoldds:

Szorozzuk az egyenletet 6-tal, majd rendezziik a megfeleld
alakra:

338 —11) +2(x*+1)=5x+3
9x’—33+2x"+2=5x+3

11x* = 5x—34=0

34

Megoldoképlettel: x = 2 vagy x = IR

5 5 Azax’+ bx + ¢ = 0 alakia masodfoku egyenleteket
a megoldoképlet segitségével oldunk meg. A kép-
letbe behelyettesitve ezeket kaptuk:

6+4/36—4-2-25
a) x,= )
+
b) x,,= 8_6«/ 16

Ird fel mésodfoku egyenleteket!

6 5 Add meg a hidnyz6 egyiitthato értékét ugy, hogy az
egyenlet diszkriminansa 0 legyen!
a) 7xX +6x+...=0 c) 2 +...x=9=0
b) ..x*—5x—2=0

Osszeszoroztunk két egymast kdvetd egész szdmot.

=]
Y

Az eredmény 1332. Melyik ez a két szam? Hany
megoldasa van a feladatnak?

MASODFOKU EGYENLETEK



HAZI FELADAT

RAADAS

1.

1 = Oldd meg az egyenletet a valés szamok halmazan! 3 5 Osszeszoroztunk egy egész szdmot egy néla 6-tal
a) X —12x+7=x"+8x+7 kisebb szammal. Az eredmény 391. Melyik ez a két
b) 9,6x* +2,5x + 3,2 =2,1x*+ 2,5x + 5,7 szam? Hany megoldds van?

25 a) (x+57+ (x—4)°=118—x
b) Bx—7)*= (7x + 3)*+ 48

Némely szdmoldgép segitségével konnyedén meghatarozhatod a masod-
fokd egyenlet mindkét megoldasat. Ezt a funkcidt tobbnyire a
gomb megnyomasaval tudod elérni. Itt valaszd ki az (equation =
egyenlet) opciét, majd ezen beliil a masodfokt egyenletet ([QUAD) vagy
o’ + bx +c=0D)!

Az egyenlet egyiitthatdit az a, b, c értékek alatt adhatod meg, az (=) gomb
megnyomasaval. A negativ egyiitthatok megadasdhoz hasznald a
gombot! A mez8k kozott a nyilgombok segitségével is mozoghatsz. Az
utolsé egyiitthaté megadasa utén az (=) gomb ismételt megnyomaésaval
kapod meg az elsé és a masodik megoldast is. Az egyitthatok kozott a
fel-le gombokkal is tudsz valtani.

Probald ki a szamoldgépedet az dran megoldott feladatok végeredmé-
nyeinek ellenérzésére!

Y

a) Szamold ki és figyeld meg a kovetkezd egyenletek gyokeit!
10x* —29x + 10 =0
6x" +13x+6=0

b) Bizonyitsd be, hogy ha egy méasodfoku egyenlet ltalanos alak-
jaban a = ¢, akkor az egyenlet gyokei (ha vannak), egymads
reciprokai!

C) Mely B és C értékekre lesz az x* + Bx + C = 0 masodfoku egyen-
letnek pontosan két gyoke, melyek egymas reciprokai?

35. lecke | ALKALMAZZUK A MEGOLDOKEPLETET!
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36 DISZKRIMINANS

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyik egyenletnek hany gyoke van?

5°—3x+1=0 —7xX+x+4=0  10x"—29x+10=0
Megoldds
Az egyenlet a b c Diszkrimindns Gy?kok
Szama
5¢—3x+1=0 5 -3 1 9-20<0 0
—7X +x+4=0 -7 1 4 14+112>0 2
104 —29x+10=0 10 —29 10 841 —400> 0 2
FELADAT
1 5 Toltsd ki a tablazatot a fiizetedben!
Az egyenlet a b ¢ Diszkrimindns Gy?kok
Szama
9% —5x—1=0
X +x—4=0
X —38x=0
16x° + 9 = 24x

2 = Oldd meg az egyenleteket!
a) —0,25x>—1,25x+1,5=0
b) 47x = 42 +10x>
c) 774 25x4+2x*=0

HAZI FELADAT

1 = Oldd meg az egyenleteket!
a) 0,125x*>— 3,125x+18= 0
b) 16 — 255> =0
c) 7x—0,1x*=0

2 s Hatdrozd meg, hogy a kovetkez6 egyenletek koziil
mely esetben lesz a diszkrimindns pozitiv, negativ,
illetve 0?

104

Felhasznaltuk, hogy

w
)

=
)

o1
)

w
Y

a masodfoku egyenlet gyokeinek szama a diszkrimi-
nanstol fiigg;

az ax’ + bx + ¢ = 0 (a # 0) egyenlet diszkrimindnsa:
b® — dac.

Van-e harom olyan egymast kovet6 egész szam,
amelyek négyzetének dsszege egyenld a kovetkezd
két egész szam négyzetének Osszegével? Ha van,
melyik ez a harom egész szam, ha nincs, miért
nincs?

[rj az x* 4+ bx — 12 = 0 egyenletbe a b betli helyé-
re valos szamokat! Lehetséges-e, biztos-e, lehetet-
len-e, hogy a gyokok szama
a) 0; b) 1; c) 22

Oldd meg az el6z6 feladatot az x* + bx + 12 = 0
egyenlet esetére vonatkozdan is!

a) %(x—S)Z—%zé

b) 2—x)—(B3—xy=(6—x)
x—1v¢ 1 _ /3x—1y, 7

o () te=(T7 )t

Melyik az a hidrom egymast kovetd egész szdm,
amelyek koziil a kozépsé 1-gyel nagyobb, mint az
els és a harmadik szam szorzata?

MASODFOKU EGYENLETEK



RAADAS

1 S Bhdszkara, az egyik leghiresebb hindu tudés a XII. szazad kozepén élt Udzsainban. Azt irjak réla, hogy megtalalta az

x> — 45x = 250 mésodfoku egyenlet pozitiv gyokét. Vajon hogyan?
a) Keresd meg az egyenlet mindkét gyokét a megolddképlettel!

b) Bontsd 2 tényezd szorzatdra az (x* — 45x)-et is és a 250-et is, ennek alapjan keresd meg a pozitiv gyokét!

c) Talald ki, hogyan kaphatnad meg ugyanebbdl a szorzatalakbdl az egyenlet negativ gyokét!

2 5 Bhdszkara arrdl is hires, hogy irt a lednya szamara egy feladatgytijteményt, Lilavati (elblivol6) cimen. Ebbdl vettiik a

kovetkez6 versikét:

A majmok két vig csapatban
jatszadoznak egy lugasban.
Nyolcadrésziik négyzetét vedd,
s megtudod, hany verekedett.

3 s Melyik egyenletnek hany gyoke van?
X+4V3x+12=0 - 4Y/2x+6=0
u’— uk— 6k>= 0 (uazismeretlen, k pedig paraméter)

u’+ uk — 6k> = 0 (kaz ismeretlen, u pedig paraméter)

Megoldds
Az egyenlet a b c

P+ 4V3x+12=0 1 43 12
X —4/2x+6=0 1 —4v2 6

2 2 _
u —uk4— 6k*=0 ) ) 1 —k —6k2
Itt u az ismeretlen, a k pedig paraméter

2 2 _
u*+ uk — 6k =0 —6 u £

Itt k az ismeretlen, az u pedig paraméter

4 s Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a megoldoképlettel!
u’+ ku — 6k* = 0, ahol k egy valés paraméter.

Megoldds

A diszkriminéns: k* — 4 - 1-(—6k*) = 25k> = (5k .

A diszkriminans k minden értéke esetén nemnegativ, azaz a megadott egyenletnek minden esetben van megoldasa. Két

esetet kiilonboztetiink meg.

Amott tizenketten vannak,

hangoskodnak, ugrandoznak.

Mondd meg gyorsan, hdny majom van

Osszesen a két csoportban!

Diszkriminans
48—48=0

32-24>0

k*—4-1-(—6k*)=25k>>0

u'—4-(=6)-u*=25u>>0

Gyokok szama
1

2

k-tol fiiggben 1 vagy 2

u-tol fiiggben 1 vagy 2

- Ha k = 0, akkor az u® + ku — 6k’ = 0 egyenlet az u* = 0 egyenletet adja. Ennek egyetlen megolddsa a 0.

/ 2
—Hak;éO,akkorum:_kiZZSk =_k§5k; u, 3

_ —k+ 5k

=2k é u,= >

Ebben az esetben tehat az egyenlet megolddshalmaza kételemii: {—3k; 2k}.

0Oldd meg az el6z6 feladat maradék harom egyenletét is a megoldoképlet segitségével!

—k=5k _ 3.

5 s Adjuk meg az m valds paraméter értékét gy, hogy az egyenletnek egyetlen valés megolddsa legyen!

a) x>—4m=0 b) x*4+2mx+5m—4=0

36. lecke | DISZKRIMINANS
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37 POLINOM GYOKTENYEZOS ALAKJA

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Készitsink olyan masodfoku egyenletet, melynek Beszorozva:
gyokei 2 és 5. (x=5)(x—2)=x*—5x—2x+10= x*— 7x + 10.
Az (x — 5)(x — 2) = 0 4llitas akkor és csakis akkor Tehat az x* — 7x + 10 = 0 egyenlet gyokei: 2 és 5.
igaz, ha x — 5 = 0 (ami azt jelenti, hogy x = 5) vagy
x — 2 = 0 (ami azt jelenti, hogy x = 2). Vagyis az Azt mondjuk, hogy az (x — 5)(x — 2) forma az
(x — 5)(x — 2) = 0 egyenlet gyokei: 2 és 5. x> — 7x + 10 polinom gydktényezés alakja.

FELADAT

1 = Készits te is masodfokd egyenleteket!
Az egyenlet gyOkei legyenek: a) 1és3 b)) 2és—4 c¢) 7és8 d) —6és—5

Legyenek a, b és c adott valds szdmok, és a # 0. Foglalkozzunk az ax” + bx + ¢ masodfokd polinommal!
— Azokat a szdmokat, amelyeket az x helyébe irva ax’ + bx + ¢ = 0, a polinom zérushelyeinek mondjuk.
- Bizonyithaté, hogy ha az ax’ + bx + ¢ polinom zérushelyei x, és x,, akkor ax’ + bx + ¢ = a(x — x)(x — x,).
Ezt az utdbbi alakot a polinom gyoktényezds alakjanak nevezziik.
Példdul
- a3x’— x—2=0egyenlet gyokei 1 és (— %), ezérta 3x” — x — 2 polinom gydktényezds alakja 3(x — 1)<x + %),
- a3x’ — x + 2 = 0 egyenletnek a valés szimok halmazaban nincs gyéke, ezért a 3x* — x + 2 polinomnak nincs gy6k-
tényezds alakja.
- a 4x> — 12x + 9 polinomnak egy gydke van, az 1,5; a polinom gyoktényezés alakja 4(x — 1,5)(x — 1,5).

Megjegyzés
Az 1,5-et 4x* — 12x + 9 = 0 egyenlet kettés gyokének (vagy kétszeres gyokének) nevezziik.

FELADAT

2 = Alakitsd szorzatta a gyoktényezés alak segitségével a masodfoku polinomokat!
a) 2x*—9x—5 b) 5x*+13x+ 8
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KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Keressiink dsszefiiggéstaz x’ — 10x + 16 =0 egyenlet Végezziik el a bal oldali szorzast:
gyokei és egyiitthatdi kozott! (x—2)(x—8)=x"—2x—8x+2-8=x—(2+8)x+2-8
A masodfoku egyenlet egyiitthatdi ebben a feladatban

Megolds koénnyen megkaphatok a gyokokbél: b a két gyok osszegé-
A megoldoképlet segitségével megkaphatjuk, hogy a két nek ellentettje, ¢ pedig a két gyok szorzata. Ez maskor is
gyok 2 és 8. Hasznaljuk a polinom gyoktényezds alakjat! teljesiil, ha az egyenlet féegyiitthat6ja: a = 1.

(x—2)(x—8) =x"—10x+ 16

Az x* — 10x + 16 = 0 egyenlet két gyoke: 2 és 8. Ezeknek az dsszege 10 (az x egyiitthatéjanak az ellentettje), szorzata 16
(a nulladfoka tag);

az x> + 7x — 18 = 0 egyenlet két gyoke: 2 és —9 . Ezeknek az dsszege (—7) (az x egyiitthatéjinak az ellentettje), szorzata
(—18) (a nulladfoka tag).

Altalanosan is igaz:

Ha g, b, c adott valés szamok, a # 0 és az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenlet két gyoke x, és x,,
b 4 ¢

akkor x, + x, =— g bx =

Ezt a két képletet a mdsodfokii egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozotti dsszefiiggéseknek, masképp: Viete-formuldknak nevezzik.

Példaul a 3x° — 8x + 4 = 0 egyenlet két gydke 2, illetve % A gyokok osszege éppen %, a szorzatuk pedig %

FELADAT

3 - Oldd meg a 6x* — 23x + 20 = 0 egyenletet a 5 s Adj meg olyan egész egyiitthatds, masodfoku

Y

megoldoképlettel! Ellenérizd a Viéte-formuldkat! egyenletet, melynek gyokei
1 g 1 2 4 4
a) 3 és 4 b) - és 9

4 = A gyokok kiszamitasa nélkiil valaszolj a kérdésekre

a6x’ — 7x + 2 = 0 egyenletrdl: 6 = Egy egyenletrél ennyit tudunk: x* + ... x + 12 =0.
a) Hany valds gyoke van? Mi lehet a kozépsd tag egyiitthat6ja, ha tudjuk,
b) Mennyi a gyokok Osszege? hogy minden egyiitthat6 egész szém, és az egyenlet
c) Mennyi a gyokok szorzata? gyokei is egész szamok?

HAZI FELADAT

1 5 Alakitsd szorzatta a gyoktényezds alak segitségével 3 5 Adj meg olyan egész egyiitthatds polinomot, mely-
a masodfoku polinomokat! nek zérushelyei:
a) x>— 26x+120 c) 10x*+ x — 21 a) 2 & L,
b) x’—7x—18 d) —5x*+17x—14 S
_6 4 9
b) - és >

2 - Oldd meg a 12" — 17x + 6 = 0 egyenletet a meg-
oldoképlettel! Ellendrizd, érvényesek-e itt a Viete-

formuldk!
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SCERERN | KALMAZZUK A VIETE-FORMULAKAT!

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Mely szamok lehetnek az x* — 5x + 6 = 0 egyenlet
gyokei, és melyek az x* + 8x — 9 = 0 egyenlet gydkei?

Megoldds

Az x*— 5x + 6 =0 egyenlet esetében a gyokok dsszege 5 és
a szorzatuk 6. Ez a 2-re és a 3-ra igaz, tehdt a gyokok 2 és 3;
az x* + 8x — 9 = 0 egyenlet esetében a gyokdk sszege (—8)
és a szorzatuk (—9). Ez az 1-re és a (—9)-re igaz, tehdt a
gyokok: 1 és —9.

A megoldasokat fejben ellenérizhetjiik.

FELADAT

1 5 Oldd meg fejben a kovetkezé masodfoku egyenle-

teket!

a) X’ —6x+8=0 ¢) X +7x+10=0

b) x*—12x+20=0 d) ¥*+x-20 =0
2 5 Két szam négyzetének Osszegét a szamok kiszami-

tasa nélkill meghatdrozhatjuk csak az 6sszegiikb6l
és a szorzatukbol.

a* + b* = (a + b)> — 2(ab). Alkalmazd ezt az sz-
szefliggést, valamint a Viéte-formuldkat, és hata-
rozd meg az egyenletek gyokeinek négyzetosszegét
anélkiil, hogy a gyokoket kiszamolnad! Erdekesség,
hogy ez az eljaras akkor is ad egy eredményt, ha
az egyenletnek nincsenek valds gyokei. Ezért min-
denképpen ellenérizd a diszkriminans segitségé-
vel, hogy vannak-e val6s gyokok!

a) X +4x+7=0 b) X +4x—7=0

KIDOLGOZOTT FELADAT

108

2. A brilians értéke egyenesen ardnyos a tomegének
négyzetével.

a) Mutassuk meg, hogy ha egy 12 karatos (1 karat =

= 0,2 gramm) brilianst kettévagunk, akkor értéke
csokken!

Egy masodfoku egyenletet latva, melynek fSegyiitthato

1, elgondolkozhatunk azon, tudunk-e mondani két olyan
szamot, melyek szorzata az egyenlet konstans tagja, 6sz-
szege pedig az egyenlet els6foku egyiitthatdjanak ellen-
tettje. Ha egész szamok kozott keressiik a megoldasokat,
akkor azt futtassuk végig magunkban, vajon milyen mé-
don tudjuk két egész szam szorzataként felirni a konstans
tagot. Van-e ezek kozott olyan, hogy a két egész szam
oOsszege épp az elséfoku tag egyiitthatdjanak ellentettje?

35 A2x*+ 3x — 7 = 0 egyenletben hatdrozd meg a
gyokok kiszamitasa nélkil:
a) a gyokok recpirokdnak 9sszegét,
b) a gyokok kobeinek dsszegét!
Ellendrizd, hogy vannak-e valos gyokok!

A A2x"—3x—7=0 egyenletben hatdrozd meg a
gyokok kiszamitasa nélkil:
a) a gyokok kiillonbségének négyzetét,
b) a gyokok kiilonbségét,
c) agyokok négyzeteinek killonbségét!
Ellenérizd, hogy vannak-e valds gyokok!

b) Igazoljuk, hogy a két részre
darabolds utan akkor lesz
a két darab egyiittes érté-
ke a legkisebb, ha mind-
két darab 6 karétos!

MASODFOKU EGYENLETEK



Megoldds Ez pedig minden esetben igaz, ha 0 < x < 12, hiszen

a) A brilidns értéke E = k-m?, ahol k egy (pozitiv) ard- x®—12x = x(x —12), és itt a szorzat két tényezdje
nyossagi tényezd. Ez a tényezd azt mutatja meg, hogy kilonboz6 eléjeld.
mennyi az 1 karatos brilidns értéke. Ezzel belattuk, hogy a brilians értéke csékken, ha két
Az eredeti 12 karatos brilians értéke darabra vagjuk.

E =k 12°= 144 k.
Ha ezt kettévagjuk, és az egyik darab tomege x karat b) Mivel E,= 2k-(x—6)+72-k, ezért a két darab

(0 < x < 12), akkor a masik darab tomege 12 — x egylittes értéke abban az esetben lesz a legkisebb, ha
karét. A két darab értékének dsszege: x = 6. Bz pedig azt jelenti, hogy éppen két egyenl§ to-
Ey=k-x*+ k(12— x)? = k- (2x* — 24x + 144). megl darabra vagtuk szét a brilianst.

Azt kell bizonyitanunk, hogy Az is lathato, hogy ebben az esetben a két darab
k-(2x%— 24x +144) <144 -k, ha 0 < x < 12. egylittesen is csak az eredeti értéknek a felét éri
A pozitiv k-val mindkét oldalt elosztva és rendezve az (144 - khelyett csak 72 - k az érteke).

x*— 12x < 0 egyenlétlenséghez jutunk.

FELADAT

5 s Mutasd meg, hogy ha az eredeti brilianst ketténél tobb darabra vagjuk szét, akkor is csokken az értéke!

HAZI FELADAT

1 s Oldd meg fejben a masodfoku egyenleteket! 3 s Irj fel olyan mdsodfoku egyenletet, melynek két
a) ¥ —25x+100=0 ¢) ¥+7x—78=0 gyoke a 4x” + 3x — 5 = 0 egyenlet gydkeinek
b) X —5x—36=0 d) ¥ +0,2x — 0,48 =0 a) ellentettje;

b) reciprokal!

25 A 6x° — 1lx - 2 = 0 egyenletben hatirozd meg
a gyokok kiszamitasa nélkil a két gyok négyzete
reciprokdnak osszegét!

Ellenérizd, hogy vannak-e valos gy6kok!

EMELT SZINT

Bizonyitsuk be a Viéte-formulakat!

Legyen az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenlet két gydke x, és x,, jeloljitkk D-vel a (b° — 4ac) diszkrimindnst. Ekkor a megoldéképletnek

b+ D —b— D
2a 2a

megfelel6en x, =

és x, = . Irjuk fel a gyokok 6sszegét és szorzatét!

b4 D, —b-D _ 26 _ b,
X+ x, = ot 72 =5, -4
x-x=_b+*/3,—b—«/3:(—b)2—D:bz—(b2—4a6)=ﬂ:£
12 2a 2a 4q° 4q° 40> a’

Ezt akartuk bizonyitani.

[Frangois Viete (1540-1603) francia matematikus volt. Az 6 nevéhez fiiz6dik a masodfokad egyenlet
megoldasainak betiik segitségével torténd felirdsa és a tételben szerepld két dsszefiiggés is. O volt az
els6, aki fel tudta irni a 7-t egy sorozat elemeinek szorzataként:

. 2 , 2 ) 2 .
V2 242 Vaudar V2 Vasdasvarsa

Descartes — noha ezt egész életében tagadta — nagy valdszintiséggel Viete miiveire is alapozta sajat

algebrai és geometriai munkdssagat.]
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3 8 CSOPORTVERSENY

CSOPORTMUNKA

Alkossatok négyf6s csoportokat!

1 5 Oldjatok meg az 1-4. feladatokat, a 4. feladat eredményét irjatok fel a tablara! Az a csoport nyer, amelyik el6szor irja fel

ajo eredményt. A verseny addig tart, amig mindegyik csoport felirja eredményét a tabldra. Ez alatt az id6 alatt mind-
) y g g gy P ) y

egyik csoport egyszer javithat.

Jo tandcs: érdemes egy kicsit gondolkozni, mielStt nekiugrotok a megoldoképletnek! Egyes esetekben szdmolas nélkiil is fe-

lelhettek a kérdésekre.

1. feladat

Mik az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenlet gydkei, ha ebben az egyenletben
az a szém az X’ — 7x + 6 = 0 egyenlet nagyobbik gydke,

5—x _ 15— 4x
2x—1 3x+1
a ¢ szam pedig a (3x + 7)(3x + 5) = 0 egyenlet gyokeinek az dsszege?

abszim az

egyenlet gyoke,

2. feladat

Mennyi az ax” + bx + ¢ = 0 egyenlet gyokeinek a szorzata, ha ebben az egyenletben
az a szam a 4x*— 12x + 9 = 0 egyenlet gyokeinek a szdma;

b=-1,

a ¢ szam pedig az x(3x + 4) = 4 egyenlet kisebbik gyoke?

3. feladat
Allapitsatok meg, hogy a kovetkezd egyenletek koziil melyiknek hany gydke van!

(x+7)5—x)=8, x*=6x 4 +x—3=0,
—3x*+2x=1, 5—x*=6x+14, 2x*—7x+5=0.
4. feladat

Szamitsatok ki, mennyia (K+ L)- N- (M — P) szorzat!

A két gyokot jeloljétek a K és az
L bettivel!

Az eredményt jeloljétek az M
betiivel!

A kapott 6 szdm 0Osszegét jelol-
jétek N-nel, a 6 szdm szorzatdt
pedig P-vel!

A kapott szamot irjdtok fel a
tabldra! Zdréjelben tiintessétek
fel a felirds id6pontjdt!

D 5 Azelsd 3 helyezett csapat bemutatja, milyen egyszertt mddszereket alkalmazott (példdul melyik egyenletet nem kellett

megoldoképlettel megoldania, melyik esetben nem volt sziiksége még a diszkriminans felirasara sem).

HAZI FELADAT

110

1 5 Az alabbi masodfokd egyenletek koziil melyikrél

2 5 Alakitsd els6fokd polinomok szorzatéva a kovetke-

dontheté el a diszkrimindns kiszdmitdsa nélkil,
hogy két killonbo6z6 gyoke van, vagy hogy nincs
gyoke? Miért?

a) 3x°+5=0 c) —2,8x*—7,3x +1,24 = 0
b) 3x’+11x— 9,6 =0 d) 9,8x+ 8,8x = 0

z8 polinomokat!
a) ¥ —10x+21
b) ¥ —4x+1

c) 2x° + 55 + 6x
d) 2x° — 4%’ — 6x

MASODFOKU EGYENLETEK



35 A kovetkez$ egyenletben hidnyzik a harmadik 4 5 A kovetkezd egyenletekben hidnyzik egy egyiitt-
egyiitthaté: 7x* +4x+...=0 hat6. Adj olyan értéket a hidnyzé egyiitthatonak,
Adj olyan értéket a hidnyz6 egyiitthatonak, hogy az hogy pontosan egy gyoke legyen az egyenletnek!
egyenlet gyokeinek szdma: a) ¥—..x +16=0 c) ¥—..x+8=0
a) 0 b) ¥ +12x +...=0
b) 2.

EMELT SZINT
Paraméteres feladatok

1. Melyik szamot jelélheti a p, haa (p — 2)x* + (2p — 7)x + p = 0 egyenletnek két kiilonbz6 gydke van?

Megoldds
Akkor van ennek az egyenletnek két kiilonboz6 gyoke, ha {“
- masodfoku, vagyis p — 2 + 0, és 49

- a diszkriminansa pozitiv.
Jegyezziik meg, hogy p — 2 # 0, vagyis p + 2, és irjuk fel az egyenlet diszkrimindnsat!
D=(2p—7¢—4-(p—2)-p=4p>—28p+ 49— 4p° + 8p = 49— 20p. —
49— 20p > 0, ha 20p < 49, vagyis p < 2,45. 2 r
Tehat az adott egyenletnek akkor és csakis akkor van két kiilonbozé gyoke, ha p < 2,45, de nem egyenl6 2-vel. A p megfe-

2,45

lel6 értékeit a koordindta-rendszer vizszintes tengelyén zolddel jeloltiik.

2 . Milyen szamokat irjunk a p bet{i helyére, ha azt akarjuk, hogy a (p + 2)x* + 6px + 4p + 1 = 0 egyenletnek a valds sz4-
mok halmazaban 1 gyoke legyen? Melyik esetben melyik szam az egyenlet gyoke?

3. Milyen p paraméter esetén lesz két killonb6z6 megoldasa a kovetkezd egyenletnek:
(P’ —5p+45x+(Bp—Dx+2=0?

4. A(p+3)X+(p*+6p+ 1)x—5p=0egyenlet egyik gydke az 5. Mi lehet a masik gydke?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy derékszogli haromszog atfogdja 58 cm hosszu, a na-

gyobb befogé 2 cm-rel hosszabb a kisebbiknél. Hany cm a
befogdk hossza?

Megoldds

Ha a r6videbb befogé hossza x cm, akkor a masik befo-
g6 hossza (x + 2) cm. A Pitagorasz-tétel szerint tehat:
x*+ (x+ 2) = 58

Elvégezve a kéttagt 6sszeg négyzetre emelését:

X+ %+ 4x + 4 = 3364,

2x” + 4x — 3360 = 0.

FELADAT

1 s Egy derékszogli haromszog egyik befogdja 10 cm-
rel hosszabb, mint a masik befogd kétszerese, az
atfogd pedig 4 cm-rel hosszabb a kisebbik befog
haromszorosanal. Mekkora az atfogd?

2 5 Egy derékszogl haromszog atfogédjahoz tartozod
magassiga 48 mm hosszu, és az atfogot két olyan
szakaszra osztja, amelyek hosszanak kiilonbsége
28 mm. Mekkorak a derékszogli hdromszog olda-
lai? (Hasznald a magassagtételt!)

3 = Egy 10 m x 14 m méretii téglalap alakt udvar ko-
zepén 45 m’ teriiletd viragagyast készitenek ugy,
hogy korben egyenld szélességli sétany maradjon.
Milyen széles lesz ez a sétany?

10 m 45m’

14 m

GEOMETRIAROL

SZOVEGES FELADATOK

Misodfoku egyenletet kaptunk. Osszuk el mindkét ol-
dalt 2-vel: x* + 2x — 1680 = 0, majd alkalmazzuk a meg-
oldoképletet!

x=40 vagy x=—42.

A befogd hossza pozitiv, ezért csak a 40 lehet megoldasa a
feladatunknak.

A befogok hossza tehat 40 cm és 42 cm.

Ellendrzés: 40° + 42° = 1600 + 1764 = 3364 = 58”. A Pita-
gorasz-tétel megforditdsa miatt tehat ez valoban egy derék-
sz0gl hdaromszog.

4. = Hany oldalt az a konvex sokszog, amelynek
a) 65 atldja van,
b) 5150 4tloja van,
¢) 15-sz6r annyi 4tldja van, mint ahany oldala?

Adott két egybevagd téglalap, oldalaik hossza

o1
)

24 cm és 10 cm. A két téglalap mindegyikébdl egy-
egy rombuszt vagunk ki. Az egyik rombusz 4tl6i a
téglalap oldalaival egyenlé hosszisaguak, a masik
téglalapbol kivagott rombusz egyik atl6ja a téglalap
egyik atldjaval esik egybe, a masik atldja pedig a
lehetd legnagyobb.

a) Széamitsd ki a rombuszok oldaldnak hosszat!
b) Melyik rombusz teriilete a nagyobb?

MASODFOKU EGYENLETEK



6 > Egy téglalap alaku badoglemezbdl feliil nyitott do- 5cm 5cm

bozt készitiink gy, hogy a lemez sarkainal 5 cm 5cm 15cm

oldalt négyzeteket kivagunk, és az igy kapott szé-
leket felhajtjuk. Milyen méretli a badoglemez, ha

hosszuisaga kétszerese a szélességének, a beldle ké-

szitett doboz térfogata pedig 1500 cm’? > em i____ ___j > em
5cm 5cm
HAZI FELADAT
1 s Egy szabalyos sokszogben dsszesen 44 atlé huzhaté. a) Mekkora a téglalap keriilete?
Hény oldalu a sokszog, és mekkora egy belsé szoge? b) Mekkora a téglalap koré irt kor keriilete és teriilete?

4 s A 100 cm hosszu AB szakasz felezGpontja F. Az F
ponttél mekkora tavolsagra vegyiik fel az FB sza-
kaszon a P pontot ugy, hogy az AF : FP = FP : PB
egyenlGség teljestiljon (azaz az FP szakasz hossza

2 s Egy derékszogli haromszog egyik befogdja 55 cm
hosszu, az atfogdja pedig 23 cm-rel rovidebb a ma-
sik befogd kétszeresénél. Mekkora az atfogd és a

masik befog6 hossza?
az AF és a PB szakasz hosszanak mértani kozepe

3 = Egy téglalap egyik oldala 14 cm-rel révidebb, mint legyen)?

Jo / @ 2
a masik. A téglalap teriilete 240 cm”. A 50cm Faxem P B

RAADAS

1. Egy 1 dm-es oldald négy-

2 . Egy 16 cm-es oldalu szabélyos c

zetbe szabalyos haromszo- haromszogbe az abra szerint

get frunk az dbra szerint. olyan szabalyos haromszo-

Ezt a hdromszoget pirosra get irunk, amelynek az ol- 16 cm
szinezziik. dalai 10 cm-esek.
a) Mekkorak a piros ha- a) Mekkordk a leva- K

romszog oldalai? gott kis harom- <
b) Mekkora a piros haromszog tertilete? szogek (AKL, 4 xp L B
C) Mekkora a négyzet tobbi részének a teriilete? BLM, CMK)

oldalai?

b) Derékszogliek-e a levagott haromszogek?

c) Mekkora a nagy haromszog részeinek a teriilete?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Egyszamnak és a reciprokanak az osszege 6,41. Me-
lyik ez a szam?

Megoldds
Legyen a keresett szam az x. Nyilvan x #+ 0, mert a 0-nak
nincsen reciproka.

A szoveg szerint: x + % = 6,41. Mindkét oldalt x-szel
megszorozva: x° +1 = 6,41x, x*— 6,4lx+1 = 0.
A megoldoképlet szerint:

_6414v6,41°—4-1-1 _ 6,41+6,09

12 2 2
Ebbol
q= GALLO0 a5 64160 g

A keresett szam a 6,25 = %75, vagya 0,16 = %
Mivel 6,25 + 0,16 = 6,41, ezért mindkét szdm megoldasa

a feladatnak.

2. Egy IC vonat 96 km-en keresztiil teljes sebességgel
ment, de a kovetkezd 68 km-en a palya rosszabb mi-

ndsége miatt csak 15 km ) csokkentett sebesség-
gel haladhatott. Mekkora az IC vonat teljes sebessé-
ge, ha a 164 km-es tavolsagot 1,5 déra alatt tette meg?

Megoldds
km

A vonat teljes sebessége legyen x 2 csokkentett sebes-

ség ekkor (x — 15) %

FELADAT

114

1 s Egy biciklitdran Tibor késve indul a tobbiek utan.
Nem aggddik, mert jo kondiban van és a biciklije
is gyors. Ugy szamol, hogy egyediil 6rdanként 6 km-
rel tud tobbet megtenni, mint a csapat.

Tibor 2 6ran at tekert a z6ld jelzést uton, ekkor ért
a Holl6 tanyéhoz.
Innen felhivta baratait, merre menjen tovabb.

SZOVEGES FELADATOK

MOZGASOKROL ES TORTEKROL

A 96 km megtételéhez sziikséges id6 % oOra, a 68 km-hez

68
x—1

pedig 5 ora kell.

96 68

A 570 i hat: == + ——=— =1,5. Vilagos, h
szoveg szerint tehat x + T—15 1,5. Vilagos, hogy

csak x > 15 johet szdba.

Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg

x(x —15)-tel:

96(x —15) + 68x =1,5x(x — 15).

A zéréjelek felbontdsa utan: 164x — 1440 = 1,5x* — 22,5x.
Masodfoku atalakitjuk a
megoldoképlet alkalmazasahoz megfelelé alakba:

1,5x* — 186,5x + 1440 = 0.

A megoldoképlet szerint:

_ 186,5+¢186,5°— 4-1,5-1440 _ 186,5 £161,7
3 3

egyenletet kaptunk, ezt

x1>2

Ebbol

X~ 186,5 +161,7 ~116, x,~ 186,5 —161,7 _
3 3

Ez utébbi nem lehet megoldasa a feladatnak, mert ki-

8.

sebb 15-nél, tehat az IC vonat teljes sebessége kozelitSleg

km
116 h volt.

Ellendrzés
A 96 km-es ut % ~ 0,83 Orat vett igénybe, a 68 km-es

68 0,67 orat. Akét idStartam Osszege

101
valdban 1,5 6ra.

ut pedig

Ok is 2 6rét bicikliztek, és nemrég érkeztek szallasukra, a Se-
regélyes Fogaddhoz. Kideriilt, hogy Tibor rossz tton indult.
Nem a z6ld, hanem a ra merdleges kék uton kellett volna
mennie. Eppen 60 km-re van a tSbbiektél. Szerencsére van
egy kozvetlen, egyenes 1t a célig.

Mennyi ideig tart Tibornak, mig eljut a Seregélyes Foga-
déba, ha ugyanezzel a sebességgel teker tovabb?

MASODFOKU EGYENLETEK



\ Seregélyes Fogado

60 km

Holl6 tanya

2 s Egy szdm 4,8-del kisebb a reciprokanal. Melyik ez
a szdm?

3 = Egy tort nevezéje 3-mal kisebb a szamlalojanal, és
a tort 2,1-del nagyobb a reciprokanal. Melyik ez a
tort, ha a szamlaldja és a nevezdje is egész szam?

4 = Tisza-tGran Osszesen 8 ora alatt sikerdilt tdrakenu-
val Tivadartol Gergelyiugornydig eljutni és onnan
visszatérni. A két taborhely tavolsaga 21 km, a Ti-

sza sebességét 2 %—nak vehetjitk. Mekkora len-

HAZI FELADAT

1 s Egy kiko6t6bdl egyszerre indul két hajoé: az egyik
északnak, a mdsik keletnek. Két 6ra malva 58 km-
nyire lesznek egymastdl. Allapitsd meg mindkét
hajé sebességét, ha az egyik 6ranként 1 km-rel tob-
bet tett meg, mint a masik!

2 s Egy tort nevezdje 1-gyel nagyobb a tort szamla-
l6janal. A tort reciproka 0,45-dal nagyobb, mint a

RAADAS

Egy kikot6bél egyszerre indul két hajo, az egyik nyugat-
nak, a masik északkeletnek. Az északkelet felé haladé hajo
sebessége masfélszer akkora, mint a masik hajo sebessége.
Két és fél ora elteltével a két hajo egymastdl 120 km-re ta-
lalhat6. Mekkora az egyes hajok sebessége?

Y

Y

ne a tirakenu sebessége allovizben? (Feltehetjiik,
hogy mindvégig ugyanolyan tempodban eveztiink.)

Egy traktor hats6 kerekének a keriilete kétszer
akkora, mint az els6é. Ha az elsé kerék keriilete
0,5 méterrel nagyobb volna, a hatsé kerék keriile-
te pedig 0,5 méterrel kisebb, akkor 150 m-es tavon
az els6 kerék 15-tel tobbet fordulna, mint a hatsé.

Mekkora az elsd, illetve a hatsé kerék keriilete?

tort. Melyik tortrél van szd, ha a tort szamlaldja és
nevezdje is egész szam?

Hétvégi rokonlatogatas alkalmaval a 150 km-es ta-

volsagot odafelé 10 % -val kisebb atlagsebességgel

tettiik meg, mint hazafelé. Igy a hazafelé vezetd ut fél
oraval rovidebb ideig tartott, mint az odafelé vezet6.
Mekkora volt az 4tlagsebesség odafelé és visszafelé?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

A cukraszdaba meghoztak az édes és a sos teastiteményt,
2 kg-mal tobb édeset, mint sosat. Andi, a cukraszkisasz-
szony aldirta az atvételi elismervényt. Kifizetett az édes sii-
teményért 42 000 Ft-ot, a sds siiteményért 27 000 Ft-ot.
— Tegyék csak le az ajto elé, majd én behozom! - mondta a
szallitoknak.

- Nem magdnak val6 ez - mondta az udvariasabbik szal-
lité -, majd én beviszem. Hiszen ez tobb mint 30 kilo!
Igy is tortént, a széllitd becipelte a két nagy csomagot.

Andi tudta, hogy az édes siitemény kiléja 600 forinttal ke-
rill tobbe, mint a s6sé, de hogy melyik hany forint, azt nem
mondta meg a fénokndje. Nekidllt kiszamolni (a sok nulla
csak zavard lett volna, ezért ezer forintos egységeket hasz-
nalt). ElGszor is egy tablazatot készitett:

Teljes ar 1 kg ara Hany kg-ot
(ezer Ft) (ezer Ft) szallitottak?
z 42
édes 42 x+0,6 Xt 0.6
sés 27 x 27
%

Andi azért vette alapul a sos slitemény egységarat, hogy
Osszeaddssal és ne kivondssal irhassa fel a masikat.
(A negativ szamokkal Andi sokszor hibazott.)

X 42 27 (g

Felirta, hogy 406 > . (mégpedig 2-vel nagyobb),
al . 42 _ 27

amibdl ilyen egyenletet kapott: AE06 - x + 2.

Ezt az egyenletet Andi a mérlegelvvel oldotta meg.
Elészor megszorozta az egyenlet mindkét oldalat
(x + 0,6)-del is és x-szel is, azutan addig alakitgatta az
egyenletet, amig alkalmas lett a megoldoképlet haszndla-
tdra:

42x =27(x + 0,6) + 2x(x + 0,6)
42x=27x+ 16,2+ 2x" + 1,2x
2%* —13,8x+16,2=0

X —69x+81=0

A megoldoképlet szerint:

_69%v69—-4-81 _ 69+/1521 _ 69+39,
2 2 ’

2

1,2
_69+39 _ 6.9-39 _
! 2 2
- Hat most akkor mennyibe kertiil egy kil6 sds siitemény?
5400 forintba vagy 1500 forintba? — torte a fejét Andi. Vé-
giggondolta:

54; x,= 1,5.

- Ha a sos siitemény ara 5400 Ft/kg, akkor az édesé 600
Ft-tal t6bb, vagyis 6000 Ft/kg. Ezt Andi nagyon soknak
talalta, de azért tovabb szamolt:

a 42 000 forintbol akkor 42 000 : 6000 = 7 kilogramm
édes siiteményre telik,

a 27 000 Ft-bol pedig 27 000 : 5400 = 5 kilogramm sosra.
Ez 6sszesen 12 kg lenne, ami nem lehet, mert hiszen 30
kg-nal is tobb volt az aru, amit hoztak.

- Ha a s6s siitemény ara 1500 Ft/kg, akkor az édesé 600
Ft-tal tobb, vagyis 2100 Ft/kg. Andi latta, hogy ez mar
redlis 4r. Igy folytatta a szdmolast:

a 42 000 forintbdl akkor 42 000 : 2100 = 20 kilogramm

édes siiteményre telik,

a 27 000 Ft-bdl pedig 27 000 : 1500 = 18 kilogramm

sosra.

Ez Gsszesen 38 kg, tehat tényleg tobb 30 kg-nal.
Szerencse, hogy kozben nem jottek vevok, igy Andi min-
dent tisztazott magaban.

MASODFOKU EGYENLETEK
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Egy leanykorus uj kendSket vasarol a felléporu-
héhoz. Palyaztak 300 000 Ft-ra, ebbdl vennének
kend6t minden kérustagnak, és 10 darabot még
tartalékba. Ennyit nem nyertek, csak 180 000 Ft-
ot. Ezért lemondtak a tartalék kend6krél, az eredeti
arbdl pedig sikertilt darabonként 1000 forintot le-
alkudniuk. Igy elég lesz a 180 ezer forint. Hinyan
vannak a kdrusban?

Toltsd ki a kévetkezd téblazat iires helyeit a fii-

zetedben!
A Elkolthet6 Egy kendére
kend6k  Osszeg  jutd Osszeg
szama  (ezer Ft) (ezer Ft)

Az erede-tl 300

terv szerint

A val6sag- X 180

ban

Ird fel, hogy az utolsé oszlopba irt szdmok egyi-
ke nagyobb a masiknal: ... > ... (ezer forinttal)!
Add hozza a kisebbik szamhoz az 1 ezer forin-
tot! Ird fel, hogy ez az 6sszeg egyenld a nagyobb
szammal!

Oldd meg a kapott tortes egyenletet! A megol-
dashoz hasznald a mérlegelvet!

HAZI FELADAT

1s

Egy kertben gyiimoélcsfak allnak. Minden gyii-
molcsfan annyi seregély lakmdrozik, amennyi a
gytimolcesfak szdma. A lakmarozé seregélyek sza-
ma éppen 75-tel nagyobb, mint a gytimoélcsfak
szamdnak tizszerese. Hany fa all a kertben?

Egy konvex sokszognek 4-gyel tobb oldala és 2,7-
szer annyi atloja van, mint egy masiknak. Melyik
héany oldala?

41. lecke | SZOVEGES FELADATOK
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Két gyokot kapsz. Ellen6rizd mindkét gyokre

vonatkozdan:

— lehetséges-e, hogy a kérusnak ennyi tagja
van;

- melyik esetben mennyire sikeriilt lealkudni a
kendok egységarat!

A kenddket arusitd boltbdl telefonalnak, hogy

a boltban sok fogyott a kend6kbdl, mar csak

62 darab van raktaron. Azt kérdezik, rendel-

jenek-e még az énekkar vasarlasa el6tt. Hany

tagtl a korus, ha ,,igen’-nel valaszolnak, és hany

tagt, ha ,nem’-mel?

Erettségi taldlkozén mindenki mindenkinek adott
egy fényképet. Osszesen 342 fénykép cserélt gaz-
dat. Hanyan voltak jelen a talalkozén?

Egy szabalyos sokszog egy belsé szoge 12°-kal ki-
sebb, mint az 5-tel tobb oldald szabalyos sokszog
egy belsé szoge. Hany oldaltak ezek a szabalyos
sokszogek?

Ha 55 csavart vesziink, akkor a fizetend6 6sszeg fo-
rintban kifejezve 600-zal tobb, mint ahdny csavart
vehettiink volna 720 forintért. Hany forintba keriil

egy csavar?

Télire krumplit vasarol egy

csalad. 2400 forintért mar
majdnem meg is vettek
egy zsak krumplit, ami-
kor meglattédk, hogy a
szomszédos pultnal 20
forinttal olcsébb a krumpli
kil6ja. Igy aztén ott vasiroltak meg 2400 forintért
a télire valot; 4 kg-mal tobbet, mintha a dragabb
krumplit vették volna meg. Hany kg krumplit va-
saroltak?
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1 > A Pallasz Forditéiroda megbizast kap egy lexikon magyarra forditisara. A forditast egy ember 60 nap alatt végezné el,
de a munkat — egyenld részekre osztva — tobben is végezhetik egyszerre. A megbizé elGszor kivélasztja a forditdkat, majd
szerzGdést kot veliik. A megbizas annyi napra szol, ahdny nap alatt egyiitt elvégzik a munkat. A forditok az egy nap alatt
leforditott anyagot tovébbkiildik a lektornak is, akit ugyanannyi napra szerz8dtetnek, mint a forditékat. A forditok és a
lektor napidija egységesen 4000 Ft, ezenkiviil a forditok egyszeri, 40 000 Ft juttatast is kapnak.

a) Mennyi koltsége lesz a forditéirodanak, ha 1, 2, 5, x f6 forditét és egy lektort alkalmaz?
b) A vezérigazgat6 végiil 440 000 Ft kifizetését engedélyezi a forditoknak és a lektornak. Vajon hany forditot alkalma-
zott a forditéiroda?

Megoldds
a) Készitsiink tablazatot a koltségek attekintésére! Az 6sszegeket ezer forintban adjuk meg. T6ltsd ki a tablazat iires mezéit!
A fiizetedben dolgozz!
Forditok Fizetett napok  Forditok napidija Lektor napidija Egyszeri juttatds ~ Osszes koltség
szama szama Osszesen (ezer Ft) Osszesen (ezer Ft) (ezer Ft) (ezer Ft)

1 60 1-60-4=240 60- 4 =240 40 520

2 30 2 -30-4 =240 30-4=120 2-40=280 440

5 12

x @

x

@ A szamolashoz tablézatkezel6 program is hasznalhato.

b) Az a) részben mar kiszamoltuk, hogy 2 fordité alkalmazasa esetén is ennyi a koltség, de vajon ez az egyetlen ilyen eset?

[rjunk fel egyenletet a probléméra: 240 + % + 40x = 440.

6
X

6

Mindkét oldalt 40-nel osztva: 6 + = + x =11, mindkét oldalbdl 6-ot kivonva: P + x = 5.

Szorozzuk be mindkét oldalt x-szel: 6 + x* = 5x, ezt 0-ra rendezve: x* — 5x + 6 = 0.

Az egyenletet megoldva: x, = 2, x, = 3 adodik.

Igaz tehat, hogy 2 fordit6 esetén 440 000 Ft-ot fizet a forditoiroda, de 3 forditd esetén is pontosan ennyi lesz a koltség!
A forditdiroda tehat alkalmazhatott 3 forditét is (igy tobb embernek munkat adva), a koltségeit ez nem befolyasolta.

2 > Andi és Tomi jelentkezett a forditéiroda ajénlatara, mondvén, hogy 6k ketten 30 nap alatt le tudjik forditani az egész
lexikont. Andi gyorsabban halad a forditassal, mert jobban ismeri a szakszavakat. Ezért 6 egyediil 25 nappal hamarabb
le tudna forditani az egész lexikont, mint amennyi id6 Tominak egyediil dolgozva sziikséges hozza.

Hany nap alatt tudna Andi egyediil is leforditani az egész lexikont?

Megoldds
Ha Andinak a teljes lexikon leforditasdhoz x nap sziikséges, akkor Tominak ehhez (x + 25) napra van sziiksége.
Készitsiink tablazatot a jobb attekinthetéség érdekében!
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Andi  Tomi
Egyediil az egészet ennyi nap alatt
forditja le x x+25
Egy nap alatt egyediil ekkora részt 1 1
fordit le a lexikonbol x x4+ 25
30 nap alatt egyediil ekkora részt 30 30
fordit le a lexikonbol x x+ 25

Mivel 30 nap alatt egyiitt az egész lexikon leforditasaval vé-

e 30 30
k, = =1.
geznek, ezért o + <+ 25 1

Vilagos, hogy x csak pozitiv lehet. Megszorozzuk az egyenlet

mindkét oldalat x(x + 25)-tel:
30(x + 25)+ 30x = x(x + 25).
rendezve:

30x + 750 4+ 30x = x*+ 25x, ezt nullara

0= x*— 35x — 750.

FELADAT

1. Nagypapa kertjét fel kell dsni. Miklés egyediil dol-
gozva 10 draval hamarabb feldssa a kertet, mint
Bence egyedil. Ha mindketten nekildtnak, akkor
12 éra alatt felassak a kertet. Mennyi id6 alatt asna

fel egyediil Bence az egész kertet?

2 5 A Pallasz Forditéiroda egy hosszabb konyv ma-
gyar nyelvre leforditott kéziratat harom gépirénak

Megoldoképlettel:

_ 35441225+ 3000 _ 35+65
2 2

X1,2
Ebbél x, = 50, x,=—15.

Ez utébbi nem megoldasa a feladatnak.

Andi 50 nap alatt, Tomi 75 nap alatt forditana le egyediil az

egész lexikont.

Ellenérzés
Andi naponta a lexikon 51—0 részét forditja le, tehat 30 nap

alatt a lexikon % = % részével végezne. Tomi naponta a

lexikon 71—5 részét forditja le, tehat 30 nap alatt a lexikon

30 2 részével végezne. Ketten egyiitt tehat leforditjak

75 5

a lexikon %—i— % = % részét, vagyis tényleg elkésziilnének

a munkdval.

adta oda gépelésre. A leggyorsabb gépir6 feleany-
nyi id6 alatt is legépelné az egész anyagot, mint a
leglassubb. A harmadik gépiré 100 éraval tobb id6
alatt végezne egyediil az egész munkaval, mint a
leggyorsabb. Ha harman egyiitt dolgoznak, akkor
elvileg 67,2 ora alatt lesznek készen a kézirat legé-
pelésével.
a) Mennyi id6 alatt gépelné le egyediil a leggyor-
sabb gépird az egész anyagot?
b) A kézirat hany szdzalékat gépelnék le az egyes
gépirdk a 67,2 éraig tart6 kozos munka alatt?
¢) Mennyi id6 alatt lenne kész a kézirat gépelése,
ha a munkdat hdrom egyenld részre osztanak,
és a kész szoveget csak akkor adnak le, amikor
mar mindegyikiik végzett a sajat adagjaval?

3. Egy ember valtozé kamatozast értékpapirba fek-
tet be 300 000 Ft-ot. A masodik évben a kamatlab
2-vel kisebb, mint az elsé évben.

a) Mekkora Osszeg lesz a szamlan a masodik év
végére, ha az els6 évben a kamatlab 6%, a ma-
sodik évben 4%?

b) Mekkora volt a kamatldb, ha a masodik év vé-
gére 356 400 Ft lesz a szamlan?
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Két honapos lekotési akciot indit egy pénzintézet.
Az elhelyezett betét utan az elsé honapban fizetett
kamatot hozzairja a betéthez, majd a masodik hoé-
napban a megnévelt 6sszeg utan fizetett kamatot
0,5 szdzalékponttal megemeli (ez a szakkifejezés azt
jelenti, hogy ha az els6 hénapban a kamat p%-os
volt, akkor a masodik hénapban (p + 0,5)% lesz).
Hany szazalékos az elsé havi kamat, ha 200 000
Ft elhelyezett betét esetén két honap mulva
207 060 forint jarna?
A kamat utan 20% forrasadot kell fizetni. Végiil
hény szazalékkal magasabb a kifizetett osszeg,
mint az elhelyezett betét?

HAZI FELADAT

120

1 ® Az 1. kidolgozott feladatban a 440 ezer forintos

koltség 2 vagy 3 fordito és egy lektor alkalmazasa-

val is elérhet6.

a) Mondj érvet amellett, hogy két forditét alkal-
mazzon az iroda, és amellett is, hogy 3 forditot!

b) Ha te volndl az egyik fordit6, akkor mennyi
pénzt kapnal abban az esetben, ha rajtad kiviil
még egy, illetve ha még két forditéval kotne
szerz8dést a forditdiroda? Ervelj amellett, hogy
melyik esetet tartod elényosnek! Gondolj arra
is, hogy nem biztos az, hogy minden napra jut
forditasi munkad, illetve arra is, hogy mas for-
ditocég esetleg mas feltételekkel kotne szerzé-
dést veled.

2 > Két automata egyforma csavarokat gyart. A kor-

szer(ibb gép 5 6raval rovidebb idé alatt gyartana le

Egy tv-késziilék arat el6szor felemelték p%-kal,
majd ugyenennyi szdzalékkal csokkentették az 1j
arat. Melyik kijelentés igaz és melyik hamis? Vala-
szodat indokold!

A masodik arvaltozas utan ugyannyi lett a tv

ara, mint eredetileg volt.

A masodik arvaltoztatds utan olcsobb lett a tv,

mint eredetileg volt.

A masodik arvaltoztatds utan dragabb lett a tv,

mint eredetileg volt.
2

p
100
csobb lett a tv, mint eredetileg volt.

A misodik 4rvaltoztatds utdn %-kal ol-

Ugyanannyi lett a tv dra, mint ha el8szor p%-os
arcsokkentés, majd ugyanennyi szdzalékos ar-
emelés lett volna.

egyediil a 100 000 darabot, mint ha egyediil csak az

elavultabb gép tizemelne. Ha mindkét gépet egy-

szerre lUzemeltetik, akkor 6ranként 9000 csavart

készitenek el egyiitt.

a) Mennyi id6 alatt gyartana le a 100 000 darab
csavart egyediil az elavultabb gép?

b) Mennyi id6 alatt késziil el a 100 000 csavar, ha a
két gép egyszerre iizemel?

Egy divatjamult kabat ara 36 000 Ft, de ezen az
aron a mult hénapban egyetlen darab sem fogyott.
Ezért az iizletvezetd leértékeli a kabatot, de az 1j
aron sem kelendd. Végiil az 4j arat kétszer akkora
szazalékkal csokkenti, mint az el6z6 arcsokkentés-
nél. Az igy kialakitott 13 500 forintos aron végre
a teljes készletet sikeriil eladnia. Hany szazalékos
volt az els6 arcsokkentés?

MASODFOKU EGYENLETEK



RAADAS

Az 1. kidolgozott feladatban a forditéiroda 440 000 Ft-ot fi-
zetett a lexikon leforditasaért. A megadott feltételek mellett
lehetett volna kevesebb is a forditas koltsége?

Lattuk, hogy ha x {6 forditét alkalmaz az iroda, akkor a

koltség 240 + 240 4 40x ezer forint. A 240 ezer forint fix

x
koltség (a forditasi munka 60 napra tervezett napidijainak

Osszege). A koltség csokkentése tehat azon mulik, hogy si-

keriil-e a % + 40x Osszeget minél kisebbre megvélasz-

tani.
Két pozitiv szam esetén alkalmazhatjuk a szdmtani és mér-

tani kozepiikrdl tanultakat:
240

==+ 40x

x> /240 4, , amibél
2 X

240 4 4ox

_x 0

= v 240 - 40, vagyis
Z;CﬂJr 40x > 2-v/9600 .

Ez azt jelenti, hogy a 240 4 405 6sszeg semmiképpen

x
nem lehet kisebb, mint 2 - v 9600 ~196.

A forditéiroda koltsége tehat nem lehet kisebb, mint koze-
litéleg 240 + 196 = 436 ezer forint.

Elérhet6-e ez a legkisebb 6sszeg?

A tanultak szerint két pozitiv szam szdmtani és mértani
kozepe csak akkor lehet egyenld, ha két egyenld szamrdl
van sz6. Ezek szerint a 436 ezer forintos koltség csak akkor

érheté el, ha 240 — 40x, azaz x> = 6.

x
Mivel x a forditék szdma, ezért x* nem lehet 6. A 436 ezer fo-
rintos elméleti minimum tehat nem érheto el.

Nyitva maradt még az a kérdés, hogy lehet-e 440 ezer fo-
rintnal kevesebb a koltség.

A megoldashoz mellékelt tablazatban mar lattuk, hogy 1,
illetve 5 fordit6 esetén nagyobb lenne a koltség. Ha a for-
ditok szama 6 vagy tobb, akkor mar az egyszeri juttatdso-
kért is legaldbb 6 - 40 = 240 ezer forintot kellene fizetni, és
ehhez jon még a forditok napidijanak fix 240 ezer forintos
koltsége. E két koltségelem is mar 480 ezer forintot tesz ki,
pedig a lektor dijat még nem is szamoltuk hozza.

Mér csak azt az esetet kell megvizsgalni, amelyben 4 for-
ditot alkalmaz a cég. Ekkor 15 napig tartana a munka.
240 ezer forint a forditok napidija, 15 - 4 = 60 ezer forint a
lektor Osszes dija és 4 - 40 = 160 ezer forint a forditok egy-

szeri juttatdsa. Osszesen tehdt 240 + 60 + 160 = 460 ezer fo-
rint lenne a koltség.

Ez tobb, mint a 440 ezer forint, tehat az adott feltételek
mellett a 440 ezer forint a legkisebb koltség.

A koltségek alakulasat grafikonon is szemléltethetjiik.

A ezer Ft

700 v

600 .

500 <

4364-----t---Tro - —o—

400

—

p—

300

200

100
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43 EKVIVALENS EGYENLETEK

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Hasonlitsuk &ssze az egyenleteket! Ugyanazok-e a A
megoldasaik? y x|
a) ¥=4; xX—4=0; |x|=2
b) x+3=7 & (x+3)'=49 yr?
1
Megoldds: AR S >
a) ¥*=4; xX—4=0; |x]=2 | |

Mindegyik egyenletnek két gySke van:a 2 ésa —2. Az egyenletek gyokei megegyeznek. Azt mondjuk erre,

Abrézoltuk grafikonon is az egyenleteket: hogy ezek az egyenletek ekvivalensek egymadssal.

NREZ e yA b) x+3=7 é (x+3)’=49
y=4 \ I / Az els6 egyenlet megolddsa x = 4. Ez természetesen
! [ > megoldasa a masodik egyenletnek is, de annak van e
\ / 3 o I . 8 gy gy
\ / masik megoldasa is!
{ ! i . L4 (x+3)*=49 = x+3=7 vagy x+3=—7.
-2 0 2 x Ebb4l: x = 4 vagy x = —10.

Ez a két egyenlet nem ekvivalens egymassal.

FELADAT

4 = Ekvivalens-e az R alaphalmazon
a) a3(2—x)+7= % egyenlet és a 12(2 — x)+ 28 = 5x + 13 egyenlet;
b) az (x+ 8) = (4 — 3x) egyenlet és az x + 8 = 4 — 3x egyenlet;
c) avx = 2— x egyenlet ésaz x = (2 — x)* egyenlet?

Ha két egyenletnek egy alaphalmazon ugyanaz a megoldashalmaza, akkor ezeket az egyenleteket ekvivalenseknek mond-
juk. Az ekvivalens sz latin eredetl, magyarul egyenértékiit jelent.

Figyelniink kell az egyenletek rendezése kozben:

1. Ha négyzetre emeljiikk egy egyenlet mindkét oldalat, akkor lehetséges, hogy az 4j egyenletnek mar tobb gydke van,
szaporithatjuk a gyokok szamat.
Behelyettesitéssel ellendrizni kell, hogy a kapott gyokok megoldasai-e az eredeti egyenletnek.

2. Haaz (f(x))* = (g(x))’ egyenlet helyett az f(x) = g(x) egyenletet vizsgaljuk, akkor lehetséges, hogy az 1j egyenletnek
kevesebb gyoke van, mint az eredetinek, és nem talaljuk meg igy a feladat 6sszes megoldasat.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Bence és a baratja, Donci nekiallt, hogy megoldja az

xz—;gix;m = 2x +1 egyenletet. Melyikiik tigye-
sebb?
Megoldds

Bence igy okoskodott: az x — 2 nevezében szerepel, ezért
az x nem lehet 2, de barmely mas valds szam igen. Ezutan
megszorozta az egyenlet mindkét oldalan allo kifejezést
(x — 2)-vel, elvégezte a kijelolt szorzast, és alkalmazta a
mérlegelvet:

x*—10x+16
x—2

=2x+1,
x*—10x+16 = (2x + 1)(x — 2);
22 —10x +16 = 2x> + x — 4x — 2;
¥+ 7x—18= 0.

A megoldoképlet szerint

_ —7+V/49+ 418 _ —7+11
2

x 2

12 , vagyis

x, =2¢ésx,=—9.

Ekvivalens-e az R alaphalmazon

az

2
x-;72x = 2 egyenlet és az x>+ 2x = 2x

egyenlet;

az 5x + % = % egyenlet és az 5x = 0 egyenlet;

(x=3)(x+5) __2
(x+2)(x+5) 3

3(x— 3) =—2(x + 2) egyenlet;

HAZI FELADAT

1 s Ekvivalens-e egymassal az R alaphalmazon a ko-

az egyenlet és a

vetkez0 két-két egyenlet?

a) VxX’—16=0 é x’—16=0
b) =% =0 ¢é 3x=0
x'+4
2 5 Oldd meg a valés szamok halmazan az egyenleteket!
3x _x+3 _ 11
a) x—3 X 4
10 8
b l1=-—"—
) 7+ x * 7—x
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Azt mar megfigyelte, hogy a 2 nem johet szoba (mert akkor
a tort nevezdje 0 lenne), tehat csak a (—9) lehet az egyenlet
gyoke. Behelyettesitéssel megvizsgalta, hogy —9 valéban
megoldas.

Bence észrevette, hogy 2 nem megoldasa a feladatnak. De
azt is megfigyelte, hogy a 2-vel csak az eredeti egyenlet
esetében ,,van baj”, az (x — 2)-vel valé szorzas utan kapott
egyenleteknek ez is gyoke.

Dénci gyoktényezs alakban irta fel tort szamlalojat.

x' = 10x+ 16 = (x — 2)(x — 8).

Ezért igy dolgozott:
—10x+16 _ (¥*=2)(x—8) o
x—2 x—2 ’
2
vagyis az % = 2x +1 egyenlet helyett veheti

a sokkal egyszertibbet, az x — 8 = 2x + 1 egyenletet. Ezt a
mérlegelvvel oldotta meg:

x—8=2x+1;

x=-9.

Behelyettesitéssel ellendrizte, hogy a (—9) az eredeti egyen-
letnek is gyoke.

Oldd meg a valés szamok halmazan az aldbbi

egyenleteket!
x 3 5 x+2 _9
—2f 2 =]l D L XT4i_ F
x+4+x x—5+x+5 5

Oldd meg az egyenleteket! (,Donci moédszerét”

probald alkalmazni.)
(x=6)(x+1) _ s
2x+ 2 X+ 3x—4

Oldd meg az egyenleteket a valdés szamok hal-
mazan! Mindegyik esetben allapitsd meg, hogy a
megoldas soran kapott egyenletek ekvivalensek-e
az eredeti egyenlettel!

x’+4x—5 _
a) 1 =6

> =5x+14
x“+ 7x+10
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44 GYOKOS EGYENLETEK

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk mega v'x = x — 2 egyenletet!

Megoldds:
I. Mi az egyenlet értelmezési tartomanya?
A gyokjel alatt nem allhat negativ szam, ezért x = 0.

II. Oldjuk meg az egyenletet!
A megoldashoz emeljitk négyzetre az egyenlet mind-
két oldalat!
x=(x—2)

FELADAT

1 5 Olddmega vx+ 3 + 9 = 2x egyenletet!

a) Allapitsd meg az egyenlet értelmezési tartoma-
nyat!

b) Rendezd at az egyenletet gy, hogy ha négyzet-
re emeled az egyenlet két oldalan all6 kifejezést,
akkor ne maradjon benne négyzetgyok!

c) Végezd el a négyzetre emelést!

d) Oldd meg a keletkez6 masodfoku egyenletet!

124

Bontsuk fel a zardjelet, és hozzuk olyan alakra az
egyenletet, amelynél a megolddéképlet alkalmazhatd.
x=x"—4x+4.

X -5x+4=0.

Megoldoképlettel: x = 4 vagy x = 1.

ITI. Behelyettesitéssel ellendrizziik az eredményeket:
4-et behelyettesitve: V4 = 4 — 2.

De 1-et behelyettesitve: V1 #1-—2.
Az egyenletnek csak egy gyoke van: a 4.

Benne vannak-e a kapott gyokok az egyenlet
értelmezési tartomanyaban?

e) A masodfoku egyenlet gyokei koziil melyik
gyoke az eredeti egyenletnek, és melyik nem?

2 5 Oldd meg az egyenleteket!
a) Vx=6—x b) V2x =4—x

Ha A is és B is szdmot jelol, és A = B, akkor biztos, hogy A* = B*.

Ha azonban csak azt tudjuk, hogy A” = B’, akkor nem biztos, hogy A = B, mert az is lehetséges, hogy A = —B.

Ezt az egyszer(i gondolatsort hasznaljuk fel a négyzetgyokos egyenletek megolddsara.

Példdul

ha azt az x szamot keressiik, amelyre igaz, hogy v x — 2 = 4 — x, akkor az a szam biztosan gyoke a négyzetre emelés utan

kapott

(Vx—2)=(4—xp; x—2=16—8x+x* x*'—9x+18=0

egyenleteknek is (ha A = B, akkor biztos, hogy A” = B*). De az mar nem biztos, hogy az utolsé egyenlet mindegyik gydke

megolddsa az eredetinek is.

Itt az utols6 egyenletnek két gyoke van, a 3 és a 6, és koziilik csak a 3 gyoke az eredeti egyenletnek, a 6 nem.
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Ugyanis behelyettesitéssel a kovetkezoket kapjuk:

- hax=3,akkora v'3 — 2 = 4 — 3 igaz 4llitas, mert azt mutatja, hogy 1 = 1,

- hax=6,akkora v 6 — 2 = 4 — 6 hamis allitas, mert azt mutatja, hogy 2 = —2.

Azt mondjuk, hogy a v x — 2 = 4— x egyenletnek kovetkezményegyenlete a beldle négyzetre emelés utjan kapott

x—2=16— 8x + x°, és az ebbdl mérlegelvvel ad6d6 x* — 9x + 18 = 0 egyenlet is.

A kovetkezményegyenlet gyokei kozott az eredeti egyenlet minden gyoke megtalalhatd.

Megfigyelések

- Az x—2=16— 8x + x’ egyenletnek kovetkezményegyenlete a x*> — 9x + 18 = 0, és ez forditva is igaz: a masodik

egyenletnek kovetkezményegyenlete az elsé (hiszen a két egyenlet gyokei azonosak). Ez a két egyenlet ekvivalens az

R alaphalmazon.

A v x— 2 = 4— x egyenletnek kovetkezménye az x — 2 =16 — 8x + x egyenlet, de forditva ez nem igaz: a mésodik

egyenletnek nem kovetkezményegyenlete az elsé [ugyanis az els6 egyenletnek csak a (—1) gyoke, mig a masodiknak
a7ésa(—1)is]. Ez a két egyenlet nem ekvivalens az R alaphalmazon (sem az els6 egyenlet értelmezési tartomdanyan

mint alaphalmazon).

FELADAT

3 - Ebben a feladatban egy-egy négyzetgyokos egyen-

let megoldasanak részleteit lathatod. El6szor al-
lapitsd meg az egyenlet értelmezési tartomanyat!
Dontsd el a megoldasban szereplé egyenletek
mindegyikérél, hogy - az R alaphalmazon - a
megel6zéek kozil melyik egyenletnek kovetkez-
ménye, és melyiknek nem!

a) vx+14 +x=16 b) x=+v3x—-—2+14
vx+14 =16 —x XxX—4=+v3x—2

x+14 = (16 — x) (x—4y=3x—-2

x> —33x+242=10 —11x+18=0

Oldd meg az egyenletet!
v3—2x—x=6

5 s Bhdszkara hindu tudés tobb mint 800 évvel ezeldtt

44.

irt egy konyvet a leanya szamara, Lilavati (elbvo-
16) cimen, abbdl valo ez a feladat:
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Melyik az a szam, amely 3-mal szorozva, azutdn a
szorzat haromnegyed részével novelve, 7-tel osztva,
a harmadrészével csokkentve, onmagéval szorozva
és 52-vel csokkentve, azutan beldle négyzetgyokot
vonva, hozzdadva 8-at, és elosztva 10-zel, 2-t ad?

Jelold a keresett szamot egy bettivel, és ird fel, ho-
gyan kapod ebbdl a 2-t! Ezutan lebontogatdssal (1é-
pésrdl 1épésre visszafelé haladva) megkaphatod azt

a bizonyos szamot. S6t: két szamot is, a 28-at és a
(—28)-at. Ha csak a 28-at taldltad meg, akkor ugy
jartal, mint annak idején maga Bhdszkara.
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HAZI FELADAT

1 = A két egyenlet koziil melyik kévetkezménye a ma-
siknak? Vannak-e ekvivalensek az egyenletparok

kozott?
a) x*=16 és x=—4
b) vx—1=5 és x—1=25
c) 3x—1=5 és  (3x—1y=25
4 _ 3 z 3x—6 _ 5x—10
D 6~ w10 & 4 3

2 s Oldd meg grafikus médszerrel és algebrai titon is
a kovetkez egyenleteket!

EMELT SZINT

1. Hiny megoldasa (gyoke) leheta v x4+ 2 = A egyen-
letnek, ha az A valamilyen valds szamot jelol?

Megoldds

Ha A < 0, akkor nincs az egyenletnek gyoke, mert egy
szam négyzetgyoke nem lehet negativ.

Ha A =0, akkor x + 2 = 0, s eszerint x = —2 (az egyenlet-
nek 1 gyoke van).

Ha A > 0, akkor négyzetre emeljitkk az egyenlet két olda-
lan 4116 szdmot: x + 2 = A% x = A’ — 2 (az egyenletnek 1
gyoke van).

Tehat az A szam nagysagatol fiigg, hogy az egyenletnek 0
vagy 1 gyoke van.

Ha megrajzoljuk az y = v x + 2 egyenlet(i gérbét, ami egy
fél parabola, ugyanezt tapasztaljuk.

yA
y=\x+2
/
/
A>0
1
» A=0
0 1 X
A<0

@ Hasznalhaté a GeoGebra vagy a Graph prog-

ram is.

a) Vx =x
b) Vx=—x

c) /x=2x—6
d vx+1=x—-1

Oldd meg az egyenleteket!
a) V5x—9=3—x

b) V13— 6x = 5— 3x

¢) V5x+23=x-7

d) 5Vx —2vVx = Vx +18

()
)

2 . Melyik valds szamot jelolheti az x, ha
a) vax+ 8 =2+ v3x— 2;
b) v5—8x =4—+v3x—4°?

Megoldds
a) El8szor vizsgaljuk meg, mely valds szamok esetén van
értelmiik a gyokos kifejezéseknek! A négyzetgyokjel
alatt nem lehet negativ szam, ezért kell, hogy 4x + 8 is
és 3x — 2 is pozitiv vagy 0 legyen.
- A (4x + 8) akkor és csakis akkor nemnegativ, ha
4x = —8, vagyis x = —2.

-3 -2 -1 0 1 2 3
- A (3x — 2) akkor és csakis akkor nemnegativ, ha

3x = 2, vagyisx = % = 0,67.

| | | |
T T T T

-3 -2 -1 0o 21 2 3
3

Mindkét feltétel teljesiil, hax = % Tehat ezek kozott
a szamok kozott keressiik az egyenlet gyokeit.

Emeljiik négyzetre az = jel két oldalan 4ll6 szamot:
(Vax+8) = (2+v3x—2),

Ax+ 8 =4+ 4v3x — 2 + 3x — 2;

4/3x—2 = x+6.

Ugy rendeztitk az egyenletet, hogy ha most ismét
négyzetre emelést végziink, akkor mar ne legyen az
Uj egyenletben négyzetgyok:

(4V3x—2) = (x+ 6)% 16(3x — 2) = x* + 12x + 36;
48x —32=x"+12x +36; x*—36x+ 68 =0.
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Ha van gyoke az eredeti egyenletnek, akkor az gyoke
a most kapott egyszer(i egyenletnek is.
Az x¥* — 36x + 68 = 0 egyenletre alkalmazzuk a

megoldoképletet:
_36+1/36°—4-68 _ 361024 _ 36+32
12 2 2 2
x,=34; x,=2.

Mindkét szam nagyobb %—nél, tehat szoba johet

megoldasként. Behelyettesitve:

Ha x = 34, akkor a v4x + 8 = 24 v/ 3x — 2 egyen-
letb&l a kovetkezot kapjuk:
v4:-34+8=2++v3-34—-2;

V144 = 2+ Y1005

12 =2 + 10, ami igaz allités.

Ha pedig x = 2, akkor ez adédik:
v4-24+8=2++v3-2—2;

V16 = 2+ /4 ;

4 =2 + 2, ami szintén igaz allitas.

Tehdt a v4x+ 8 = 24 v 3x — 2 egyenletben az x
két szamot is jelolhet, a 2-t is és a 34-et is.

Masképp

A valdés szamok halmazdn mint alaphalmazon a
Vv4x+ 8 = 2+ v 3x — 2 egyenlet megoldashalma-
za: {2; 34}.

b) El6szor vizsgaljuk meg, mely valds szdmok esetén van
értelmiik a gyokos kifejezéseknek! A négyzetgyokjel
alatt nem lehet negativ szdm, ezért kell, hogy 5 — 8x is
és 3x — 4 is pozitiv vagy 0 legyen.

44. lecke | GYOKOS EGYENLETEK

- Ha5—8x = 0, akkor 8x < 5, vagyis

5
< 2 =(,625.
*=g
—'3 —'2 —'1 6 El i é ér
8
- Ha3x—4 = 0, akkor 3x = 4, vagyis
4
> X = 1,33.
X 3 33
—'3 —'2 —'1 6 1 4 2 3
3

Azt tapasztaljuk, hogy nincs olyan szam, amely sz6-
ba johetne, mert ha egy szdm kisebb 0,625-nél, ak-

kor nem lehet nagyobb %—nél. Itt tehat kar lett volna

hozzifogni az egyenlet megoldasahoz, mert biztosan
nincs megoldasa.

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan mint alaphal-

mazona v'3x + 7 — vx + 3 = 2 egyenletet!

Emeld négyzetre a v'3x+ 7 — vV x+ 3 = 2 egyenlet
két oldalan all6 szamot, majd folytasd az egyenlet
megoldasat! Ezutan rendezd a kapott egyenletet tgy,
hogy az egyik oldalon csak egy négyzetgyokos kifeje-
zés legyen, majd végezz még egy négyzetre emelést!

Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok
halmazan!

a) V’+3+vV4-3x2=3
b) vVax*+1 =+v/5-x*—x
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FELADAT

Arany Miklds gazdasagi tanacsadd. Egy nagy nemzetkozi
kozmetikai cég — a MyCream®© - magyarorszagi labora-
tériumanak vezetdje kérte fel egy munkara. Téjékoztatta,
hogy

- az elmult hdrom negyedévben rendre 525 milli6, 566
milli6, illetve 486 millié forint volt a MyCream® be-
vétele,

— a bevétel egy részét a laboratérium kapja, ebbdl kell
fedeznie a rezsit, a bérkoltséget, és ebbdl képezhet
tartalékot a laboratorium fejlesztésére,

- az el6z6 negyedévekben a bérkoltség mindig a
MyCream®© bevételének 2%-a volt,

- mindegyik negyedévben 125 milli6 forint volt a la-
boratérium rezsije,

- az elmult harom negyedévben rendre 9,50 milli6t,
9,68 milliot, illetve 9,28 milliot tudtak tartalékolni

fejlesztési célokra.

A vezet6 a kovetkezd pontokban fogalmazta meg kéré-

sét, illetve kérdéseit:

A) Arany ur készitsen olyan matematikai modellt, amely
megmutatja, hany millié forint tartalék jut negyed-
évenként a laboratorium fejlesztésére a bevétel fliggvé-
nyében!

B) Mekkora negyedéves bevétel esetén lesz ez a tartalék
10 milli6 forint?

C) Elérhet6-e — Arany Gr modellje szerint - a negyed-
évenkénti 15 millids tartalékképzés?

Arany Gr munkahoz latott. Koévesd nyomon gondola-
tait és szdmitdsait!

1 = a) Elészor kiszamolta, mennyi maradt a cég bevé-
telébdl a 125 millios rezsi kifizetése utan. Aztan
megnézte, mennyi a laboratoriumi bérkoltség
és a tartalék oOsszege. Kitoltott egy tablazatot,
ekkor kapcsolatot fedezett fel a két kiszamitott
Osszeg kozott. Milyen kapcsolatot fedezhetett
fel Arany ur? A fiizetedben dolgozz!

Bevétel (millio Ft) 525 566 486

Bevétel — 125 (millié Ft)
Bérkoltség (milli6 Ft)
Bérkoltség + tartalék (milli6 Ft)

Kapcsolat

h) A fentiek alapjan a kovetkezé modellt készitette el:
Ha a MyCream® bevétele B milli6 Ft és a labo-
ratérium fejlesztési tartaléka T milli6 Ft, akkor
vB—125 = 0,02B+ T.

Ellendrizd, megfelel-e ez az egyenlet az elmult
harom negyedév adatainak!

2 = Ha a kovetkezé negyedévben a kereslet hanyatla-
sa miatt csak 400 millié forint bevételt érne el a
MyCream® Magyarorszagon, akkor a modell sze-
rint hany millié forintot tehetne a laboratérium fej-
lesztési tartalékaba?

3 = Arany ur készitett egy grafikont is a modelljéhez.
Ezen azt vizsgalta, hogy hany millié forint bevétel
esetén érhetd el az 5 milli6 forintos tartalékképzés.
a) Milyen eredményre jutott Arany Gr?

A y (M Ft) LA

L e T A s S s S S S

A\

30
25
20

15
10+= /

=
[

0 500 1000 1500 2000

AN

AVA
AV

B (M Ft)

b) Abrazold a 2. feladatban kiszamitott tartalék-
képzéshez tartoz6 y = 0,02B + T félegyenest is
ugyanebben a koordinata-rendszerben a fiize-
tedben! Torekedj minél pontosabb abrazolasra!
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c) Igaz-e, hogy novekvo bevételhez novekvo tarta-
1¢k tartozik?

d) Kortlbelil mekkora lehet a legnagyobb tar-
talék, amely a modell szerint elérhet6? Minél
pontosabb abrat készitesz, annal pontosabb lesz
a vélaszod.

4 = Szamitsd ki a modell alapjan B-t, ha T = 10! Fo-
galmazd meg szavakkal, mit jelent az eredményed!
Rajzold meg az el6z6 koordinata-rendszerben a
tartalékképzésnek megfelelé félegyenest, és add
meg az egyenes egyenletét is!

5 = Ird fel a modell alapjén az egyenletet, ha T = 15,
és oldd meg! Fogalmazd meg Arany Ur szdmara a
megfigyelésedet! Rajzold meg a tartalékképzésnek
megfelel6 félegyenest a megadott koordinata-rend-
szerben!

6 ©® a) A T=0esethez mekkora bevétel tartozik a mo-
dell szerint? Mit jelentene a valésagban a labo-
ratérium szdmara ez a helyzet?

b) Arany aur modellje ,,nem miikodik’, ha a bevétel
kisebb 125 millié forintnal. Okoz-e gondot a cég
szempontjabol a modellnek ez a ,,hidnyossaga”?

7 = Egy Uj kisvallalat, a Krémvarazs csatlakozott a
MyCream® kozmetikai céghez. A cég megbizza
Arany urat, vizsgalja meg, hogy eléggé jovedelme-
z6-e a kisvallalatnal az arckrémgyartas. A kisvallalat
jelenlegi helyzetérél Sima Bianka gydrtasvezet$ igy
tajékoztatja Arany urat:

— Nagy a kereslet a pattanasokat gyorsan megsziinte-
t6 Bakfis® krémiink irdnt. A legijabb piackutatisok
szerint havi x kilogramm krém termelése esetén az

Raadas | LABORATORIUMI FEJLESZTESEK

Osszes megtermelt krémet értékesiteni tudjuk, mégpedig

(30 — 0,02x) euré/kg aron. Vagyis az x kg Bakfis® krém

eladésa esetén a havi arbevételiink x(30 — 0,02x) = 30x —

0,02x” (eurd) lesz.

Most kozbeszdl Szigor Lajos miivezetd:

- Bianka asszony tervei szerint 350 kg krémet kelle-

ne havonta gyartanunk, de én meg tudnam szervezni

400 kg gyartasat is.

— Es mennyi a termelési kéltség? — érdekl8dik Arany ur.

Bianka asszony atad neki egy iratot. Ebb6l kideriil,

hogy havi x kg termelése esetén a termelési koltség

0,1x* — 50x 4+ 10 000 (eurd).

a) Mekkora é4rbevételt ér el a kisvallalat, ha Sima
Bianka, illetve ha Szigor Lajos javaslatinak meg-
felel6 mennyiségli krémet gyartanak (és értékesite-
nek) havonta?

b) Mekkora a koltség, ha Sima Bianka, illetve ha Szigor
Lajos javaslatinak megfelel6 mennyiségti krémet
gyartanak (és értékesitenek) havonta?

c) Vazold fel a bevétel és a koltség fiiggvényének grafi-
konjét [a b(x) = 30x — 0,02x° és a
k(x) = 0,1x*> — 50x + 10 000 hozzérendelési szabalyt
fiiggvényeket, ha x = 0]!

d) Hany kg termék eladdasa esetén a legnagyobb a havi
bevétel?

e) Hany kg termék eladasa esetén a legkisebb a havi
koltség?

f) Mekkora a profit (a bevétel és a koltség kiilonbsége)
akkor, ha Sima, illetve ha Szigor javaslatanak megfe-
lelé a gyartas mennyisége?

£) Héany kg havi termelés mellett egyenlé a bevétel a
koltséggel?

Figyeld meg: a legnagyobb nyereség nem feltétlendl a

legnagyobb arbevétel esetében vagy a legkisebb koltség

esetében 1ép fel.
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45 GYAKORLAS, TUDASPROBA

FELADAT

1 5 Adj meg olyan méasodfoku egyenletet, melynek két

gyoke:

a) 12és21
_3 17

RN A T

Y

Egy téglalap egyik oldala 7 dm-rel hosszabb, mint
a mésik oldala, teriilete 4,5 m’. Mekkora a téglalap 4t-
16ja?

Oldd meg az egyenleteket!
a) 289— (x+ 72 =0
b) (x—=5)(x—2)=10

3x 3 _ s
x+4  x*—16

e

c)

gy XA7x+12 45
x> — 5x — 24

e) v2x+11 =x—12

TUDASPROBA I.

130

1s

Oldd meg az egyenleteket!
a) 3—-5x+9x*=10—x+ 6x
b) 6x*=9x

0Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket!
a) (2x+1y¢=(x+7y—-51

b 3x+ 2 X __ 5
) x4+ 4 x+1

Egy DVD-felvevé arat annyi szazalékkal csokkentet-
ték, ahany ezer forintba eredetileg keriilt. Az 4j ara
18 240 forint. Hany szazalékos lehetett a csokkentés?

Péter és Pdl, ketten egylitt 6 ora alatt asnak fel egy
tertiletet. Ha csak egyikiik dolgozna, akkor ugyanezt
a tertiletet 5 6raval tobb id6 alatt asnd fel Péter, mint
Pal.

Mennyi ideig tartana nekik kiilon-kiilon a munka?

4>

(¢
Y

Egy vallalkozas novelni szeretné a havonta legyar-
tott alkatrészek szamat. Ehhez két korszertsités
bevezetését tervezi. Egyrészt Gj gépeket is tizembe
allit. Masrészt j szamitégépes programot fog al-
kalmazni, amelynek vezérlésével tobb alkatrészt
tud legydrtani minden egyes gépiik. A gépek sza-
manak szazalékos novelése kétszer annyi, mint az
Uj szamitdgépes program kovetkeztében a gépek
hatékonysaganak szdzalékos novekedése. Hany
szazalékkal né a gépek szama, ha a legyartott alkat-
részek szama 25%-kal novekszik?

Egy hajo két folydparti varos kozott kozlekedik. A fo-

ly6 sebessége 3 % A két varos 45 km-re van egy-

mastol. A hajo teljes, oda-vissza ttra vonatkozd me-
netideje 6 6ra 30 perc, de ebbdl 15 percet vesz igénybe
a kikotés, a kiszallas és a beszallas. Mekkora a hajo
sebessége dllovizben, a folyon felfelé és a folyon lefelé?

Egy téglalap alakd, halvany szint karton kézepére
egy 10 cm X 6 cm-es, téglalap alaku fényképet ragasz-
tunk. A fénykép koriil minden oldalon ugyanolyan

széles sév marad. A karton teriilete 165 cm”.
Mekkorak a karton oldalai?
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TUDASPROBA II.

1 5 Oldd meg az egyenleteket! 4 = Anna és Dora egyiitt allnak neki egy munkanak. 8 6ra
a) 3—6x+9x=10—x+7x elteltével vége a munkaidének, Anna hazamegy, a mun-
b) 16x=5x kat azonban még nem fejezték be. Déra még benn ma-

rad, és egy Ora alatt befejezi a munkat. Ha csak egye-
diil kellett volna elvégezni a feladatot, akkor Déranak
2 6réval tobb idére lett volna sziiksége, mint Annanak.
Mennyi id6be telne nekik a feladat kiilon-kiilon?

2 5 Oldd meg a kovetkezd egyenleteket!
a) 144 — (x— 4y = 2(x+ 5y — 45«
b) Vox+14=x+4

5 s Egy derékszogl haromszog atfogodjahoz tartozd ma-

3 s Egy szdmnak és a reciprokdnak 6sszege 13 Hata- gassdga 24 mm. Ez a magassag két olyan részre osztja

rozd meg a szémokat! az atfogot, hogy az egyik 20 mm-rel hosszabb, mint

a masik. Mekkora a hdromszog atfogoja?

RAADAS

A Toéth csalad személygépkocsija 36 km sebességgel halad a 40-es korlatozast zonaban. A mogotte 1évé autéd dithésen

h

el6zni kezdi, 54 % sebességgel. Amikor a két kocsi éppen egymas mellett halad, egyszerre pillantanak meg egy uttestre ki-

guruld labdat maguk el6tt, és mindketten azonnal fékezni kezdenek. Toth apuka éppen le tud fékezni a labda el6tt. A csalad
ijedten nézi, hogy a masik aut¢ elszaguld a labda mellett.

- Vajon mekkora sebességgel ért a masik auté a labdahoz?

a) A legnagyobb gyerek egy grafikont rajzol az esetrd], és igy magyarazza a tobbieknek:

v A
16
H v(t)=15(2)-5(8)-¢t
12 S S
10
8 N\
6 \ \\
4 N N
, NUAN
0 >

0 05 1 15 2 25 3 t(s)

~ Ime, az alsé egyenes a mi sebességiink, 10 % kezdésebességrol lassultunk le. En azt hiszem, nagyjabdl 2 masodperc
volt az az idé, tehat gy 5 2 lehetett a lassuldsunk. A mellettiink 1év8 kocsi 3 masodperc alatt lassult volna le. A megtett
s

ut a sebességfliggvény grafikonja és az id6tengely dltal bezart alakzat teriiletével egyezik meg, ez nalunk a z6ld derékszo-
gl haromszog teriilete, a masik kocsindl pedig a piros derékszogl trapéz teriilete.
Mindketten ugyanannyi utat tettiink meg a kigurul6 labda vonalaig, tehét a feltételiink, hogy a zold derékszogli harom-
sz0g teriilete éppen megegyezzen a piros derékszogu trapéz tertiletével.
Szémold ki ezek alapjan a mésik kocsi sebességét!

b) A feladat érdekessége, hogy az eredmény nem fiigg a lassulastol. Milyen eredményt kapunk, ha nem ismerjiik a lassulast?

c) Lathatjatok, hogy a szabdlytalanul el6z6 gépkocsi sebessége kevesebbel csokkent, mint a szabélyosan kozlekeddké, és
még a megengedett korlat ald se tudott jutni! Ha a vezetSk reakcididejével (~0,2 mp) is szamolunk, az eredményiink mar

fiigg a lassulds mértékétdl is. 5-6 2 lassulds esetén 42 % koriili értéket kapunk meg.
s
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

0Oldd meg teljes négyzetté kiegészités modszerével az
egyenleteket!

a) X’ —22x=—40

b) x*+ 18x =40

Oldd meg az egyenleteket!
a) X +2x—99=0

b) ¥ —3x—180=0

c) ¥ —6x—55=0

Oldd meg az egyenleteket!
a) 13 +2x=0

b) 4" —3x =0

c) 0,6x —57=0

d) 1,7x*+34=0

0Oldd meg az egyenleteket!
a) 56— 13x-3=0

b) 76 —12x+6=0

c) 40x° —x-15=0

d) 30" +29x+4=0

0Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan!
a) 6x° — 4x — 45=35— 3x" +2x
b) x*+52x—3,2=0,5x"+1,3x — 2,4

Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan!
a) 2x— 9+ (x+2)’=127 — 3x
b) (7x — 1) — 40 = (8x + 3)* — 4x

Hatdrozd meg a kovetkezd fiiggvény zérushelyeit! Er-
telmezési tartomany a valds szamok halmaza.

2
X X _
a)x»—>12 3 1
2
b _Xx _ X
) x> 3 6+6

Alakitsd szorzatta a polinomokat!
a) 3%’ —4x—7 b) 4x* — 16x— 9

Adj meg olyan egész egyiitthatés masodfoku polino-

mot, melynek zérushelyei
11 b) % és —2

a);és 6

9 3

105>

115

13

Y

14>

15

Y

16>

Ird fel az alabbi polinomokat gyoktényezds alakban!
a) 5x°+3x—8 b) 0,2x* —0,1x — 2,1

Irj olyan valds szamot az ismeretlen egyiitthat6 he-
lyére, hogy az egyenlet diszkrimindnsa 0 legyen!

a) X +0,6x+...=0

b) 3x’+42x+...=0

Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan!

3__2 _
a) X x+2

3.2 _
b) x+x+4 1

Egy egész szamot megszoroztunk a nala 6-tal kisebb
egész szammal, majd hozzédadtunk 5-6t. Igy 780-at
kaptunk. Melyik ez a két szam?

December elején kidrusitas volt egy ruhaiizletben, x
szazalékkal csokkentették az drakat. December utol-
s6 hetében tovabb csokkentettek, megint x szazalék-
kal. Igy az eredetileg 5700 Ft-os bluz 4ra december
végén csak 4415 Ft volt. Hany szazalékos volt az els6
arleszallitas?

Egy csaladi haz udvara 16,8 m széles és 26,4 m hosz-
szu, téglalap alaku. Az udvar egyik széle mentén egy
téglalap alaka diszkertet telepitiink, melyet harom
oldalrél ugyanolyan széles osvény hatdrol, negyedik
oldala a keritéshez ér, a kert egyik 26,4 m széles olda-
lanal. Milyen széles az 6svény, ha a diszkert alapterii-
lete 316,1 m*?

Egy deltoid hosszabbik atldja 2,6 cm-rel nagyobb,
mint a rovidebbik atléja. Teriilete 2,535 cm”. Mekko-
rék az atl6i?

MASODFOKU EGYENLETEK



Egy deltoidnak két derékszoge van. Rovidebb oldalai
1,8 cm-rel kisebbek, mint a hosszabbik oldalai. Hosz-
szabbik atldja 5,7 cm.

Mekkorak az oldalai?

Mekkora a teriilete?

Kerékpéros kirandulason az elsé 48 km utin csok-
kenteni kellett a csapat sebességét. A kovetkezd

32 km-t 3
48 perc alatt tették meg a teljes tavot. Mekkora sebes-

km a1 Jassabban tették meg. Igy 4 6ra

séggel haladtak az egyes részeken?

Oldd meg az egyenletet!
x’+ 8x+16 -0
x+4

Ekvivalens-e egymassal az R alaphalmazon a kovet-
kezd két-két egyenlet?
(x+3)P=16 é x+3=—4
2x+3V/x=3/x—8 é 20=-8

Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
Mindegyik esetben allapitsd meg, hogy a megoldas
soran kapott egyenletek ekvivalensek-e az eredeti
egyenlettel!

x+5 —
22+ 7x +10

X+ 7x+10 _ 54
xX+5

Oldd meg az egyenletet a val6s szamok halmazan!

I9vx—4=x—-26 3Vv2x—6=x—3

Oldd meg az egyenletet a val6s szamok halmazan!
vd—x—+vx+9=-1

Vax+1++v/12x+9 = 14

Egy sporteszkoz 76 000 Ft-ba keriilt janudarban. Ja-
niusban felemelték az arat, majd decemberben, az év
végi akci6 keretében kétszer annyi szazalékkal csok-
kentették az drat, mint amennyivel jiniusban meg-
emelték. A decemberi akcids ara 71 820 Ft volt. Hany

szazalékos volt a juniusi aremelés?

Egy derékszogli utkeresztez6désbdl egyszerre indul
két jarmi, egymasra merdleges iranyban. Az egyik

jarmi{ sebessége 6 %—Val nagyobb, mint a mésik

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

jarm{ sebessége. 20 perc mulva a két jarmd koriil-
beliil 32 km-re lesz egymastél. Mekkora a jarmtivek
sebessége?

Egy 48 cm hosszt palcabol deltoid alaku papirsar-
kanyt készitiink. A palcat kettétorjilk, merdlegesen
oOsszeillesztjiik, ezek lesznek a deltoid atléi. A papir-
sarkany teriilete 263,5 cm’. Milyen hosszuak a del-
toid atloi?

Egy 28 m magas toronybol fligg6legesen lefelé eldo-
bunk egy kavicsot, 3,4 % kezdésebességgel. Mennyi
id6 mulva csapddik a talajba? (A kozegellenallastol

tekintsiink el. A fligg6legesen lefelé elhajitott test

altal t id6 alatt megtett ut: h = vyt + %tz, ahol v,

a kezd@sebesség, és ¢ ~ 9,81 ?.)

Egy termék csomagolasa négyzet alapu egyenes ha-

sab. Valtoztattak a termék méretein, és a hasdb ma-

gassagat masfélszer annyi szazalékkal csokkentették,

mint ahdny szazalékkal novelték a négyzet alapterii-

letét. Igy a doboz térfogata 8,16%-kal csokkent.
Hény szazalékkal csokkent a hasdb magassaga?
Hany szazalékkal nétt a hasab alapéle?

Egy feladat elvégzésére két gépet allitanak munka-
ba. Ha csak a régebbi gép végezné a munkat, akkor
3 nappal tobb idére lenne sziikség, mintha csak az
Uj gép. Hat napig mindkét gép dolgozik a feladaton,
majd a régebbi gépet elviszik, és az 1j gép egyediil
dolgozik tovabb. Az 4j gép tovabbi négy nap alatt be-
fejezi a munkat. Hany nap alatt végeznének a feladat-
tal kiilon-kalon?

Egy motorcsénak sebessége allovizben 24 km

h
A motorcsénak egy folyon halad 42 km-t felfelé,

majd ott egybdl megfordul és visszatér a kiindulasi
pontra. Az oda-vissza it 3 6ra 36 percet vesz igénybe.
Mekkora a folyd sebessége?

Egy 15 literes edény tele van alkohollal. Kiéntenek
beldle valamennyi alkoholt, és helyette ugyanany-
nyi vizet toltenek az edénybe. Jol elkeverik a vizet az
alkohollal. Ismét kiontenek bel6le, az el6z6vel meg-
egyezd térfogatu folyadékot, majd a hidnyzo részt is-
mét vizzel pdtoljak. A két higitas utan a folyadéknak
csak 30%-a alkohol. Hany liter folyadékot ontottek ki
az edénybdl egy-egy alkalommal?
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NEHANY FELADAT VEGEREDMENYE

Bevezetd ora: 1. 45,36 A. 4. a) 45,472 A. b) 45,584 A.
1.lecke: 1.b) D; B; B/ D/ E; D/ E. 2. Nincs. 3. a) C. b) C.
4. C, D. 5. a) igaz: A; B, E; hamis: C; D. b) A tagadasa: C.
6. a) selejtez6: Hosszu, Verrasztd; kozépdontd: Verraszto,
Hosszt; dontd: Hosszd, Verrasztd. b) 1,66 mp. c) Lehetsé-
ges. d) Biztos. e) Lehetséges. (bronzérmet nyert)
2. lecke: 1. a) 2. b) 2. ¢) mindegy. d) 2. 2. a) Pal-volgyi
iskola. b) piros. ¢) igen, bronzérmet.
3. lecke: 1. igazak: a), b), d). 3. a) A hamis, B igaz. 4. a) ha
Xx+3=0VAGY5—x=0.b)hax+3=0ES5—x=0.
5.ES/VAGY /ES
4. lecke: 1. b) A: {—3}; B: {5}; C: {=3; 5}; D: 0. c) Igen.
AV B: {=3;5}. d) Igen. e) Nem. f) Igen. AAB: 0. g) Igen.
3. b) igaz, hamis, igaz. c) igaz, hamis.
5. lecke: 1. Csak bizonyos esetben: a) és ¢). 2. C. 3. x = —2
vagy x <-8.4.a) x =3é y=1.d)x=0¢éy=0.
5. a) nincs ilyen.
6. lecke: 1. a) 36.b) 36. ¢) 22.2.4,25és 0 és 5.
3. a) 1938 ezer Ft. b) 161 500 Ft. ¢) Tobbet. d) 120 000 Ft.
4. a) 24,073 g. b) Elfogadhato.
7. lecke: 1. a) 250; 200. b) 241; 209. ¢) 197; 195. d) 200;
200. 2. a) 2712. b) 360. 3. a) 19,5 cm. b) 18 cm. 4. Jocéék
udvaranak. 5. a) 20,449 milli6 Ft. b) 2,1 millié Ft, és
8,349 milli6 Ft. ¢) 5,2245 milli6 Ft. d) 1,43-szoros. 4,3 mil-
li6 Ft és 6,149 milli6 Ft.
8.lecke: 1. a) p = 278; g = 311; x = 369; y = 391; z = 466;
v =524.b) 2-szerese. c¢) Egyenl6k. =~ 1,059. 2. 2,5 millié Ft.
3. a) Osszesen 329,1 km. b) kevesebb. ) egyenlé. d) 65,82 km.
4. a) 12 322. b) 1161. ¢) 12 322, ugyanennyi. d) 11%-os.
5. a) 3,36 milli6 Ft, és 2,856 milli6 Ft. b) 32%-ot.
¢) 2,859 millié Ft. d) 17,538%.
9. lecke: 1. a) 20 és 2,5. b) 24 és 3. ¢) 60 és 1,2. 4. a) 28.
b) 150. ¢) 1900. d) 432.5. 2v/3; 2v/5;10v/3;3v5; 5V 4.
6.a) 3v/a.b) 3/2.7.a) 12+ 2v/35.b) 24+ 2+/143.
8.a) v102.b) V195.
10. lecke: 1. a) 7 cm. b) 11 cm. ¢) v/57 cm. d) ¥T cm.
2.a) 7 és —7.b) 11 és —11. ¢) v/57 és —v/57.d) VT és
—/T . 3.15; 20; 60; 70; 3; 6; 50. 4. 5; 5; 11; 11; |al.5.a)2.
b)—18.¢)12+ 2-+/35.d)32—10-+/7 .6.2)2.b) 0,4.¢) V'3 .
d) v2.e 3-V2.f) 02:v/2.7.a) V/5.b) 4-V5.
) 2,4-v/5.d) v2.e) 10.f) 0,05-V5.8.a) a = v/5 cm;
b=+2 cm.b) 7+ 2-v/10 cm’ ¢) ¥'7 cm. 9. b) = 6,93.
0 4-v3.

11. lecke: 1. a) 25. b) 4,5. ¢) 78. d) %. 2. a) 78. b) 21.

3.a) —2v/2.b) 123 . ¢) 325. 4. teriiletek: 28, 26, 29 és 30;
keriiletek: 2v/26 + 2+/40, 213 + 2v/52, 258 + V116,
4v20 + V40 5. a) kétszerese. b) 10 cm?. ¢) 10v/2 cm.
6. a) 6v/3 cm. b) 27V/3 cm’ ¢) 12 cm, 36v3 cm’
7. a) lehet, derékszogli. b) nem lehet. c) lehet.

13. lecke: 1. 36°, 36°, 108°. 2. 108°, 72°, 4 cm. 3. a) 5. b) 36°,
36°,108°, 36°,72°,72°. 4. I11. alapeset. 5. I1. alapeset, 90°-o0s
elforgatds. 6. igazak: a) c) d).

14. lecke: 1. IV. alapeset. 2. a) II. alapeset. 3. a) =14 m.
b) gila. 4. =29 m.

15. lecke: 1. a) 2,45 cm. b) 3,87 cm. ¢) 6,1 cm?. 2. a) 20 cm.
b) 22,4 cm. 3. a) 17 cm. b) 13,2 cm és 3,8 cm. ¢) 7,1 cm.
4.3 cm és 9 cm. 5. hamis: h) i).
16.lecke: 1.a) 5 cm. b)2cm.
4.a)3,5cm. 5.8 cm

18.lecke: 1. a) 16 cm, 8 cm, 8 cm, 12 cm, 4 cm. b) 120°, 60°,
60°, 90°, 30°. 2. a) 18,3 cm, 20,9 cm. b) 458 cm’, 523 cm’.
3.2 cm’ 1 cm’l cm? 1,5 cm? 0,5 cm’ 4. a) 22,4 cm,
134,4 cm> b) 52 mm, 4720 mm?>. ¢) 57,3°, 50 m>. 5. 5092 km.
19. lecke: 1. a) 100°, 160°, 20°, 80°. b) 51,4°, 77,1°, 102,9°.
2. =3050 km. 3. a) 6,28 m. b) 1 m. ¢) 2,8 m. 4. a) 113 cm’.
b) 7,63 m>. 5. a) 138 cm”. b) 57 cm.

20. lecke: 1. a) 36°. b) 2182°, 6. ¢) 16. sor. d) 27,4 mm.
2. a) 42-43 cm. b) 251 cm’. 3. a) =0,041°. b) 107 600 km.
c) 8,1- 10" km® 4. a) 34.b) 189.

21.lecke: 1. a) I1. alapeset. 2. b) 3,2 cm. ¢) 3,7 cm és 5,9 cm.
3.a) 7,1 cm és 7,1 cm. b) 4,5 cm és 8,9 cm. 4. 5760 km.
5.a) 74%. b) 418 m® (38,5%).

23. lecke: 2. a) 15 000 Ft, 20 000 Ft. b) 20 p6lét mar ingyen
kellene adni. ¢) 4000 — 200x; x(4000 — 200x).

24. lecke: 2. a) fliggvény: B), C). 3. a) 85 km. b) 100 km.
c) dragabb: meredekebb. d) 7,2 euré. ) 0,12 euro; 0,18 eur?.
f) 14,4 eur6. 4.b) R. ¢) R. d) x ——0,5x + 4,5.

26. lecke: 2. a) x% x> — 4; (x + 3)>. b) |x];|x—4];|x|— 3.
AV Vx—LVx+4.3.¢:y=f(x) + 2 h:y=f(x+2)
27. lecke: 3. a) kék: k(x) = | x|, piros: p(x) = —0,25|x]|.
b) kék: k(x) = x” piros: p(x) = 0,25x". c) kék: k(x) = x, pi-

¢)5cm’ 2.b)4cm.

ros: p(x) = —3x. 4. y = —2f(x) barna; y = %f(x) piros;
y = $fx) kek

28. lecke: 3. a) f(x) = x* g(x) = 0,5x* — 2.

b) f(x)=—|x+ 3| g(x)=—|x+ 3|— 2.



c) f(x) = —0,5(x — 3)* g(x) = —0,5(x — 3)* + 2.

5.a) 1és3.b) 1és3.¢) 2—+/1,5 és 2+ /1,5.

29.lecke: 1. a) x — x* — 6x + 5.b) (3; —4). ¢) x = 3 helyen.
2.2.3.a)a=1,b=—4,c= 5 minimum.b)a=1,b=38,
¢ = 12; minimum. ¢) a = —0,5, b = 2, ¢ = —2; maximum.
d) a=-3,b =18, c = 0; maximum. 4. a) 1;2; 9.

30.lecke: 1.a) x, =0 és x,=8. b)x, =0 és x,=—3,2.
c)x,=0ésx,=4.d) x, =0és x,=—6. 2. g minimum helye
—2,5, minimuma —3,25. 3. ¢ maximum helye 2, maximum
értéke —2. 4. fminimum helye 11, minimuma —12,1; g mi-
nimum helye 11, minimuma —6,3.

31. lecke: 1. a) 0; —112; —56. b) 0; 12; 6. 3. a) 20,8 1; 7,6
1. b) 13 km; 7,7 1. ¢) 10 200 kg; 23 648 kg. 4. b) 2,5 kg.
5.a) 10 — x; x(10 — x). ¢) 5.

33.lecke: 2.a) 3és —5.b) 4 és —7.¢) 2 és 10. d) —2 és —8.
3.a)4és—4.b)0és5.¢)2¢és6.4.11-en.

34. lecke: 1. a) 1,5 és —4,5. b) 1 és —1,8. 2. a) 4 és —5,5.
b) 2 és 3. ¢) %. 3. ) 166,7 és 500. ¢) ~333,3-ndl,
értéke =~3333. 4. a) 3-nal kisebb szdm. b) 3. ¢) 3-nél na-
gyobb szam.

35. lecke: 1. a) 0 és —%. b) V3 és —v/3.2.a) 45 és %
b) 3,5és —0,6.3.a) 3és —1,5.b) 0,6 és 3. 4.a) —2 +410.
b) nincs zérushelye.

5.2) 2x*— 6x+2,5=0.b) 3x>— 8x+ 4= 0. 6. a) %
b) — % ¢) nincs megoldas. 7. 36 és 37 vagy —37 és —36.
36. lecke: 1. a gyokok szama: 2,0, 2, 1.2.a) —2¢és 1. b) 1,2
és3,5.¢) =7 és —4.3. —2; —1; 0, és 10; 11; 12. 4. a) lehetet-
len. b) lehetetlen. ¢) biztos. 5. mindegyik lehetséges.

TARGYMUTATO

37. lecke: 2. a) 2(x + %)(x— 5). b) 5(x + 1)(x + 1,6).

3.2,5¢és % 4.a)2.b) % <) % 6.13;8;7;—7; —8; —13.
Raadas lecke: 1. a) 2 és4.b) 2 és 10. ¢) —2 és —5.d) 4 és
—5. 2. a) nincs gyok. b) 30. 3. a) % b) — % 4. a) % b)
@. <) 3%.

39. lecke: 1. 25 cm. 2. 100 mm, 60 mm, 80 mm. 3. 2,5 m.
4.a) 13.b) 103.¢) 33.5.a) 13 cm és % cm. b) a mésodi-
ké. 6. 20 cm, 40 cm.

40. lecke: 1. 2,5 ora. 2. 02 és =5. 3. 3. 4. ~ 5,9 %
5. Els6 2 m, hatsé 4 m.

41. lecke: 1. e) 20 vagy 90 £6s. 2. 19-en. 3. 10 és 15. 4. 12 Ft.
42. lecke: 1. 30 6ra.  2.a) 140 6ra.  b) 48%; 28%; 24%.
¢) =~93,3 6ra. 3. a) 330 720 Ft. b) 10% és 8%. 4. a) 1,5%.
b) 2,82%. 5. hamis: a) és c).

43. lecke: 1. a) igen. b) nem. ¢) nem. 2. a) nem. b) nem.
c)igen.3.a) —20és6.b) —7,5és 10.4.a) 6.b) — % és 6.
44. lecke: 1. a) [4,5; [ e) 6 gyoke; 2,75 nem gyoke. 2. a) 4.
b) 2. 3. a) [—14; 16]. b) [4; c°[. 4. —3.

Raadaslecke: 2. T'= 8,58 milli4 Ft. 3. a) kb. 210 és 1800 mil-
li6 Ft kozott. ¢) nem. d) kb. 10,4 millié Ft. 4. 750 milli6 Ft,
y=0,02B + 10. 6. a) 132 milli6 Ft, 2368 millié Ft.

7. a) 8050 euro; 8800 eurd. b) 4750 eurd; 6000 eurd.
d) 750 kg. e) 250 kg. f) 3300 eurd, 2800 eurd. g) 166,7 kg;
500 kg.

45. lecke: 2. ~30,8 dm. 3.a) —24és10.b) 0és 7.¢) 5és 7.

28 0 km, 5, km , 1o km
d) 7€) 19.4.16%.5.15 (8512 S és18 2.

befogotétel 47

diszkriminans 100

ekvivalencia 17

ekvivalens egyenletek 123

érint6 szaru kertileti szog 60

érinténégyszog 65

értékkészlet 78

értelmezési tartomany 78

és-mtivelet (konjunkcio) 15

gyoktényezds alak (polinomé) 106

gyokvonas azonossagai 33

harmonikus kézép 49

haromszogek egybevagdsaganak
alapesetei 41

harnégyszog 64

TARGYMUTATO

implikacié 17

képhalmaz 78

keriileti szog 60

korcikk 54

koriv 54

kozépponti szog 54

latokoriv 61

logikai 4llitas 7

logikai miivelet 15

magassagtétel 47

masodfoku fiiggvény 88

maximumbely (fiiggvényé) 78

megoldoképlet (masodfoku
egyenleté) 100

meértani kozép 26

minimumbely (fliggvényé) 78

monotonitds 78

négyzetes kozép 49

négyzetgyok 26

nevezd gyoktelenitése 35

parabola 85

sokszogek egyebevagosaga 43

szamtani és mértani kozép kozti
egyenldtlenség 27

szamtani kozép 26

teljes négyzetté kiegészités 89

vagy-miivelet (diszjunkcid) 15

Viéte-formuldk 107

zérushely 78
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El6sz6 — A tankonyv témakorei .................
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