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Kedves Végzos Olvasonk!

A kozépiskola utolsé éve all elétted. Karnyujtasnyira téled
az érettségi. Végzisként, az érettségire késziilve egyre szé-
lesebb nézdépontbdl tekinthetsz a vilagra, a természetben
el6fordulé folyamatokra és ezek matematikai modelljeire
is. Ebben a tanévben mar csak hdrom 4j témakor kertil el6,
majd ezt a rendszerez6 sszefoglalas koveti.

A leckék tagolasa megegyezik az eddigiekkel. A kovetkezd
tipusu részekkel talalkozhatsz:

, mely altalaban egy gyakorlati problé-
man keresztlil mutat rd az alkalmazasok lehetGségére;

, mely lépésrdl lépésre megmutatja a
megoldas egy-egy utjat; , melynek keretében rend-
szerezziik a matematikai tartalmakat, fogalmakat és téte-

leket;

EEINTY, melyek megoldasaval elsajatithatod a sziikséges
ismereteket;

vagy keretében az egyiittmitikodés,
a parbeszéd, egymas otleteinek megbeszélése is kozelebb
vihet a megoldashoz; az otthoni gyakorlds-
hoz. IEEXIEN: itt matematikai érdekességeket taldlsz, és
megmutatjuk a tananyag néhany érdekes tovabbgondolasat
és alkalmazdsat.

emeLtszint: ezek a részek tulmutatnak a kozépszintt érett-
ségi kovetelményeken. Az emelt szintli érettségi kovetel-
ményeihez tartozé fogalmak, feladattipusok, illetve szép,
preciz bizonyitasok talalhatok ezekben a részekben.

A feladatokat igyekeztiink olyan szinesen Osszevalogatni,
hogy az élet sokféle teriiletéhez és tobbféle tudomanyhoz
kapcsolddjanak. Szeretnénk bemutatni, a matematika mi-
lyen mddon valaszol a valos élet problémaira, s ekozben
hogyan épit és fedez fel egy olyan rendszert, amely 6nma-
gaban is érdekes, nyitottsagra, csoddlkozasra és kérdésekre
indit.

A tankonyv masodik része a rendszerez $sszefoglalds. Ot
témakorbe rendezve talalod meg a kozépiskolds matemati-
kai ismereteket. A témakor elején egy dsszefoglald tablazat-
ba rendeztiik az anyagrészhez tartozo legfontosabb defini-
ciokat és tételeket, majd a kovetkez6 leckékben feladatokon
keresztiil ismételjiik at a kozépiskolds tananyagot.

ELOSZO — A KONYV TEMAKBREI

A tankonyv végén néhany kozépszintd probaérettségi fel-
adatsort talalsz.

Ha tartds tankonyved van, amit vissza kell adnod az is-
kolanak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dol-
gozz a fiizetedben! (Téblazatok esetén segitségedre lehet
egy Ontapadods jegyzettomb: egy ontapados lapot tegyél a
tablazat mellé, s arra irhatod az eredményeket.)

Kivanunk Neked erre az évre j6 munkat, kitartast és sikeres
érettségit!
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- Testek térfogata és felszine

Dinnyék, sajtok, fagylaltok

Epitkezés és darabolas

Gulak és kupok, egészben és csonkan
- Hajlasszogek, sikmetszetek

Lejtok és haztetok

Forgassunk meg egy haromszoget!

2. SOROZATOK

- Szamtani sorozatok
Nézotér és tetdcserepek
A kis Gauss triikkje

- Meértani sorozatok
Kamatos kamat és amortizacio
Rajzolj bele még egyet!
Buzaszemek a sakktablan

- Adatsokasagok és jellemz6ik
Atlagon feliili ismeretek
Tablazatok és diagramok
Osztalyok nem csak tanulokbél
- Szoras és atlagos abszolut eltérés
Nem mindegy, mennyire szorédnak
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BEVEZETO

A gorogdinnye

A termés alakja igen valtozatos, a gombtél a megnyult ,hengeres” formaig valtozik. Egy-egy
termés tomege 2-15 kg. A héj szine fehéres, vildgoszold, kozépzold, kékeszold, feketészold
lehet. Feliilete sima vagy enyhén barazdalt, rajzolata lehet csikozott, marvanyozott.

Jelentds mennyiségli cukrot tartalmaz. A kémiai elemek koziil els6sorban kalium, kalcium,
magnézium, natrium, vas és foszfor talalhato benne, tovabba tobbféle B-vitamint és C-vita-
mint is tartalmaz. Az ehet6 rész energiatartalma 100 gramm esetén 30 kilokaldria, azaz kb.

130 kilojoule. (Forras: Wikipédia)

A gorogdinnye 90-95%-a viz, ezért a dinnye atlagsiiriisége
kozel van a viz stirtiségéhez (errél meggy6zddhetsz, ha egy
kad vizbe teszel egy dinnyét: a dinnye tszni fog, de alig lat-
szik ki a vizbdl).
Mekkora lehet egy 8 kg tomegt dinnye térfogata? Adj
becslést!
Mekkora lehet egy 20 cm atmér6jt dinnye tomege, ha
j6 kozelitéssel gomb alaku?
Korilbeliill mekkora lehet egy 8 kg tomegt dinnye at-
mérdje, ha gobmb alakanak gondoljuk?

Megoldds

Természetesen senki sem gondolhatja, hogy léteznek toké-
letesen gomb alakul gorogdinnyék. A feladat maga sem ezt
allitja, hanem azt mondja, hogy a felvetett problémakban a
gorogdinnyét gombbel modellezziik, a gombét vélasztot-
tuk matematikai modellnek.

a) A dinnye térfogata kozelitéleg annyi, mint 8 kg viz tér-

fogata, vagyis 8 dm”.

RAADAS

b) A 9. osztalyos tankonyvben képletet adtunk meg a
gomb térfogatanak kiszamitasara. Eszerint az r sugaru
gomb térfogataa V = % -7’ 1 képlettel szimolhatd ki.
Most a gdmb sugara 10 cm, ezért a dinnye térfogata:
V:i~ 10°- 7 cm® = 4189 cm® = 4,2 dm®. Ennek a

3
dinnyének a tomege koriilbelill 4,2 kg (hiszen 4,2 liter

wviznek” a tomege 4,2 kg).
c) A 8 kg-os dinnye térfogata koriilbeliil 8 dm’. Ha a
gomb alakunak feltételezett dinnye sugara r dm, ak-

kor tehat % -r’r =8. Az egyenlet rendezése utin:
r=%~10
T

Kétféleképpen is jeloltiik azt az r pozitiv szamot, amely-
nek 1,91 a harmadik hatvdnya: r=~3%/1,91, illetve

1
r=~1,913.
Szamologéppel azt kapjuk, hogy r = 1,24 (dm). A diny-
nye atmérdje tehat koriilbeliil 2,5 dm, azaz 25 cm.

A gomb sok szempontbol kiilonleges test. Végtelen sok forgastengelye és végtelen sok szimmetriatengelye van, igy a legto-

kéletesebb formanak tinik. Felszinét és térfogatat mar az kor legnagyobb matematikusa, Arkhimédész (Kr. e. 287-212 ) is

meghatarozta. A gombrdl és hengerrdl cimii mtivében megallapitotta, hogy a gomb felszine egyenl6 a koré irt hengerpalast

teriiletével, a térfogata pedig a koré irhaté henger térfogatanak kétharmad része.

TERGEOMETRIA



FELADAT

A belsd rész
sugara

1 cm vastag héj esetén

2 cm vastag héj esetén

2b (cm)
26
22

HAZI FELADAT

A bels6 rész A dinnye teljes
térfogata térfogata

A dinnye tomege kozelit6leg (kg)

Hany szazalék ehet6?




KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy kb. 8 cm atmér6jti narancsot késsel

kettévagtunk. Nem lett egyforma a két
rész, mert a gébmb alakd naran-
csot a kozéppontjatol koriilbeliil

2 cm-re vagtuk ketté. Igy aztan
a metszési feliletek sem 4 cm
sugaru ,,f6korok” lettek. Mekkora
lett a metszetkor sugara?

Emlékezziink!

1. Egy pont és egy sik tavolsdga a pontnak és a sikon 1évé
merdleges vetiiletének a tavolsaga.

2. Akkor mondjuk, hogy egy egyenes merdleges egy sikra,
ha az merdéleges a stk minden egyenesére.

Tétel. Barmely metsz6sik a gombot egy korben, a gombfeliiletet egy korvonalban metszi.

Ha a sik 4tmegy a gomb kézéppontjan, akkor a keletkez kort a gomb fékorének nevezziik. A £6-
kor sugara ugyanakkora, mint a gomb sugara. (Ha a sikmetszet nem f6kor, akkor sugara kisebb

a gobmb sugaranal.)

FELADAT

Ha a gombot egy sikkal elmetssziik, akkor a gombfeliilet két ré-
szét gombsiivegnek, a gomb két részét gombszeletnek nevezziik.

A narancsot modellez6 gémb O kézéppontjanak a metszési
feliileten 1évé merdleges vetiilete Q, a gombfeliilet és a met-
szOsik egy kozos pontja P.

A rajzon 1év6 OQP derékszogli haromszogre alkalmazzuk
a Pitagorasz-tételt. Eszerint ¥ = 4° — 2° =16 — 4 = 12.
Tehédt r =12 = 3,5 (cm).

Ha két parhuzamos sikkal metsziink el egy gombot, akkor a
gombfeliilet két gombsiivegre és egy gombovre bomlik, a gomb
pedig két gombszeletre és egy gombrétegre.




HAZI FELADAT

EMELT SZINT

Igazoljuk, hogy a gombnek minden sikmetszete kor!

1. bizonyitas:

Messiik el az O kozéppontd, r sugart gombot egy sikkal. Ez a sik végtelen sok pontban metszi
a gombfeliiletet. (Ezt a végtelen sok pontbdl all6 halmazt nevezziik sikmetszetnek.)

Jeloljiik m-mel azt az egyenest, amely illeszkedik a gomb kozéppontjara, és merdleges a metszsik-

ra. Ez az egyenes a sikot az E pontban metszi. A sikmetszet minden pontja r tavolsdgra van a gémb

O kozéppontjatol.
Jeloljiik P-vel a sikmetszet egy pontjat. Az OEP haromszog derékszogli, mert az m egyenes a metszésik minden egyenesére
meréleges.

A sikmetszet minden pontjahoz tartozik egy ilyen derékszogli haromszog, amelynek atfogdja r, egyik befogodja pedig az
OE szakasz. Ezek a haromszogek mind egybevagok, mert 2-2 oldaluk és koziilitk a hosszabbikkal szemben fekvé szogiik
(a derékszog) is egyenld. Az egybevagdsag miatt a harmadik oldaluk is egyenld, amely a sikmetszet tetsz6leges pontjanak az
E ponttdl val6 tavolsaga.

Tehat a sikmetszet mindegyik pontja ugyanakkora tavolsagra van E-t6l, ami azt jelenti, hogy a sikmetszet pontjai egy E ko-
zéppontt koron vannak, és ennek a kdrnek minden pontja valéban a sikmetszetnek is pontja.

2. bizonyitas:

Allitsunk egy m merdleges egyenest a gdmb kozéppontjabdl a metszdsikra és forgassuk meg e koriil a gsmbét és a sikot is.
A metszésiknak, a mer6legessel alkotott E metszéspontja helyben marad, a metszésik mds pontjai E kézéppontu koroket
irnak le. Az m koriili forgatasndl a gombfeliilet és a metsz6sik is onmagaba megy at. Ezért a metszésvonal barmely kivalasz-
tott pontjat tekintve igaz az, hogy a forgatas sordn ez a kivalasztott pont a metszésvonalat irja le. Ebbél kovetkezik, hogy a
sikmetszet egy E kozéppontu kor.



I bmae

Hutégépek szagtalanitasara, a nedvesség megkotésére gyakran haszndlnak apré golydcskékat. Vajon miért apré golyokat,
miért nem egyetlen nagyobb golyo6t hasznalnak? Elsdsorban azért, mert a nedvesség megkotésére hasznalt golydcskak a fe-
liletiikon kotik meg a vizet, tehat a megkotés annal hatékonyabb, minél nagyobb a megkoto feliilet. A sok kis golyo feliilete

pedig nagyobb, mint az ugyanakkora térfogatu egyetlen nagy golyo feliilete. Nézziik, hogyan tdémasztja ald a matematika az
el6bbi kijelentést! __ '

A gombfeliilet nem terithet6 sikba.

A fels6bb matematika eszkozeivel bizonyithatd, hogy
— egy rsugart gomb felszine A = 4¢’r;

- egy rsugaru gomb térfogata V = 4771'1,3‘

KIDOLGOZOTT FELADAT
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Régi matematikakonyvek kedvelt példaja volt a kovetkezé: felszine. 400 darab sorét egytittes felszine egyenld a
Egy 2 cm sugart 6lomgoly6bdl 1 mm sugart dlomsoréte- goly6 felszinével, a 8000 darab sorét egyiittes felszine
ket ontenek. pedig ennek a 20-szorosa. Tehat a sorétek egyiittes fel-
a) Hany darab sorét készithetd? szine 20-szorosa a golyo felszinének.
b) A golydbol készitett Gsszes sorét egylittes felszine hany- Megjegyzések
szorosa a goly6 felszinének? 1. Oldd meg a feladatot masképpen is! Hasonlitsd 6ssze az
Megoldds igy kapott eredményeket a korabbiakkal! Ha a térfoga-
a) Barmely két gomb hasonlo, és tanultuk (10. osztaly, 75. tok kiszamitasakor a részeredményeket kerekitve adod
lecke), hogy a hasonlo testek térfogatdnak ardnya a ha- meg, az eredmény nem lesz olyan pontos, mint a fenti
sonlosaguk ardnydnak kobével (harmadik hatvdnydval) szamolds eredménye.
egyenld. Esetiinkben a hasonldsag aranya 20 : 1 = 20 és . A bevezetésben feltett kérdésre egy konkrét esetben
20’ = 8000, tehat a 20 mm sugart goly térfogata 8000- megtalaltuk a matematikai valaszt: ha egy golyobdl
szer akkora, mint egy darab 1 mm sugaru sorét térfoga- kisebb, egyforma méretti golydkat készitiink, akkor a
ta. A golyobol emiatt 8000 db soérét onthetd. kisebb golyok egyiittes felszine nagyobb, mint az ere-
b) A hasonlo testek felszinének ardnya a hasonlosiguk ard- deti goly? felszine volt. Az altalanos esetre vonatkozo
nydnak négyzetével egyenlé. 20° = 400, vagyis a 20 mm bizonyitast a Raadasban taldlod meg.
sugaru golyo felszine 400-szor akkora, mint egy sorét

FELADAT
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sugar (cm)
felszin (cm?) 785 2500
térfogat (cm’) 48 8600

RAADAS

Legyen az n egy 1-nél nagyobb egész szam, és r egy
pozitiv szam! Ha egy n-r sugara géombbdl térfo-

gatveszteség nélkill r sugaru gomboket készitiink,
akkor n’ darab kis gémb keletkezik. A nagy goémb
felszine 47 - (nr)* =n*- (47 - 1. Az n° szamu, kis
gdémb egyiittes felszine pedig n’ - (47 - #*), ami éppen
n-szerese a nagy gomb felszinének.

Bebizonyithat6, hogy ha egy nagyobb gombbdl nem
egyenl6é sugard kisebb gomboket készitiink, akkor
is igaz lesz, hogy a kisebb gémbok egyiittes felszine
nagyobb az eredeti gomb felszinénél. Erre lattunk
példat az 1. feladatban a gyertyak sszeolvasztdsanal.




Ivett a nyari szlinet egy részében a Marcipan cukraszatban

dolgozott. Legutobb 340 darab 22 mm atmér6ji marcipan-

golyobdl kellett csokoladémazzal 30 mm 4tmérdjii, gémb

alakl bonbonokat készitenie.

30 mm

Hény dm’ volt a 340 marcipangolyd egyiittes térfogata?
Hanyszor annyi lett a 340 bonbon térfogata, mint a
marcipangolyoké?

Hény dm’ csokolddét haszndlt fel a mézhoz Ivett?
Mekkora lett volna egy bonbon atmérdje, ha Ivett
5,2 dm’ csokoladét hasznalt volna fel?

Megoldas

a)

Egy marcipangoly6 sugara 11 mm, vagyis 1,1 cm, a tér-

-4 11° 7~ 56 (cm®). A 340

arcipan 3

fogata pedig V

golyo egyiittes térfogata ennek megfeleléen kozelitleg
340 - 5,6 cm® = 1900 cm’ = 1,9 dm’.

FELADAT

Mekkora a példédban szereplé haromféle gomb felszine?

Egy 1,26 m élhosszusagu betonkockabdl kivajtak egy

12

'Y

olyan kocka alaku tireget, amelynek az élei

a) 21 cm; c) 63 cm;

b) 42 cm; d) 84 cm

hossztsaguak. Hanyadrésze az tireg térfogata a meg-
maradt betonépitmény térfogatanak?

A Marcipan cukraszatban késziilé csokis minyon
méretei: 4 cm, 3 cm, 2,5 cm. Ivett megkérte a f6no-
kot, hogy Csilla sztiletésnapjara készitse el ennek a
3-szoros nagyitdsat.

b)

d)

Foglalkozzunk csak egy bonbonnal! A bonbon és a
benne 1év6 marcipangoly6 hasonld, ezért a térfogatuk
aranya egyenl6 az atmérdk aranyanak a kobével:

Vionbon © Vinarapin = (30 :22)° = 1,4° = 2,5,

vagyis egy bonbon térfogata kozelitdleg 2,5-szer akkora
lett, mint egy marcipangoly6é volt. Ugyanez az arany
all fenn a 340 bonbon esetében is.

Ha egy bonbon térfogata kozelitéleg 2,5-szer akko-
ra, mint egy marcipangoly6é, akkor a csokoladémaz
1,5-szerese a marcipannak, vagyis 340 bonbon eseté-
ben Ivett 1,5 - 1,9 dm® csokoladét hasznal fel. Ez kozeli-
téleg 2,8-2,9 kobdeciméter.

Ha Ivett 5,2 dm’ csokolddét hasznal fel, akkor a 340 bon-
bon térfogata kozelitdleg 5,2 dm® + 1,9 dm® = 7,1 dm’.
A 340 bonbon és a 340 marcipangolyé térfogata-
nak aranya ekkor 7,1 : 1,9 = 3,7. Ugyanennyi 1 bon-
bon és 1 marcipangolyé térfogatanak ardnya is. A két
gomb hasonldsaga miatt ez a 3,7 éppen az dtmérék
kobének az ardnya. A kétféle atmérd aranya ennek a
kobgyoke: 3/37 =~ 1,5, ezért a bonbonok atméréje
1,522 mm = 33 mm lett volna.

a) Mekkordk ennek az ,,6ridgsminyonnak” az élei?

b) Mekkora a felszine? Ez hanyszor akkora, mint
egy kis minyon felszine?

c) Mekkora a térfogata? Ez hanyszor akkora, mint

egy kis minyon térfogata?

TERGEOMETRIA



10. osztalyban foglalkoztunk hasonlé alakzatok tulajdonsagaival. Bebizonyithatok az alabbi 4lli- .

tasok: ' %

1. Hakét sikidom hasonld, és a hasonlosaguk aranyszama k, akkor a kertiletiik ardnya k, a terii-
letek ardnya k’.

Péld4ul ha két téglalap hasonld, és a hasonldsaguk aranya 3, akkor a nagyobb téglalap keriile- S e
te 3-szor akkora, teriilete pedig 9-szer nagyobb, mint a kisebb téglalapé. - :;::.::_ i:-' _-l_'_ .:{:

2. Ha két test hasonlo, és a hasonlosag aranyszama k, akkor e két test felszinének az ardnya K, _;:;_-_-'L,;E_-_-_-':_,:';_-_-; :_”r
a két test térfogatdnak az aranya k’. R R

Példaul ha két téglatest hasonld, és a hasonldsaguk aranya 3, akkor a felsziniik aranya 9, a térfogatuk aranya pedig 27.

HAZI FELADAT

S —
felsé kopeny

also
képeny

A réteg A réteg A réteg térfogata ~ Mekkora a réteg A réteg tomege
A réteg neve vastagsaga térfogata hény %-a a Fold tomege? hany %-a a Fold
(km) (km?) térfogatanak? (kg) tomegének?

kéreg

fels6 kopeny
atmeneti zOna
als6 kopeny
kiilsé mag

belsé mag




A teherszallitasban hasznalt konténerek tjrahasznositasa-
nak egyik érdekes példdja ez a hollandiai, Amszterdamban
talalhaté didkszallds, amelyet tobb szdz konténer felhasz-
néldsaval épitettek. A fémbél késziilt konténerek h6vezeté-
se igen jo, ezért — hacsak nem akarunk hatalmas 6sszegeket

a hdszigetelésbe 6lni — célszer(i ugy elhelyezni éket, hogy

az épiilet kiils6 feliilete minél kisebb legyen.

FELADAT

Porotherm kis méretii tomor tégla
Méretek: 25 cm x 12 cm X 6,5 cm




HAZI FELADAT

RAADAS

Hétkoznapi életiinkben a kortlottiink 1évé targyaknak - geometriai elnevezéssel testeknek — fontos tulajdonsaga, hogy

mekkora feliilet hatdrolja 6ket, illetve hogy mekkora térrészt foglalnak el. A testeknek ezt a geometriai tulajdonsagat jelle-

mezziik a felsziniikkel, illetve a térfogatukkal.

E két fogalom daltalanos és pontos értelmezése bonyolult feladat, amely meghaladja eddigi ismereteinket. Sok esetben

a szemléletiinkre tamaszkodunk, bizonyitas nélkiil.

A térfogat mérésérol

Ajanlatos el6szor olyan testek térfogataval foglalkozni, amelyeket sokszoglapok hatdrolnak. Az ilyen testeket poliédereknek

nevezziik. Tanulmanyaink sordn mar sokféle poliéderrel talalkoztunk, példaul a hasabokkal és a guldkkal.

A poliéderek térfogata legyen egy olyan pozitiv valds szam, amely a kovetkez6 tulajdonsédgokkal rendelkezik:

a) egybevago poliéderek térfogata egyenld;

b) az egységnyi élhossztisagu kocka térfogata 1 térfogategység;

¢) ha egy poliédert két poliéderre vagunk szét, akkor a két részpoliéder térfogatanak Gsszege egyenld az eredeti poliéder
térfogataval.

Igazolhat6, hogy minden poliéderhez egyértelmiien hozzarendelhet a feltételeknek megfelel6 pozitiv valds szdm, tehat

minden poliédernek van egyértelmtien meghatérozott térfogata.

Az eddig megismert hasabok és gulak térfogatképleteirél matematikai szigordsaggal bizonyithat, hogy olyan térfogatot

hatdroznak meg, amelyek teljesitik az a), b) és c) feltételeket.

A bizonyitasi lancolatban elsd helyen all a téglatest térfogatképletének igazolasa: ha a téglatest egy csticsabdl indul6 éleinek

hossza a, b és ¢, akkor a téglatest térfogata V=a-b- c.

A gorbilt feliilettel hatarolt testek térfogatanak pontos meghatarozasahoz uj fogalmak bevezetésére és tovabbi ismeretekre

lenne sziikség, aminek részletes kidolgozasa meghaladja a kozépiskolai tananyagot.

A felszin mérésérol

A felszin mérése a teriilet méréséhez kapcsolddik. Egy poliéder felszinén a testet hatarol6 sokszogek teriiletének sszegét
értjiik. Ha egy testet nem csak sokszogek hatarolnak, akkor a legtobb esetben nehéz matematikai probléma a test felszinének
kiszamitasa.

Nem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy mit értiink testek felszinén, csupan arra szoritkozunk, hogy néhany, az alkalma-
zasokban gyakran szerepld test felszinének kiszamitasi mddjat megadjuk.

Bizonyos testek felszinéhez szemléletes tton jutottunk el, mert meglatdsunk alapjan elég nyilvanvalénak tlint, hogy pl. a
forgashenger vagy a forgaskup paldstja sikba kiterithet6. A kiteritéssel valo felszinszamitdst azonban nem tekinthetjiik bizo-
nyitasnak, hiszen nem mondtuk meg egyértelmtien, hogy mit neveziink kiteritésnek, és azt sem bizonyitottuk, hogy kiterités
soran a felszin nem valtozik meg.



A képen egy érdekes jaték lathatd. Ez gy keletkezett, hogy egy 3 egységnyi éli ,,btivos kockabdl”
(Rubik-kockabdl) annak négy ,fiiggdleges” éle mentén levagtak egy-egy haromszog alapt hasabot.
Soroljuk fel a levagas utdn megmaradt mértani test tulajdonsagait!

Ez egy nyolcszog alapu egyenes hasab. Az alaplapja olyan nyolcszog,
amelynek 4 oldala egyenld az eredeti blivds kocka kis négyzeteinek az
oldalaval, masik 4 oldala pedig akkora, mint egy ilyen kis négyzet atlo- 1

ja. A test fed6lapja az alaplappal egybevagod és parhuzamos. A testnek i i

nyolc oldallapja van, ezek merélegesek az alaplap és a fed6lap sikjara.
Az oldallapok koziil 4-4 egybevago. A fiigg6leges éleik mind 3 egység 1 1

hosszusaguak, a vizszintes élek az alaplap oldalaival egyenldk.

Emlékezziink:
1. Akkor mondjuk, hogy két sik parhuzamos egymassal, ha nincs kozos pontjuk.
2. Akkor mondjuk, hogy két egyenes parhuzamos egymassal, ha van k6zos sikjuk, de nincs k6zos pontjuk. Ha két szakasz

parhuzamos egyenesekre illeszkedik, akkor ezeket is parhuzamosoknak nevezziik.



I. Hasabnak az olyan testet nevezziik, amelyet két egybevagd sokszog és annyi para-
lelogramma hatdrol, ahany oldalu a sokszog. A két sokszog neve alaplap, illetve fedd-
lap, a tobbi lapé pedig: oldallap. Az alaplap oldalai a hasdb alapélei, a fed6lap oldalai
a feddélei, a tobbi élt oldalélnek nevezziik. Az alaplap és a fedélap sikja parhuzamos
egymassal. E két parhuzamos sik tavolsagat a hasab magassaganak nevezziik. A hasab
oldalélei mind parhuzamosak egymassal és egyenlé hossztak.

II. Ha egy hasab oldallapjai téglalapok, akkor ez a szokdsos szo-

hasznalattal: egyenes hasab. Ennek az oldalélei merélegesek az
ferde

alaplap és a feddlap sikjara, ezért az egyenes hasab magassaga az o
asal

oldalélek hosszaval egyenl6.
Amelyik hasab nem egyenes hasab, azt ferde hasabnak mondjuk.

III. Az olyan egyenes hasdbot, amelynek alap- és fedSlapja szaba-
lyos sokszdg, szabalyos hasabnak nevezziik. Az alaplap és fedSlap
kozéppontjait 6sszekotd egyenest a szabalyos hasab tengelyének ne-

vezziik. Ez egyuttal forgastengely is, tehat a szabalyos hasabok for-
gasszimmetrikus testek. A négyoldalu szabalyos hasabot négyzetes

|s

hasabnak vagy négyzetes oszlopnak nevezziik. a a

A paralelogramma alapt hasébot paralelepipedonnak nevezziik.

a a
a |

Ez a test kozéppontosan szimmetrikus.
A téglalap alapt egyenes hasdbot téglatestnek nevezziik. A kocka hatszégalapt

olyan téglatest, amelynek élei egyenlSk. szabalyos hasb

IV. Hasabok felszinét a lapok teriiletének 6sszegeként kapjuk meg.

Az alaplap tetszéleges n szog lehet, az oldallapok paralelogrammék. Az oldallapokat
+ Tpalést
Egyenes hasab esetében az oldallapok sikba teritve egy olyan téglalapot alkotnak, amely-

egylittesen paldstnak is nevezziik. Tehdt a hasab felszine: A = 2T,

nek az egyik oldala az alaplap keriiletével, ra meréleges oldala pedig a hasiab magassaga-
val (az oldalélek hosszdval) egyenlé. Ezért egy egyenes hasab felszine (az dbra jelolései-

vel) igy szamithato ki: T, .0+ Trstap T Kataptap = 7 = 2 Totoptap T Katapiap * 1-

V. Bebizonyithato, hogy az egyenes hasabok és a ferde hasabok térfogata egyarant az

alapteriilet és a magassdg szorzatdval egyenlé: V=T,

alaplap s m.
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Egy hasab két csticsat 6sszekotd szakasz vagy él, vagy atlo. Ha egy atlo illeszkedik a test valamelyik lapjara, akkor lapatlo-
nak, ha nem ugyanazon a lapon 1év6 csticsokat kot dssze, akkor testatlonak nevezziik.
Ha egy téglalap oldalhosszisagai valamely mértékegység szerint a és b, akkor az atloi a Pitagorasz-tételnek megfelelden

v a’ + b* hosszasagtiak.
b
al @+ a
ia
b

Ha egy téglatestnek ez a téglalap az egyik lapja, és a ra merdleges élek hossza ¢, akkor ennek a téglatestnek a testatldi
va*+ b’ + ¢ hosszusagtiak.

Miért? A téglatest belsejébe rajzolt haromszog derékszogl, az egyik befogdja az alaplap atldja, a masik a ¢ hossztsagu él,
ezért az atfogdjanak a négyzete a Pitagorasz-tétel szerint:

=+ +F=a+b+c.

\d

@+ b

a

Mindegyik testatlohoz rajzolhaté egy ezzel a haromszoggel egybevagd masik haromszog, ezért mind a 4 testatld egyenld hosszu.

FELADAT




A szoggel szemkozti befogd (cm) A szog melletti befogé (cm) A sz0g tangense A sz6g (fok)
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy cég kétféle méretli majkrém-
konzervet forgalmaz. Mindkét
doboz henger alakd, a kisebbik
sugara 2,5 cm, magassaga 3 cm, a
nagyobbik konzerv minden mére-

te ennek dupldja.

a) Hény cm’ aluminium sziikséges a kisebbik konzervdo-
boz elkészitéséhez?

b) Hényszor akkora a nagyobbik konzervdoboz feliilete,
mint a kisebbiké?

¢) Mennyi méjkrém fér a nagyobbik dobozba, ha a kiseb-
bikben 65 g van?

Megoldds

a) A konzervdoboz alakja jo kozelitéssel forgdshenger.
Ennek a felszine a két parhuzamos, egybevdgo kor és a
hengerpaldst teriiletének az Gsszege.
Az alapkér teriilete 2,5°7 cm’ = 6,257 cm’, a feddla-
pé ugyanennyi. A két kor teriiletének Osszege tehat
12,57 cm’.
A hengerpaldst sikba terithetd. Egy olyan téglalap lesz
beléle, amelynek két szemkozti oldala az alapkor kerii-
letével egyenld, vagyis 57 cm, a masik két oldal pedig
akkora, mint a konzervdoboz magassaga, vagyis 3 cm.
Eszerint a hengerpaldst teriilete 57 - 3 cm’ = 157 cm’.

1. Ha egy téglalapot megforgatunk az egyik oldalanak
egyenese kortl, forgashenger keletkezik.
Abrénkon a téglalap b hosszusagu oldaldra illeszke-
dik a forgastengely, a masik oldal hossza a. A most
keletkezett henger alaplapja és feddlapja egy a su-
garu kor, ez a henger alapkore. A két korlap kozép-
pontjait Gsszekoté egyenes a henger tengelye. Az
alap- és fed6lap tavolsaga a henger magassaga, ami
most b hosszisagu.

2,5¢

3cm

b)

o)

(3 T
(O

Tehat a kisebb dobozhoz sziikséges aluminiummennyi-
ség: 12,5m cm?®+ 157 cm® = 27,57 cm” ~ 86 cm™

A nagyobb majkrémes doboz hasonld a kisebbhez, a
hasonldsaguk ardnya 2. A hasonlo testek felszinérél ta-
nultak miatt tehat a nagyobb doboz felszine a kisebbé-
nek 4-szerese: 4 - 27,57 = 1107 =~ 345 (cm?).

A nagyobb doboz - ismét a hasonldsag miatt — éppen
8-szor akkora térfogat, mint a kisebb. Adott stirtiségt
anyag esetén a tomeg a térfogattal egyenesen aranyos,
tehat a nagyobb dobozban 8 - 65 g = 520 g tomeg(i m4j-
krém lehet.

| forgastengely henger tengelye
1

2. Azokat a szakaszokat, amelyek a b hosszusagu oldal forgatdsa soran keletkeznek, a henger alkotéinak nevezziik.

Az alkotok hossza egyenlé a henger magassdgaval.

3. Az alkotok egyiitt egy feliiletet hataroznak meg, a henger palastjat.




4. Az egyenes korhenger palastja gorbiilt feliilet, de a sikba kiterithetjiik,
és a kiterités utan egy olyan téglalapot kapunk, amelynek az egyik ol- - e
dala az alapkor keriiletének 277 hosszaval, masik oldala pedig a henger

m magassagaval egyenl6 hossza.
Ebbél ad6dik, hogy a henger felszine: A = 21’7 + 2rrm = 2rr(r + m).
A henger térfogata az alapteriilet és a magassag szorzata: V = r’zm. ‘

FELADAT
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Ha egy sikidomot a sikjaval nem parhuzamos vektorral eltolunk, akkor az eltolas
edélap

soran ,,surolt” térrészt hengerszer( testnek nevezziik. A testet két egybevago, egy-

massal parhuzamos sikidom - az alaplap és a fed6lap —, valamint a palast hatarolja.

a henger alkotéinak nevezziik. Az alkotok - a szarmaztatasbol adodoéan - egy-

alkoto .
A paléston az eltolasnal egymasnak megfelelé pontokat 6sszekotd szakaszokat g’ magassig (m)
alaplap

massal parhuzamos, egyenld hosszusagu szakaszok.

ferde hengerszeri test (ferde henger)

Az alap- és feddlap sikjanak tavolsagat a henger magassaganak nevezziik.

Ha a kiindulasul vett sikidom sokszog, akkor a hengerszert testet hasabnak
szoktuk nevezni, mas esetekben a legtobbszor egyszertien hengernek.

Ha az eltolas vektora meréleges a kiindulasul vett sikidom sikjara, akkor egye-  alkoto
nes hengerszerti test keletkezik, ellenkez6 esetben pedig ferde hengerszert test.
Az egyenes hengerszer(i testeknél a magassag egyenlé az alkotdk hosszaval, a
ferde hengerszer( testek magassaga kisebb az alkotok hosszanal.

fedélap

magassag (m)

egyenes hengerszerii test (egyenes henger)

Az el6z6 leckében megismert forgashenger olyan egyenes henger, amelynek az alaplapja kor.

A kéznyelvben a henger sz6 leginkabb az egyenes kérhengert jelenti, a matematikaban altalanosan a hengerszert testeket.

A hengerszerd test felszine és térfogata: A =2-T, .

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy falfesték ,kiaddssagat” igy adta meg a gyartd:

8-9 m*/liter.

a) Hény m’ feliilet festéséhez elegendd festék van egy
15 literes vodorben?

b) Milyen vastag festékréteggel szamolt a gyarto cég?

c) A szobafest6k gyakran nem méricskélik a falfeliiletet,
hanem azt mondjak, hogy a kifestend6 lakas alapte-
riletét meg kell szorozni 3-mal (az oldalfalakat és a
mennyezetet le kell festeni, az ajtékat és az ablakokat
pedig nem). Hany vodor festékre van szitkség a szo-
bafestd szerint egy 53 m’-es lakds kifestéséhez, ha egy
vodorben 15 liter falfesték van, a festék ,kiaddssaga”
8-9 m*/liter, és minden feliiletet kétszer kell lefesteni?

Megoldds
a) A 15liter festék 15-szor akkora teriiletre elegendd, mint
az 1 liter, tehdt 120-135 m’-hez.

V= Ta.laplap m

b) Az 1 liter festék térfogata 1 dm’, a 8-9 m” teriilet 800-

900 dm’-t jelent. Ha mindeniitt azonos vastagsdgu fes-
tékréteget képzeliink el, akkor a befestett feliiletet gon-
dolhatjuk egy olyan hengernek, amelynek a térfogata
éppen 1 dm’, az alapteriilete pedig 800-900 dm” kériili
érték. A henger térfogatat az alaplap alakjatdl fiiggetle-

nila V=T, -m képlettel szamolhatjuk ki, amelybdl

alaplap
most a henger magassagat szeretnénk meghatarozni:
m= TV .
alaplap

Ha 800 dm’-nek vessziik az alaplap teriiletét, akkor

m= = 0,00125 dm-t kapunk, ami 0,125 mm.

1
800
Ha 900 dm*-nek vessziik az alaplap teriiletét, akkor az
elébbihez hasonlé szamitdssal 0,111 mm-t kapunk.

A gyart6 tehat koriilbeliil 0,11-0,13 mm-es festékréteg-

vastagsaggal szamolt a kiaddssag megallapitasakor.



c) A szobafestd szerint (a kétszeres festést is figyelembe véve) 6- 53 m’ = 318 m’ feliiletre kell festék. A feladat a) részében

kiszamitottuk, hogy 1 vodér festék 120-135 m” feliiletre elegendd. Ha 135 m*-rel kalkulélunk, akkor 318 2,4 vodor, ha

135
pedig 120 m*-rel, akkor % ~ 2,7 vodor festékre van sziikség. Tehat 3 vodor festéket érdemes venntink.

LR A Velencei-to vizfeliilete koriilbeliil 26 km? a t6 4tla-
gos mélysége 1,5 méter. Becsiild meg, hany kobméter
viz lehet Osszesen a toban! Az eredményt normal-
alakban add meg!

Emlékezz! A szamok normadlalakja egy kéttényez8s
szorzat: a - 105, ahol 1 < |a| < 10ésk € Z.

s

Becsiiljiik meg, hany embert kinalhatunk meg

a tortaval, ha tudjuk a kovetkezoket:

- anégyzet alapu részt egy 20 cm oldalhosszusa-
gu formaban siitotték;

- atorta magassiga 8 cm;

- egy személyre egy dtlagos, téglatest alaku, ko-
rilbeliil 3 x 8 x5 cm-es szeletnek megfelelé

A képen lathato sziiletésnapi torta tésztajat egy négy-

zet alapt egyenes hasabbdl és egy kettévagott forgas- mennyiséggel szimolunk!

hengerbdl illesztették 6ssze. (A forgashenger alapkoré-

Egy 7,2 cm belsé atmérdjii, 3,5 deciliteres, henger

nek az atméréje egyenld a négyzet oldalaval.)
alakd bogre dll a polcon.

a) Mekkora a bogre (belsd) magassaga?

b) Mekkora magassagban all a viz a bogrében, ha
1,5 dl-t toltottiink bele?

¢) Hany mm-rel emelkedik meg a viz szintje, ha a
bogrében 1,5 dl viz van, és egy 3 cm atmérdjt

vasgolyot tesziink bele?

HAZI FELADAT

1>

Egy ferde korhenger alapkoreé- Koriilbeliil hany kobmé-

nek atmérdje 3,74 cm, alkotoi ter vizet kell a Balatonba
8,28 cm-esek. Mekkora a hen-

ger magassaga, ha az alkotok és

»tolteni” ahhoz, hogy
a viz szintje mindeniitt
az alaplap sikjanak a szoge
a) 60°% b) 85°?

15 cm-rel emelkedjen?

Valaszodat normalalak-
ban add meg! A Balaton
Mekkora az 1. hazi feladatban megadott hengerek vizfelilletének  tertilete
térfogata? koriilbeliil 590 km®.

N
M

9. lecke | HENGERSZERD TESTEK J£]
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Tejet, kakaot, madartejet stb. idénként le- A haromszdgek étfogéja 10-+/2 ~ 14,1 (cm), igy az
het kapni ,,hdromszoglett” csomagolds- alapot alkoto szabélyos haromszog teriilete
Tojs S0 ban. Valc')jéban,ez egy“térbeli alakzat, (10V2) V3 ~ .
3 tehat nem haromszog, hanem gila, Yy =866cm.
. azon beliil pedig tetraéder. A négy oldallap egyiittes teriilete pedig koriilbeliil
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik 236,6 cm”. A felhasznélandé karton mennyisége ennek
oldala szabélyos haromszog, a masik harom pedig egy-egy b) A térfogat kiszmitésahoz billent-
10 cm befogdjt egyenld szart derékszogli haromszog. siik a galt valamelyik derékszogti
a) Mennyi karton sziikséges egy ilyen tejesdoboz elkészi- haromszog alakii lapjaral Most ez 10 cm
téséhez? Szamitsuk hozza az 6sszedllitashoz még a fel- a lap lett a gula alaplapja, a r4 me-
szin 5%-4t! r8leges 10 cm-es €l pedig éppen a i
b) Mennyi tej fér ebbe a dobozba? gila magassiga. A gila térfogata 10 cm
Megoldds az alapteriilet és a magassdg szor-
a) A derékszogli haromszogek AN zatdnak a harmadrésze, vagyis
tertilete egyenként 10 em =N em 50-10 _ 500 3
gy 222 = 2% 2 166,7 (cm”).
10-10 3 3
=50 (cm?).
2
- A gulat egy sokszog és annyi haromszog hatédrolja, ahany oldald a sokszog. agilacsicsa
A gula cstcsanak az alapsiktol vald tavolsagat a gula magassaganak nevez- '
ziik. Ha a gula alaplapja szabalyos sokszog, és minden oldaléle egyenld hosz- oldaldl magassig
szusagu, szabalyos gulanak nevezziik. oldalap
- Abrankon a gtila alaplapja 6tszog, ezért ezt étoldalii giildnak mondjuk. Az
alaplap cstics

otoldalu gtlédnak 6 lapja van: 1 alaplapja és 5 oldallapja.
- Bizonyithatd, hogy ha egy gula minden oldaléle egyenldé hosszu, akkor a
gula alaplapja korbe irhat6 sokszog, és a kor kozéppontja a gula csucsanak az alapsikon 1évé meréleges vetiilete.
- A haromoldala gulat gorog eredetti szoval
tetraédernek nevezziik. A tetraéder 4 lapja

koziil barmelyik tekinthet alaplapnak.

A szabalyos haromoldalu gula alaplapja sza- b

balyos hdromszog, oldallapjai egyenld szaru b a
haromszogek. a

A szabalyos tetraéder olyan szabdlyos ha- g g
romoldala gula, amelynek mind a 4 lapja p B

szabalyos haromszog. tetraéder szabdlyos haromoldalu gula szabalyos tetraéder

- A gula felszine a lapok teriiletének az osszege.
Talaplap ‘m

- A gtla térfogatat megkapjuk, ha az alapteriilet és a magassag szorzatat elosztjuk 3-mal: V= 3




FELADAT

HAZI FELADAT
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BEVEZETO

Két szabalyos gulara ratekintve altalaban konnyen megallapitjuk, hogy
»~mennyire meredekek” az oldallapjaik, vagyis hogy melyiknek az
oldallapjai zarnak be nagyobb szoget az alaplap sikjaval. Ugyancsak
konnyen megallapitjuk, hogy melyik ut sikja zar be nagyobb szoget a
vizszintes sikkal (a meredekebb emelkedén nehezebb felfelé menni),
vagy hogy a haztetok sikjai kisebb vagy nagyobb szoget zarnak be egy-

massal, illetve a vizszintes sikkal.

- Két parhuzamos sikra azt mondjuk, hogy a hajlasszogiik nulla.
- Két metszésik esetén a hajlasszogiiket visszavezetjiik két metsz6 egyenes

szogére a kovetkezd utmutatas szerint.

A két sik metszésvonalanak egy tetszéleges pontjaban — az egyik sikban is és a
masik sikban is - mer6leges egyenest allitunk a metszésvonalra. Az igy kapott
két metsz6 egyenes szogét nevezziik a két sik hajlasszogének (ezt a rajzon @-val

jeloltiik).

Megjegyzés

merdleges,

l metszésvonal

mer6leges,

Két sik szoge a definicid szerint legfeljebb derékszog lehet; ha éppen derékszog, akkor azt mondjuk, hogy a két sik merd-

leges egymdsra.

Egy szabalyos négyoldalu gula E

alapéle 12 cm, magassa-
ga 4,5 cm. Mekkora
szdget zar be az
alaplap sikjaval P
az oldallap sikja?

Megoldds

Mindegy, hogy melyik oldallapot vélasztjuk, hiszen a sza-
balyos gula forgasszimmetridgja miatt mindegyik oldallap
ugyanakkora szoget zar be az alaplappal. Hasznaljuk az
abra jeloléseit!

Az ABCD négyzet kozéppontja az O pont, az AB alapél fe-
lezépontja az F pont.

Az OF szakasz meréleges az AB-re, mert a négyzet kozép-
vonaldnak fele. Az EF szakasz merdleges az AB-re, mert az
ABE haromszog egyenld szaru.

Az alaplap és az (ABE haromszoget tartalmazd) oldallap
sikjanak metszésvonala tartalmazza az AB szakaszt, ezért
az OFE < megadja a két sik szogét (az abran a-val jelol-
tik).

Az EOF haromszog derékszogu, ezért tga = 4é5 =0,75.
Ebbdl & = 36,9°.
TERGEOMETRIA
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RAADAS

Hany fokos a 30%-os lejtd, illetve emelked$?

Megoldds
Egy lejt6 esetén a szazalékban megadott érték a szintkillonbség és a vizszintes szakasz hanya-

0,3x

dosa. 30%-0s lejtd esetén tg @ = ,ezérta = 16,7°.
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RAADAS

I. Guilak és gombok /

Ha egy szabalyos 6toldalu gula alaplapjanak kozéppontjaban (a szabalyos 6tszog koriilirt korének ~
kozéppontjaban) merdlegest allitunk az alaplapra, akkor a szabalyos 6tszoget e koriil az egyenes ’,
koriil forgatva, az minden 72°-os elforgatds utan 6nmagaba megy at. Mivel a forgastengely pontjai a
forgatas soran helyben maradnak, ezért a forgastengely mindegyik pontja egyenl6 tavolsagra van a
gula alaplapjanak mind az 6t csticsatol. Az ilyen tulajdonsagt pontok mind a forgastengelyen van-
nak, ezért a szabdlyos gula cstcsa is rajta van ezen az egyenesen.

Megfigyelésiink barmely szabdlyos giila esetében igaz.

Erdekes probléma: minden szabdlyos giila esetében van a csiicsbol hiizott magassdgnak olyan pontja, ‘
amely az dsszes csticstél egyenld tavolsdgra van. Ez azt jelenti, hogy minden szabdlyos guildhoz tarto-

zik egy olyan gomb, amely valamennyi csiicsan dthalad. Adott galak esetében szamitassal megkeres-
hetjiik a koré irt gomb kozéppontjat. [

A Pitagorasz-tétel tobbszori alkalmazasaval igazolhatd, hogy a szabdlyos tetraéder magassdgdnak
az oldalhoz legkozelebbi negyedelbpontja egyenld tavolsdgra van a négy csiicstol, vagyis ez a tetraéder
koré irt gomb kézéppontja. A gomb sugara pedig a magassag haromnegyed részével egyenld.
Tovdbbi érdekesség: ennek a testnek beirt gombje is van! A beirt gomb kozéppontja ugyanaz, mint
a tetraéder koré irt gombé, a sugara pedig a magassag negyedrésze.

I1. Szabalyos testek

Lattuk, mennyi érdekes tulajdonsaga van a szabdlyos tetraédernek. J6l ismeriink egy madsik testet is, amelynek szintén sokféle
izgalmas tulajdonsaga van: ez a kocka. E kétfajta test kozos tulajdonsagai:

a) minden éliik egyenlé;

b) minden lapjuk egybevagé szabélyos sokszog;

c) mindegyik szogletiik egyforma: a csicsokbol ugyanannyi él indul ki, és a szomszédos élek szoge mindenhol ugyanakkora.
A 10. lecke 3. hazi feladatdban taldlkoztunk mdr mas olyan testtel is, amelynek mindezek a tulajdonsagai megvannak. Az ott
latott szabdlyos oktaédernek 8 haromszoglapja van.

Ha azt gondoljuk, hogy sokféle test felel meg a fenti a)—c) feltételeknek, akkor nagy csalddas var rank, ugyanis dsszesen otféle
ilyen test van. A mar emlitett harom testen kiviil a szabdlyos dodekaéder és a szabdlyos ikozaéder. Ezt az otféle testet kozos
néven szabalyos testeknek nevezziik.

Réjuk vonatkozik a kévetkez6 tablazat.

Tetraéder Kocka (hexaéder) Oktaéder Dodekaéder Tkozaéder
A lapok alakja haromszog négyzet haromszog Otszog haromszog
A lapok szama 4 6 8 12 20
A csuicsok szama 4 8 6 20 12
Az élek szama 6 12 12 30 30

Néhany érdekes kapcsolat a szabalyos testek kozott:

- aszabalyos tetraéder lapkozéppontjai egy ujabb szabélyos tetraédert hataroznak meg;
- akocka lapkozéppontjai egy szabalyos oktaédert hatdroznak meg;

- aszabdlyos oktaéder lapkozéppontjai egy kockat hataroznak meg;

- aszabalyos dodekaéder lapkozéppontjai egy szabalyos ikozaédert hataroznak meg;

- aszabdlyos ikozaéder lapkozéppontjai egy szabélyos dodekaédert hatdroznak meg.

A szabalyos testek neveiket oldallapjaik szamarol kaptak. Gorogil az ikoza-, dodeka-,

okta-, hexa-, tetra- szavak jelentése: 20, 12, 8, 6, 4.

12. lecke | GYAKORLAS
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Arkhimédész nevéhez kapcsolodik a hires dbra, amelyik egy forgashengert, egy ebbe irt gombot és for- ®
gaskupot mutat. A gémb sugara ugyanakkora, mint a henger alapkorének sugara. A henger magassaga
az alapkorének atmérdjével egyenld. A forgaskup alapkore a henger alapkorével egyezik meg. A kip

csucsa a henger fed6lapjanak kozéppontja.
a) Szamitsuk ki a hdrom test térfogatanak aranyat! (Legyen r a henger sugara!) U
b) Szamitsuk ki a henger, a gomb és a kuap felszinét, ha a henger alapkoérének sugara 5 cm! u
Megoldds T m
a) A forgdskup térfogatat ugyantgy szimolhatjuk ki, mint a guldk térfogatat: V,, = %, amelyet az m = 2r kapcso-
2
lat miatt igy is irhatunk: Vi, = r71372r = % r'r.

A gdémb térfogata: Vi, = % -7’10, tehat éppen kétszerese a kup térfogatédnak.
A forgashenger térfogata: V.. = T,

. enger alaplap :
Igy ‘/kﬁP : ‘/gémb : ‘/henger =1: 2 : 3

m =r’7w-2r = 2-r 1, tehat éppen hdromszorosa a kip térfogatdnak.

b) A henger magassdga 10 cm, ezért a felszine: A, = 2T, + T o = 25’7 + 257 - 10 = 1507 (cm?).

A gdmb sugara 5 cm, ezért a felszine: A, = 47’7 = 4- 5’7 = 1007 (cm”®). Ez pontosan kétharmada a henger felszinének.

Megjegyzés

Arkhimédész észrevette, hogy a forgashengerbe irt gomb és a henger felszinének aranya minden esetben 2 : 3, ugyantgy,
mint a térfogatuk aranya. Erre a felfedezésére nagyon biiszke volt.

Kivansaga szerint sirkovére a hengerbe irt gomb és kip korvonalait vésték. Halala utdn 150 évvel a hires felirat alapjan
sikertilt azonositani a sirjat.

A kup felszinét az alaplap teriiletének és a kuppaldst terii-
letének Osszege adja: A, = T+ T i,
aplap = 257 (cm?).

A forgaskuap kiteritett palastja olyan korcikk, amelynek a

A kup alapteriilete: T,

sugara a forgaskuap alkotoja, kérivének hossza pedig a kup
alapkorének keriiletével egyenld.

2
A kap alkotdjanak hosszat Pitagorasz-tétellel szamithatjuk ”

ki: a = v/5+ 10> = V125 (cm).

Az alapkér keriilete 107 (cm), tehat a kiteritett paldst egy olyan korcikk, amelynek a sugara +/125 cm, ive pedig 107 cm
hosszu. )

A korcikk teriiletét kiszamithatjuk az % képlettel is, tehdt T, ;. = @ =257v/5 (cm?).

A kap felszine: A, = 257 + 25745 = 257{(1 + \/E) (cm?).

Ha kozelité értékekkel szamolunk, akkor azt kapjuk, hogy a henger felszine 471 cm’, a gémb felszine 314 cm”, a kip
felszine pedig 254 cm”.




- Ha egy egyenl6 szari haromszoget megforgatunk a szimmetriatengelye koriil, G2 akip csticsa
forgaskup keletkezik.
- A forgaskupot egy korlap (a kap alapkore) és a kuppalast hatarolja. A kup csu- ®

csat az alapkor pontjaival 6sszekotd szakaszok a kup alkotdi (a). A forgaskup o
alkoto

minden alkotdja egyenlé hossza. TIageEee

- A kuap alapkorének az atmérdje egyenld a haromszog alapjaval, alkotoi pedig ak-

kordk, mint a haromszog szarai. A megforgatott egyenld szart haromszog szar-

szOgét a forgaskup nyilasszogének nevezzik (¢).

A kup cstcsat az alapkor kozéppontjaval 6sszekotd szakasz merdleges az alapkor sikjara, ez a forgaskap magassaga (m).
- A forgaskup palastja sikba kiteritve egy korcikk, amelynek sugara a a

a kup alkotojaval, hatarol6 ive pedig a kap alapkorének kertileté-

vel egyenlé hosszu. Ebbdl adodik, hogy a forgaskup felszine:

A =Tyt T = ' +1ma = rr(r+a).
- A forgaskap térfogatat megkapjuk, ha az alapteriilet és a magas-
T, -m
sag szorzatat elosztjuk 3-mal: V= %. Py

Emlékezziink!

i T
- Akorcikk teriilete: T, = %

- A korcikk kdzépponti szoge: @ = Lo (radidn), vagy @ = 180 . Lo (fok).
T T T

Cl

FELADAT
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BEVEZETO

Hajnit és Bencét édesanyjuk a piacra kiildte bevasarolni. A gyerekek hazafelé vettek egy
adag pattogatott kukoricat, amit az arus egy tolcsérszertien Osszetekert papirzacskoba
mért bele. A zacskdban koriilbeliil 20 centiméter magasan allt a pattogatott kukorica.

— Osszuk el igazsagosan! - mondta Hajni. — En megeszem a fels6 felét, tiéd az also!

- No és meddig tart a ,,fels6 fele”? - kérdezte Bence. - Hany centi vastag réteg a tiéd?

Ez a feladat tobb kérdést is felvet:
Milyen mértani testre emlékeztet a papirzacské? Hegyes, mint a forgaskadp, de nem kor
alaku az alaplapja.
Vajon hogy lehet kiszdmitani a kukorica térfogatdt? Van-e ilyen testhez térfogatképlet?
Hdnyszor annyi jutott volna Hajninak, mint Bencének, ha a felsé 10 cm-es réteget ette
volna meg? (Ezt hasonl6 testek megfigyelésével lehet kiszamitani.)

Milyen magas réteg a teljes kukoricamennyiség fele a zacské aljdn, illetve a tetején? (Ez mar fogds kérdés, de hasonldsaggal

szintén megoldhato!)

Ha egy sikidomot hatarolé gorbe minden pontjat dsszekétjitk egy, a gorbe sik-
jara nem illeszkedd adott ponttal, akkor az igy kapott feliilet és a sikidom 4éltal
hatarolt testet kiipszerii testnek (réviden kipnak) nevezziik. (Figyelem: a ma-
tematikaban gérbének nevezziik a torott vonalat is.)

A kiindulasul vett sikidom a kup alaplapja, az adott pont a kiip csticsa.

A kap csucsat és az alaplapot hatdrolé gorbe pontjait 6sszek6td szakaszok a kip
alkotdi, a kup csucsanak és az alaplap sikjanak a tavolsaga a kip magassaga (m).
A kup alkotdi altal meghatarozott feliiletet a kap palastjanak nevezzik.

Ha a kupszerfi test alaplapja sokszog, akkor gtldnak nevezziik, ha az alaplap kor,
akkor pedig korkupnak. A forgaskup kiilonleges korkip, amelynél a csticsbol
az alaplapra allitott meréleges az alapkor kozéppontjan megy at.

A forgaskapot egyenes korkupnak is nevezziik. Ha a kérkup nem ilyen, akkor
ferde kapnak mondjuk. Az egyenes korkup magassaganak egyenesét a korkup
tengelyének is nevezziik. Ez a tengely az egyenes korkuap (forgaskuap) forgasten-
gelye vagy szimmetriatengelye.

- Bebizonyithatd, hogy minden kup térfogata kiszamithaté ugy is, hogy az

alaplap teriiletét megszorozzuk a kiup magassagaval, és a kapott szorzatot
T My

elosztjuk 3-mal: V= ~laplap__kup

— A kupszerti test felszinére is igaz, hogy ez az alaplap és a palast teriiletének

+T

osszege: A =T, + T, llyen testek esetében azonban sokszor nem ta-

lalunk egyszert kiszamitdsi modot a palast tertiletére.

magassag

gila

magassag

forgaskup

alaplap

ferde kup

TERGEOMETRIA
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Alapteriilet 24,6 cm® 246 cm’ 24,6 cm’ 246 cm’ 5,88 cm’ 58,8 mm’
Magassag 2,17 cm 21,7 mm

Térfogat 43,5 cm’ 435 cm’ 4350 cm’ 43,5 cm’




A franciaorszagi Valencay (ejtsd valanszé) varosaban késziil6, hasonld nevii kecskesajt csonka gula alaka. Egy legenda sze-

rint ennek a formanak ,,torténelmi magyardzata” van. Napoleon — kudarcba fulladt egyiptomi hadjératabol hazatérve — alli-

tolag annyira feldithodoétt az akkor még teljesen piramis formaju sajt lattdn, hogy egy kardcsapassal levagta a tetejét. Az ilyen

modon ,,megcsonkitott” format a mai napig 6rzi ez a sajt.

KIDOLGOZOTT FELADAT

A bevezetdben emlitett sajt
alakja a ,napodleoni vagas” elott
szabdlyos négyoldalu gila volt,
amelynek alapéle 4 cm, oldaléle
pedig 7 cm hosszu volt. Az alap-
lapjaval parhuzamos vagassal
keletkez kisebb gula magassa-
ga az eredeti gtila magassaganak
60%-a. A gila masik része egy csonka gula.
Szamitsuk ki a csonka gtla térfogatat!

Megoldds
A lemetszett kisebb gtila kozéppontosan hasonl6 az eredeti
guldhoz. A hasonlésag aranya k = 0,6, ezért a térfogatok

ardnya: % =k’=0,6" = 0,216. A csonka gula térfogatat

nagy

Ha egy gulat/kiipot az alaplapjaval parhuzamos sikkal
elmetsziink, akkor két test keletkezik. Egy olyan gula/
ltip, amely kozéppontosan hasonlé az eredetihez, to-
vabbd egy masik test, amelyet csonka gtlanak/csonka
kipnak neveziink.

A csonka gulat/csonka kupot két kozéppontosan ha-
sonlo sikidom - a test alaplapja és fed6lapja —, tovabba
a test paldstja hatdrolja. A csonka gula paldstjat annyi
trapéz alkotja, ahany oldala van az alaplapnak. Ha az

megkapjuk, ha az eredeti gula térfogatabél E

levonjuk a levagott gtla térfogatat:
Vcsonka = Vnagy - Vkicsi =

=V, — 0216V, =0784-V,
Az eredeti ,nagy” gila magassagat

az abra szerint Pitagorasz-tétellel

szamolhatjuk.
D
PGV -
= F ~ 6,4 (cm)
A nagy gula térfogata: V.. ~ 16 '36’4 ~ 34,1 (cm’).

A csonka gila térfogata: V., =~ 0,784 - 34,1 =~ 26,7 (cm’).

csonka

/i ﬁl\ + kiegészit6 gula
EEEANAN

A

. Lo . /
kiegészit6 kip /*
\

/
Y ERSNRN \

csonka gula csonka kup

elmetszett test egy egyenes korkup, akkor a csonka kuap palastja sikba kiteritve egy korgytirticikk.

Az alaplap és a feddlap sikjanak tavolsagat a csonka gula/csonka kiip magassaganak nevezziik.

A csonka kup alkotdi az eredeti ,,teljes” kup alkotoinak a csonka kup palastjara illeszkedd szakaszai.




Megjegyzések A
- Haa csonka gula egy szabalyos n oldalu gulabol szarmazik, akkor a neve: szabalyos n oldalu /
csonka gila. /
- A csonka gulat sokszogek hataroljdk, ennek megfeleléen hasznalhatjuk az alapél, oldalél, ol-
dallap elnevezéseket.
- Haa csonka kuap forgaskupbdl szarmazik, akkor a neve: egyenes csonka kup. n
- Haazegyenes csonka kupot a tengelyére illeszked6 sikkal metssziik, akkor a sikmetszet szim-

metrikus trapéz. Ezt a sikmetszetet tengelymetszetnek is nevezziik.
- Atérfogat kiszamitasanak egyik modja szerepelt a kidolgozott feladatban: az eredeti gala/kip v

és a lemetszett, hozzd hasonld gula/kip térfogatdnak killonbségeként szamolhatd a csonka

gula/csonka kap térfogata.

FELADAT

HAZI FELADAT
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BEVEZETO

Steinmann felel. Ez kiillonleges, iinnepélyes pillanat. (...) Maga a tanar is tinnepélyes. Oldalt il le a székre, sszetett ujjakkal
gondolkodik. A jé tanul6 a tdbldhoz megy, és kezébe veszi a krétat. A tanar gondolkodik. ...
- Hat - mondja a tandr, és gondolkodva huzza a szét —, majd valami érdekes példat vesziink ...
A j6 tanul6 udvariasan és végtelen megértéssel kohog. Természetesen valami érdekes példat, az érdekes helyzetnek megfelel6t.
(...)
- Vegyiink egy kapot ...
- Egy kupot - mondja Steinmann... De mar ezt is gy tudja mondani, ez a Steinmann, annyi megértéssel, olyan okosan:
csak 6 tudja, mennyire kiip az, amit vesziink. En, Steinmann, a legjobb tanulé az egész osztélyban, veszek egy kupot, mivel
engem, mint az erre legalkalmasabbat, megbizott a tarsadalom. Még nem tudom, miért vettem a kupot, de nyugodtak lehet-
tek mindannyian, barmi torténjék ezzel a kuppal, én is ott leszek a helyemen, és megbirkézom vele.
- Kiilonben - mondja a tandr hirtelen -, vegyiink inkabb egy csonka gulat.
— Csonka gula - ismétli a j6 tanuld, ha lehet, még értelmesebben. O a csonka giilaval éppen olyan hatarozott, baratsagos, bar
folényes viszonyban van, mint a kiippal. Mi neki egy csonka gtila? O nagyon jél tudja, 6t nem lehet félrevezetni, a csonka
gula is csak olyan gula, mint mas, normélis gula, egyszert gula, amilyent egy Eglmayer is el tud képzelni - csak le van vagva
beléle egy masik gula.
A felelés rovid ideig tart. Félszavakban beszélnek egymassal, értik egymast, lassanként intim dialégus alakul ki tanar és a jo
tanuld kozt: mi mar nem is értjiik, ez az 6 kettejitk dolga, két rokonlélek, mely itt elSttiink egyesiil, a differencidlegyenletek
éteri légkorében.

(Karinthy Frigyes: A jé tanulo felel - részlet)

Szamitsuk ki annak a csonka guladnak a térfogatat, amely- 16k egymashoz, a hasonldsag kozéppontja a kozos cstucsuk.
nek az alaplapja 27 cm” teriiletti, a fedSlapja 12 cm” teriile- De mennyi a hasonlésaguk aranya?

" 7 . M
tli, a magassaga pedig 6 cm! A Kkicsinyités ardnya az abra szerint a k = ﬁl szammal

Megoldds egyenld. Az alaplap kicsinyitett képe a fedélap, tehat a két

ikidom teriiletének ara ik a hasonlosdguk
Az el6z6 leckében ugy szamoltuk ki a csonka gula térfo- stadomm ferlefeniek atanya Thegegyezik a fasoniosagh

v ; vel: 2=t —12 _ 4
gatat, hogy a teljes gula térfogatabol kivontuk a kiegészit6 aranydnak négyzetével: k* = T 27 9°
gula térfogatat. Csakhogy most nem ismerjiik a teljes gala A Kicsinyités ardnya tehét 4_2 g, am jelenti, hogy
magassagat, raadasul az alaplapjarél sem tudunk semmi o 3
mast, csupdn a teriiletét. a teljes gula magassaganak % része a kiegészité gula ma-

gassaga, % része pedig a csonka gila magassaga. Mivel ez

utdbbi 6 cm, igy a teljes gila magassaga 18 cm, a kiegészitd
gula magassaga pedig 12 cm.

Igy a teljes gula térfogata V, = 275 18 _ 162 (cm?), a ki-

egészité gila térfogata pedig V,, = % =48 (cm’).

A csonka gila térfogata tehat: V, = V, — Vi, = 114 cm’.

A megoldashoz most is a hasonldsagon keresztiil vezet az
ut. A teljes gula és a kiegészit6 gula kézéppontosan hason-

TERGEOMETRIA



Bebizonyithato, hogy ha egy csonka gula (csonka kip) alaplapjanak teriilete T, fed6lapja-
nak teriilete ¢, magassaga pedig m, akkor a térfogata kiszamithato igy is:

v, = %v(T+«/T-t +1).

Példdul

A kidolgozott feladatban megadott csonka gula esetében a térfogat:
v, =%(27+¢27- 12 +12) =257 =114 (cm”).

Specidlisan az egyenes csonka kap térfogata: V = mT'”(RZ +R-r+1%), ahol R az alapkér sugara, r a fed8kor sugara.

FELADAT

Az alapkor atmérdje A fed6kor atmérdje A magassag A kiegészité kip magassaga Térfogat
26,4 mm 15,2 mm 32,1 mm
55cm 48 cm 16 cm

99 mm 76 mm 15,2 cm

HAZI FELADAT




Szotyi kutyusnak véddgallért kell viselnie néhany napig, hogy ne raghassa le a ko-

tést, amelyet az allatorvos tett a labara. A véddgallér olyan, mint egy lampaernyd,

egy egyenes csonka kup paldstja.

FELADAT




Vizsgaljunk egy olyan egyenes csonka kupot, amelynél az alapkor sugara R cm,

a fed6kor sugara r cm, alkotdja a cm.

A test haldzata két korlemezbdl és a kiteritett palastbol all. A palast egy korgytiriicikk.

Bebizonyithaté: egy korgytrtcikk tertiletét megkapjuk, ha a hatarolé kérivek hossza-

nak szamtani kozepét megszorozzuk a korgytirt a szélességével:

2Rm + 211
Talést:fr.

N a.
Egyszertsités utdn: T, . = (R+r)ar

27R

Ha a paldst teriiletéhez hozzdadjuk az alapkor és a fed6kor teriiletét, megkapjuk az egyenes csonka kup felszinét:

Ay =Rr+rr+(R+r)ar =[R*+ 7’ +(R+r)a]r.

Megjegyzés:

A palast teriiletének kiszamitdsi modjat konnyd megjegyezni, mert nagyon hasonlit a trapéz teriiletképletéhez (a két alap

hosszanak szamtani kozepét megszorozzuk a trapéz magassagaval).

FELADAT

HAZI FELADAT

II. 6,15 4,76 3,11

Egy 27 cm magas forgaskup alaplapjanak az atméréje

48 cm. A magassaganak a harmadoldpontjain atmend, az

alappal parhuzamos sikokkal szétvagjuk harom testre.

a) Mekkora az alapkor és a két metszetkor teriilete?

b) Hogy aranylik egymashoz a harom (k6z6s csticsa) for-
gaskup alkotdjanak a hossza?

EMELT SZINT

c) Hogy aranylik egymashoz a harom (k6zos csticst) for-
gaskup palastjanak a teriilete? Melyik mekkora?

d) Hanyszor akkora a metszésnél keletkezd két egyenld al-
kotoéjui csonka kup paldstjanak a teriilete, mint a legki-
sebb kup palastjanak a teriilete?

e) Hogy aranylik egymashoz a harom (k6zos cstics) for-
gaskup térfogata?



A Vildgits okosan! Kft. haromféle lampaerny6t készit.
Az egyik hengerpalast alakd, a masik ketté olyan,
mint egy egyenes csonka kuap palastja. Mindharom
»test” magassaga 24 cm. A henger alapkore 18 cm su-
gard, a sarga lampaerny6 két korének sugara 13 cm,
illetve 20 cm, a z6ld erny6 alapkore 24 cm, fed6kore

6 cm sugaru.

a) Készits vazlatrajzot a harom lampaerny6r6l, ird
ra a rajzodra az adatokat!

b) Melyik lampaernyének mekkora az ,,alkotdja”?

c) Melyik lampaerny6nek van a legkisebb felszine?

d) Mennyi anyag sziikséges a haromfajta lampaer-
ny6hoz, ha 5%-ot hozzaszamitanak a felszinhez
az illesztések miatt?

HAZI FELADAT

1>

Egy egyenes csonka kup alakt papirpohar alapkoré-

nek atmérdje 4 cm, fedokorének atmérdje 6 cm, alko-

toja pedig 9 cm.

a) Hany cm’ papir kell a pohdr elkészitéséhez, ha
az atfedések miatt 4% pluszfeliilettel kell szdmol-
nunk?

2>

w
Y

»
‘Y

Folytasd az 1. feladatot! A lampaerny6kon az alap-
lap és a feddlap koreit diszpanttal veszik korbe, és
ugyanebbdl az anyagbdl hat alkotot is diszitenek.
Melyik lampaerny6héz hany méter diszpantot
hasznalnak fel? Az illesztések miatt szamits fel 6%-
nyi tobbletet!

Egy serpeny6 nagyon hasonlit egy ,,nyitott” csonka

kupra. Az aljanak az atméréje 18 cm, a fed6koréé

24 cm, az oldaldn pedig 6 cm hosszt mérhetiink.

a) Hany négyzetcentiméternyi fém kellett az elké-
szitéséhez (a nyél nélkiil)?

b) Hany cm’ viz fér el a serpenyében?

c) Hany cm’ olajat 6ntéttiink az iires serpenyébe,
amikor a magassag feléig toltottiik olajjal?

A képen lathaté cérna-

N
tekercseket csonka kip L
alaka kartonvazra teker-
cselték. Az egyik kar-
tonvaz alul 18 mm, feliil
pedig 12 mm atmérdji.
A kartonvaz magassaga
6,5 cm.
a) Mekkora az alkot4?
b) Hény cm’ karton sziikséges egy-egy ilyen vaz
elkészitéséhez, ha a hulladék és a ragasztas miatt
9% pluszmennyiséggel kell szamolni?

b) Mekkora a pohar magassaga?
¢) Hany cm’ viz van a pohérban, ha tele van, illet-
ve ha a magassaganak feléig van toltve?

Folytasd a 4. feladatot! Mekkora a térfogata a rate-
kercselt cérndnak, ha a kartoncsé teljes magassa-

TERGEOMETRIA



gaban 7 mm ,vastagon” tekercselték ra, azaz a cérna
cséve alap- és fedokorének sugara ennyivel nagyobb,
mint a kartonvdz sugara, a tekercs magassdaga pedig
tovabbra is 6,5 cm?

<130 Egy vulkéni eredeti hegy tetején nagyjabol csonka

kap alakd, 50 m mély krater talalhat6. A hegy fels6
peremének keriilete 10 km, a krater aljanak teriilete
koriilbeliil 7 km®. Adj becslést, hiny km® novényzet
borithatja a kratert!

RAADAS

Igazoljuk, hogy az egyenes csonka kup palastjanak tertilete kiszamithat6 az el6z6 lecke elméleti részében megadott médon
is: ha az alkot6 a hosszisagt, az alaplapja R sugarti kor, a fedélapja pedig r sugara kor, akkor T, = (R +r)ar.

Megoldds
Fejezziik ki a korgytirtcikk teriiletét a hatarolé ivek hosszaval (i -gyel és i,-vel), valamint a korgytriicikk szélességével
(a-val)!

A korgytirticikk tertiletét két korcikk teriiletének kiilonbségeként is kiszamithatjuk:
iatx) ix

T 3 5 (Itt kétszer is felhasznaltuk a korcikk tertiletérél 11. osztalyban ta-
nult T, = % Osszefiiggést.)
- ; (,—h)x  ai,
A kivonast elvégezve: T = ot
Az O kézéppontt hasonlésagot kihasznalva: 2 : X = z—z

1
Ebbél: aiy + i, x = i,x, vagyis (i, — i,)x = ai.
. ) o 1Al4is . ai, ai, i +i,
A T-re kapott képletben az elsé tort szamlalojaba ezt behelyettesitve: T = St E

Ezzel a kitlizott feladatot megoldottuk.

L+,

A kapott eredménynek szemléletes jelentése is van, ugyanis az hossztisag nem mds, mint a korgytirticikk kozépkor-

ivének hossza. A kozépkoriv hosszaval a korgytriicikk teriilete még egyszertibb forméban is megadhat6: T'= i, - a.
Figyeljiink meg most egy olyan csonka kapot, amelynek a feladatban szereplé korgytirtcikk a palastja, vagyis az alkotdja
a hosszlisagy, az R sugaru alapkorének keriilete i,, az r sugaru fedékorének kertilete i,.

Ekkor a palast teriilete T, = 4 —; .= 27R ;’ 271

a=(R+r)ar.

18. lecke | CSONKA KOPOK ITT ES 011




KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy szabalyos négyoldali csonka gula alapéle 20 cm, fed§-

éle 12 cm, magassaga 14 cm.

a) Mekkora szoget zarnak be az oldalélei az alaplap sikjaval?

b) Mekkora szdget zdrnak be az oldallapjai az alaplap sik-
javal?

Megoldds
a) Tekintsiik a csonka gulanak azt a sikmetszetét, amelyet
az abra mutat!

A 1002 Pgp'C

A sikmetszet az ACGE hurtrapéz, amelynek a magas-
saga 14 cm, hosszabbik alapja a csonka gula alaplap-
janak 4tl6ja (20v/2 cm hossziisagu), révidebb alapja a
csonka gula fedlapjanak 4tlja (12+/2 cm hosszusé-
gu). A kérdezett sz6g a hartrapéz hosszabb alapjan fek-
v6 a szogével egyenld. Miért? Mert (példaul) a G-bél
az alaplapra allitott merSleges az AC atlé6 P pontjaban
metszi az alaplap sikjat.

FELADAT

b)

Feladatunkat tehdt egy sikgeometriai feladatra vezettiik
vissza.

Az ACGE hurtrapézban a GPC derékszogli haromszog-

bél kiszamitjuk, hogy tga = 14 12,4749, s ebbél

4v2

a = 68°.

A csonka giila oldalélei tehat 68°-os szoget zarnak be az
alaplap sikjaval.

HaaK, L, M, N élfelez6 pontokon dtmené sikmetsze-
tet nézziik, akkor a KLMN hurtrapéz KL alapjan fekvé
[ szdge éppen a keresett szoggel egyenld. Ugyanis az
ML szakasz is és a KL szakasz is merSleges a DC-re.

K 10 Q4 L

A KLMN hurtrapézban az MQL derékszogt haromszog-

bdl azt kapjuk, hogy tg 5 = % = 3,5,sebbdl f ~ 74°.

A csonka gula oldallapjai tehat 74°-os szoget zarnak be
az alaplap sikjaval.




HAZI FELADAT

EMELT SZINT

Szamitsd ki a kidolgozott feladatban szerepl$ csonka Bebizonyithatd, hogy a kockat a testatlojara merdle-

gula
a) felszinét és térfogatat;
b) kiegészit6 galdjanak felszinét és térfogatat!

Egy szabalyos hatoldalt csonka gula alapélei 12 cm,
fedéélei 8 cm hosszuak, magassaga 7 cm. Mekkora
a) egy oldalélnek és az alaplap sikjanak a szoge;
b) egy oldallapnak és az alaplap sikjanak a szoge?

8

<7 =

12

ges, a kocka koézéppontjan atmend sikkal elmetszve
szabalyos hatszoget kapunk sikmetszetként. A hat-
szOg csucsai a kocka megfelel éleinek felezGpontjai.
Legyen a kocka éleinek hossza 1 dm!

a) Szamitsd ki a sikmetszet oldalainak hosszat!
b) Szamitsd ki a sikmetszet teriiletét!
c) Szamitsd ki a hatszog atldinak hosszat!

d) Milyen sikmetszeteket kaphatunk, ha a metszsi-
kot az eredeti helyzetével parhuzamosan eltoljuk?




KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy szabalyos haromoldalu gtla alapéle 8 cm, magassaga
6 cm. Szamitsuk ki

a) az oldalélek és az alaplap hajlasszogét;

b) az oldallapok és az alaplap hajlasszogét;

c) agla felszinét és térfogatat!

Megoldds D
Készitstink abrat!

A gila alaplapja az
ABC szabalyos harom-
sz0g, oldallapjai egyen-
16 szart haromszogek.
A D cstcsbdl megraj-
zolt magassag talp-
pontja az S pont. A forgasszimmetria miatt SA = SB = SC.
Tehat S az ABC haromszog koriilirt kérének kézéppontja.
A hdromszog szabalyos, ezért az S egyben stlypontja is a
haromszognek (valamint a beirt korének kozéppontja és
magassagpontja is).

Valasszunk a feladathoz illeszked§ sik-
metszetet, amely az abran a BDF ha-

romszog (F az AC él felezépontja)!
a) Az alaplap BF sulyvonaldnak
hossza # =~ 6,93 (cm).
Mivel S sulypont, ezért
SF = %—F =~ 2,31 (cm), 3 3

FELADAT

b)

<)

2BF
3

A BSD derékszogti haromszogbdl:

SB = =~ 4,62 (cm).

_SD . 6
8=~ 462

A gula élei koriilbelil 52,4°-0s szoget zarnak be az alap-

~ 1,2987, tehét @ = 52,4°.

lap sikjaval.
Az FSD derékszogli haromszogb6l:

—§Qﬁt 6 ~ A ~ °
tg b= SE 231 2,5974, tehat 5 =~ 68,9°.

A gula oldallapjai kortilbeliil 68,9°-os szdget zarnak be
az alaplap sikjaval.

x 27,7 (cm’®), a gtla térfo-

2
Az alaplap tertilete %

27,7-6
3

gata tehat: V, ~ ~ 55,4 (cm?).

A felszin kiszamitasdhoz sziikség van az ACD oldallap
AC oldalahoz tartozé FD magassagnak a hosszara. Ezt
példaul a DSF derékszogii haromszogbdl, Pitagorasz-
tétellel kapjuk meg (5 ismeretében persze szogfiigg-
vénnyel is szamolhatnank).

Tehat FD* = FS* + SD* ~ 41,34, amibdl

FD =~ 6,43 (cm).

Az ACD oldallapt haromszog teriilete:

ACTFD ~ 25,7 (cm?),

a palast teriilete ennek a hdromszorosa, vagyis 77,1 (cm®).
A gula felszine kozelitéleg: 27,7 + 77,1 = 104,8 (cm?).




HAZI FELADAT

EMELT SZINT

Az abra az egyes tisztitoszerekben és rakéta-tizemanyagokban egyardnt meg-
talalhat6é hidrogén-peroxid (H,0,) gaz allapotd molekuldjanak szerkezetét és
(koriilbeliili) méreteit szemlélteti. (A két oxigénatom tavolsaga 147,4 pm, az oxi-
génatom és a hozza kot6d6 hidrogénatom tavolsaga 95 pm, a kotésszog 94,8°.)
Hény pikométer (pm) tavolsagra van egymastdl a két hidrogénatom? (Segitség-

képpen a molekuldt egy téglatestbe foglaltuk.)

N
Y

Egy szabalyos haromoldala csonka gila alapélei 5 cm, fed6élei 2 cm hosszaak, magassaga 4 cm.
a) Mekkorak az oldalélek?

b) Mekkora szoget alkotnak az oldalélek az alaplap sikjaval?

c) Mekkora egy oldallap magassaga?

d) Mekkora egy oldallap és az alaplap sikjanak a szoge?



FELADAT

Egy kiallitdson régi, diszes kapuk masolatat akarjék Egy forgéskﬁp 45 cm magas, az a]apké')r sugara

bemutatni. Az egyik kapu mellett kétoldalt eredetileg
egy-egy kobol készilt gomb és egy-egy forgaskup he-
lyezkedett el. A kiallitdson ezek feny6fabol késziilnek.
A gombok atmérdje 4,2 dm, a kiapok alapkorének at-
mérdje ugyanennyi, magassaguk 5,4 dm.

a) Mennyi e négy targy egyiittes tomege, ha a feny6-

fa stirtisége 0,43 LS?
cm
b) A két gombat és a kapok paldstjat viztaszito fes-
tékkel fedik le. Mekkora a befestend teljes felii-
let?

Mekkora annak a gombnek a térfogata, amelynek

a felszine 547 cm??

HAZI FELADAT

1>

46

Egy kocka oldallapjanak atléja 6,39 cm. Mekkora
a kocka
a) testatldja; c) térfogata;

b) felszine; d) koré irhat6 gomb sugara?

'Y

'Y

12 cm. Ebbdl a kapbol ki kell faragni egy szabalyos
b) hatoldalu gulat.
Mennyi a minimalis hulladék térfogata?

a) négyoldald;

A 45 cm magas, 12 cm atmérdju forgaskupot a
magassaganak felezépontjan at, az alaplap sikjaval
parhuzamosan kettévagjuk. Mekkora a keletkez6
csonka kip
a) térfogata; b) felszine?
(Kozépszintii érettségi, 2007. mdjus) Egy gyertya-
gyarban sokféle szind, formaju és méretli gyertyat
készitenek. A folyékony, felhevitett viaszt kiilonféle
formakba ontik. Az ont6helyek egyikén négyzet
alapt egyenes gulat ontenek, melynek alapéle 5 cm,
oldaléle 8 cm hosszu.

a) Szamitsa ki ennek a gula alaka gyertyanak a
térfogatat! (Az eredményt cm’-ben, egészre ke-
rekitve adja meg!)

Ezen az ont6helyen az egyik miiszakban 130 darab

ilyen gyertyat gyartanak.

b) Hany liter viaszra van sziikség, ha tudjuk, hogy
a felhasznalt anyag 6%-a veszteség? (Az ered-
ményt egy tizedesjegyre kerekitve adja meg!)

A gula alaku gyertyakat egyenként diszdobozba

csomagoljak.

c) Hény cm’ papir sziikséges 40 darab diszdoboz
elkészitéséhez, ha egy doboz papirsziikséglete a
gula felszinének 136%-a?

Mekkora egy 26 cm-es éli fakockabdl kifaraghat6
legnagyobb gombnek
b) a felszine;

a) asugara; c) atérfogata;

d) atoémege, ha a fa stirtisége 0,52 %?
cm

TERGEOMETRIA



RAADAS

A 12. lecke Raadasaban megallapitottuk:

»[...] minden szabdlyos gula esetében van a csticsbdl hizott magassagnak olyan pontja, amely az dsszes csticstol egyenld
tavolsdgra van. Ez azt jelenti, hogy minden szabalyos gulahoz van egy olyan gémb, amely valamennyi csiicsan athalad. Adott
gulak esetében szamitdssal megkereshetjitk a koré irt gomb kozéppontjat”

FELADAT

Egy szabalyos hatoldala guila magassaga 25 cm, az alaplapja koré irt kor sugara 15 cm.
Mekkora a gtila koré irt gobmb sugara? Mekkora tavolsdgra van a gomb kézéppontja a gula alaplapjatdl?

Jeloljiik a keresett gomb kozéppontjat K-val! A gomb r sugara (az abra jeloléseinek megfelels-
en) AK-val is és KG-vel is egyenld. Igy KP = PG — KG =25 — 1.

Az AKP derékszogl haromszogre felirt Pitagorasz-tétel szerint

AK® = AP’ + PK?, vagyis r* = 15 + (25 — r).

A most kapott egyenletbdl a gomb sugara kiszamithato:

r=225+25—50r +r% 50r=225+625=2850; r=17.

Tehat a gtla koré irt gomb sugara 17 cm, a K kozéppont pedig az alaplaptdl 8 cm tavolsagra

van.

Megfigyelés:

Gondolatmenetiinkben és szamitdsunkban nem jatszott szerepet

sem az, hogy a gilla hatoldalii, sem az, hogy szabdlyos. Két dolog

volt csak sziikséges:

e a gila alaplapjanak van korilirt kore, vagyis ez hirsokszog,

e a giila magassaganak talppontja az alaplap koré irt kor kozép- g
pontja.

Tehat minden olyan gula koré irt gombnek 17 cm a sugara,

amelynek az alaplapja koré irt kor sugara 15 cm, a magassaga

25 cm, és amelynél a magassaganak talppontja az alaplap koré irt

kor kézéppontja.




FELADAT

Egy vizelvezet6 arok aljat és oldalait a kidsas utan

a3

'Y

30 cm oldalhosszusagu, négyzet alaku kélapokkal
szeretnék burkolni, ezért asas kozben az arok ke-
resztmetszetét id6rél idére ellenérzik. Ehhez az ab-
ran lathatd fabdl készilt keretet hasznaljak, melyet
egy darab 60 cm és 6t darab 30 cm hosszu falécbdl

allitottak ossze.

a) Hany kobméter foldet kell kiasni a 24 m hossza
arok elkészitéséhez?

b) Hény kélapra van sziikség a tervezett burkolds-
hoz?

A viztarol6 kozéps6 része egy 6 m atmérdjli, 8 m magas-

sagu forgashenger, also6 része félgomb, fels6 része forgas-

kup alakd. A kip magasséga 3 m.

a) Mekkora a tartaly teljes (bruttd) térfogata?

b) Mekkora feliiletet kell bevonni a tartaly kiilsé feliile-
tének festésekor?

»
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A folyadékoktol eltér6en a szemcsés anyagok — pél-

daul homok, kavics, de akar liszt vagy buza - ki6n-

téskor nem tertilnek teljesen szét, hanem nagyjabol

kap alaktt dombot alkotnak. E kup alkotéjanak a

vizszintessel bezart szoge az Un. rézsliszog, vagyis

az a maximalis sz0g, amelynél meredekebb lejt6n a

szemcsék mar nem tudnak megtapadni egymason,

hanem legurulnak a kupac aljara.

a) A szaraz fold rézstiszoge kortilbeliil 40°, ebb6l
szeretnénk egy négyzetes alapu, csonka gula
formaju viragagyast késziteni. Mekkora alapél-
lel szamoljunk, hogy a viragagyas dombocska-
jénak tetején 0,25 m’-es beiiltethetd teriilet le-
gyen, és a dombocska magassaga 10 cm legyen?

b) Mennyi f6ld kell egy ekkora viragagyashoz?

Egymasra mer6leges vagy egymassal ferde szog-
ben taldlkozé tengelyek esetében az erdatvitel egy
lehetséges mddja a kiipos fogaskerekek alkalmaza-
sa. Az abran lathaté fogaskerekek modellezhet6k
olyan csonka kupokkal, amelyek alapkére 1,5 cm,
fedékére 1 cm sugard. Mekkora az egyes fogas-
kerekeken a kopdsnak kitett feliilet (a fogak kiils6
feliilete), ha az a modellként hasznalt csonka kup
paldstjanak kortilbeliil 40%-a, és az alkoto az alap-
korrel

a) 45°-os; b) 50°-os szoget zar be?

TERGEOMETRIA



HAZI FELADAT
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RAADAS

»A csonka kup kobtartalma megkozelitileg egyenld egy olyan henger kobtartalmaval, amelynek dtmérdje akkora, mint a csonka

s

kup alsé és felsé dtmérdjének kozépértéke, magassdga pedig akkora, mint a csonka kiip magassiga.” Ezt az utasitést adja egy, a
XX. szazad huszas éveibdl szarmazoé népmtiveld konyvecske (Kovessy Jend: Szdmolds és mérés a mindennapi életben; kiadta:
Heves varmegye kozonsége), majd konkrét szamitasi feladatot is hoz KIDOLGOZOTT FELADATként:

Mekkora a térfogata annak a csonka kup alaku fatérzsnek, melynek hossza 2 m, alsé atméréje 9 cm, fels6 atméréje 6 cm?
(kozépértéke = szamtani kozepe)

a) Szamitsd ki az idézett utmutatds szerint a fatorzs térfogatat, majd szdmitsd ki annak elméletileg pontos értékét is a cson-

ka kup térfogatképletével! Hany szazalékkal tér el a gyakorlati (kozelitd) szamitassal kapott érték az elméleti értékt61?

b) Jelold a csonka kap ,,als6” és ,.fels6” alapkorének sugarat R-rel és r-rel, magassagat m-mel. Igazold, hogy a csonka kup

térfogatdnak elméleti (V,) és az idézet szerint szamolt gyakorlati (V) értéke kozott fenndll a kovetkezd dsszefliggés:
V. =MTp_ Y
Vo= Ve =" (R—r)!
c) Ab) rész eredményének ismeretében allapitsd meg, hany szazalékos hibaval szamolja ki a csonka kup térfogatat az, aki

a kozelit6é szamitast valasztja, ha % = 1,5, illetve akkor, ha % =4!



FELADAT

N Egy lidika téglatest alaky, az alapélei 3,2 dm és a) Hany liter leves van a fazékban?
3,7 dm, az oldalélei 6,8 dm hossztak. b) Hany adag levest lehet kimerni egy 8 cm atméré-
a) Hany olyan 6,7 dm hosszu fémpélca fér el benne, ji, félgomb alaku mer6kanallal?

amelynek az alapja 15 mm-es oldald négyzet?
b) Elfér-e a lidikdban egy 8,3 dm hosszusagti fém- [CINMM 80 cm hosszusdgura darabolt, 10 cm atmérdji /)

palca? fahengerekbdl olyan colopoket esztergalnak,
amelyeknek a hengeres része ugyancsak 10 cm
Egy forgashenger alapkorének az atmérdje 72 mm, atméréji (dbra). Egy colop hossza 78 cm, a
a térfogata pedig ugyanakkora, mint a 72 mm-es at- csonka kup alakd rész 5 cm magas, a henger
mérdji gomb térfogata. Milyen magas ez a henger? alaku rész 60 cm hosszui. A col6p csonka kup
alakd végén 1év6, kor alaku rész 6 cm atmérs- | __|
Egy 18 cm atmérdjli fazékban 12 cm magasan all a le- ji. Hany szazalék hulladék keletkezik a c616- v
ves. pok gydrtasakor?




LR A képen lathato ,felforditott” szabalyos négyoldal gila alaku szokékut alapélei 40 centi-
méter hossztiak, magassaga 70 cm.
a) Hany dm’ rozsdamentes acéllemez boritja a szokékut belsé feliiletét?
b) Hany liter vizet tartalmaz a gula, ha teljesen megtelik?
c) Mekkora szoget zarnak be a gtla élei a vizszintes sikkal?

a) Becsomagolhaté-e egy 53 cm hosszira ossze- [CINMM Egy nyerscsavar (még nincs rajta me- 11

csukhatd horgaszbot egy 30 x 40 x 20 cm-es la- net, és a csavarfejen sincs bemélyedés) NE
dikaba? hossziranyu keresztmetszetét és mm-
b) Egy négyoldalu gula alaplapja megegyezik a ben megadott méreteit mutatja az

30 x 40 x 20 cm-es téglatest egyik oldallapjaval, abra. Mekkora témeg(i nyersanyagra 20

az ezzel szemkozti oldallapon van a gula csucsa. van sziikség 1,5 10° darab nyerscsa-
Mekkora a gtla térfogata? var elédllitasahoz, ha a gyartas sordn
17,8% veszteség keletkezik, és a csavar

N L1 s . Lo 3

Egy forgaskap alapkorének az atmérdje 54 mm, a anyagénak siirtisége 8700 k_g3 ? i
m -

térfogata ugyanakkora, mint az 54 mm-es atmérdji
gomb térfogata. Milyen magas ez a kap?

A parizsi Louvre mizeum 1989-ben atadott 6j f6-

bejarata egy olyan {ivegpiramis, amelynek alapja
Egy 22 cm-es atmérdjli fa fél-

(X
'Y

35 méter oldalhosszusagu négyzet, magassaga pedig
20,6 méter.
a) Mekkora szoget zarnak be a vizszintes sikkal a pi-

gombbdl kivajtak egy feleakkora

e

atmérdjii félgombot.

a) Mennyi viz fér az igy kifara- ramis oldalélei?
gott talba? b)
b) Mekkora feliiletet kell befesteni, ha a talat teljesen

be akarjdk vonni mtianyag alapu festékkel? c)

Mekkora szoget zarnak be a vizszintes sikkal a pi-
ramis oldallapjai?

Hény m” az iivegfeliilet nagységa? (Az iiveglapo-
kat tartd keretek teriiletétdl tekintsiink el!)

23. lecke | GYAKORLAS, TUDASPRGBA

i



Epitékockdk méreteit latod az abrdn. Szdmold ki Mennyi az dbra szerinti egyenes hasdbok felszine és

a)

a felsziniiket és a térfogatukat!
b) c)

4 cm

Ennek az épitéjatéknak az elemei forgdsszimmet-

i

"y

"y

"y

"y

rikusak. Szamold ki, mennyi az egyes elemek felszine
és térfogatal
a) b) c)

8cm

Egy bolyg6 sugara 2440 km.
a) Milyen hosszu ezen a bolygén az ,.egyenlit6’?
b) Mekkora a bolyg6 felszine és térfogata?

Egy 2 cm x 3 cm X 5 cm-es, téglatest alaka gyurmabol

a) egy nagy gombot formazunk. Mekkora a gémb su-
gara és felszine?

b) 6t egybevago, kisebb gombot formazunk. Mek-
kora egy kis gobmb térfogata és sugara? Mekkora
Osszesen az 5 gomb felszine?

Egy 7,2 cm sugart gombot félbevagunk a kozéppont-
jan atmend egyik sikkal. Mennyi a keletkezé részek
felszine és térfogata?

Egy gomb alaka gylimolcsben kozépen gomb alaku
mag van. A mag atmérdje 1,4 cm, a teljes gytimolcs
atmérdje 4,2 cm.

a) Hany cm’ a gyiimélcs héja?

b) Hany cm’ a gyiiméles husa?

"y

"y

térfogata?
a) b) c)

4cm 4cm 3cm 3 cm

Négyoldalu szabalyos gula alapéle 32 mm, magassaga

40 mm.

a) Mekkora a térfogata?

b) A gula tetejérél az alaplappal parhuzamos sikkal
levagunk egy 8 mm magassagu kis gulat. Mekko-
ra a levagott kis gula és a keletkez6 csonka gula
térfogata?

Egy forgaskap alapkorének atméréje 6,8 cm. Magas-

sdga 5,4 cm.

a) Mekkora a térfogata?

b) Mekkora a felszine?

c) Ez a forgaskuap ugy keletkezett, hogy egy egyenld
szart haromszoget megforgattunk a szimmetria-
tengelye koriil. Mekkorék voltak a haromszog ol-
dalai?

Egy forgaskup alapkorének atmérdje 6,8 cm. Ma-
gassaga 5,4 cm. A forgaskup tetejérdl, az alaplappal
parhuzamos sikkal levagunk egy 0,9 cm magas kis
forgaskupot.

a) Mekkora a levagott kis kup térfogata és felszine?
b) Mekkora a keletkez6 csonka kup térfogata és fel-

szine?

Egy téglatest alaplapjanak két éle 12 cm és 16 cm, a
téglatest testatloja 60°-os szoget zar be az alaplap sik-
javal.

a) Mekkora a téglatest testatldojanak hossza?

b) Mekkora a téglatest ismeretlen hossztsagu éle?
c) Mekkora szoget zar be egymassal két testatld?

TERGEOMETRIA



Az 4brén lathato kocka élei 10 cm hosszaak.

a) Szamitsd ki az EBD, APH és QPR haromszogek
oldalainak hosszat és szogeinek nagysagat. (P,
Q, R pontok a kocka dbra szerinti éleinek felez6-

pontjai.)

b) Mekkora szdget zarnak be az EBD és PQR harom-
szogek sikjai a kocka ABCD alaplapjaval?

13D

latest cm’-ben mért felszinének mérészdma meg-
egyezik a cm’-ben mért térfogat mérészémaval. Ha-

tarozd meg a téglatest éleinek hosszusagat!

=
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alapéle feleakkora, mint az oldaléle.

a) Mekkora szoget zar be a testatld a hasab éleivel?
b) Mekkora szoget zar be a testatld a testet hatarolo

lapok sikjaival?

c) Mekkora tavolsagra vannak a testatlotol a hasab

csucsai?

lasztunk kett6t. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy

a kivélasztott cstcsok kozotti tavolsag 8 -v/2 cm?

magoldanyagot?

TEMAZARG FELADATGYOJTEMENY

Egy téglatest élhossztisagainak ardnya 1:2: 3. A tég-

Egy négyzet alapti egyenes hasab testatloja 25 cm,

A 8 cm él1 kocka csucsai koziil véletlenszertien kiva-

Kocka alaku, 10 mm élhosszasagu kis kockacukrok-

bdl 135 db kertiil egy téglatest alaki dobozba.

a) Milyen méretii dobozokba csomagolhatjak a kocka-
cukrot, ha a doboznak nincs 3 cm-nél kisebb éle?

b) Melyik doboz elkészitése igényel kevesebb cso-

Egy szabalyos nyolcszog alapt egyenes hasab alapéle

6 cm, oldaléle 0,7 dm. Milyen hossztsagu a legrévi-
debb testatldja? Mekkora szoget zar be a leghosszabb
testatlo az alaplap sikjaval?

Egy lakohaz bejaratanal a mellékelt abran lathato 1ép-

cs6t akarjak kidnteni betonbél. Hany m’ betont kell
hozza keverni?

Egy 12 cm magassiagti egyenes hasab alapja egy

egyenld szari haromszog. A hasab valamelyik két
oldallapjanak hajlasszoge 70°, térfogata 360 cm’.
Mekkordk a hasab alapélei?

Egy haromoldalt guala alaplapjanak ismerjiik két ol-

21>

dalanak hosszat, és az altaluk kozbezart sz6g nagysa-
gat: a =8 cm, b = 13 cm, 7 = 50°. A gula 10 cm-es
magassaganak talppontja az a oldal felezdpontjaban
van. Hatdrozd meg a gula t6bbi élének a hosszat!

Egy 20 cm magas egyenes hasab alaplapja olyan sza-
balyos nyolcszog, amelynek koré irhaté korének su-
gara 8 cm. Szamitsd ki a hasab felszinét és térfogatat!

Egy 9 dm’ térfogat szabalyos hatoldalt gula oldaléle

az alapsikkal 72°-0s szoget zar be. Milyen hosszusagu
az oldaléle? (Gimndziumi érettségi feladat — 1988)

Az egyik husiizemben olyan hengeres alaku felvagott-

rudakat gyartanak, aminek a két vége félgombben
végzddik. Egy ilyen rud teljes hossza 22 cm, kereszt-
metszete pedig 8 cm atmér6jii kor.
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a) Mekkora egy ilyen rud térfogata?
b) Mekkora a rajta 1évo folia tertilete?

3



Egy szabélyos otszog alapt gula alapéle 5 cm. Ha a XS Mekkora annak a kupnak a nyildsszoge, amelynek

'Y
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gulat az alaplappal parhuzamos sikkal elmetssziik, a
sikmetszet teriilete harmadrésze az alaplap teriiletének.
A metsz6sik alaplaptol mért tavolsaga 4 cm. Szamitsd
ki az eredeti gula térfogatat és felszinét!

Egyenes korhenger alapkoérének sugara 5 cm, Kkiteri-
tett paldstja pedig olyan téglalap, amelyben az oldalak
aranya 2 : 3. Mekkora a henger felszine és a térfogata?

Egy henger alaku sajtkorong 1,2 kg, a korong atmé-
réje 18 cm, magassaga 6 cm. Ebbdl egy 15 dkg-os
cikket vdgnak le. Mekkora a sajtdarabon 1év6 barna
muanyag folianak a teriilete?

Egy henger alaku fadarabot, aminek magasséga 30 cm,
alapkorének atmérdje 21 cm, az alaplapokra merdle-
ges, két egymassal parhuzamos siktl vagassal harom
darabra hasitunk. A sikok az alapkor atmérdjét ha-
rom egyenld részre osztjak. Mekkora a keletkezett
fadaraboknak a térfogata és a felszine?

Egy pok egy forgashenger alaku helyiség mennyeze-

tének peremérdl a padlé atellenes pontjaba kétféle-

képpen is eljuthat ugyanakkora tton:

- fiiggdlegesen leereszkedik, majd a padl6 atméréje
mentén folytatja utjat, vagy

- végig a palaston halad ugy, hogy a palastot sikba
kiteritve utja egy egyenes szakasz.

Szamitsd ki a henger magassaganak és atméréjének

aranyat!

Egy forgaskap nyilasszoge 60°, magassaga 10 cm.
Mekkora a kiteritett paldstjanak a kozépponti szoge
és a teriilete?

Egy forgaskap alapkdrének sugara 7 cm, alkotdja
25 cm hosszu. A kupot kettévagjuk a csticsan atme-
nd, az alaplapra merdleges sikkal. Mekkora a keletke-
zett részek felszine és térfogata?

32

palastja haromszor akkora teriiletd, mint az alapkor
tertilete?

A béabszinhazban jelmezeket készitenek egy meseja-
ték szerepléinek. A kiralylany ruhajat eredetileg egy
8000 cm” teriiletti anyagbdl szabtak ki, de a szabds-
varras soran 21,5%-os volt az anyagveszteség. Az el-
készitett ruha csonkakdp-palast alakd, melynek nya-
kanal mért atmérdje 10 cm, a legaljan mért atmérdje
30 cm. Milyen magas a kiralylany, ha a ruhagallértdl
a feje bubjdig mért tavolsag 30 cm, a ruha aljatdl a
talpaig mért tavolsag 44 cm?

50 cm sugari korlapbdl siivegeket készitiink ugy,

34>
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hogy a korlapot 3 korcikkre vagjuk. Ezeknek a ko-
zépponti szoge 100°, 120° és 140°. Melyik stiveg lesz a
legmagasabb? Mekkora ennek a magassaga?

Egy egyenes korkup felszine 314 cm’, a kp alkotéja-
nak és az alapkor sugardnak 6sszege 20 cm. Szamitsd
ki a kap térfogatat!

1 literes, csonka kup alaku tejfolospohar alapkorének
(bels6) atmérdje 9 cm, feddkorének atmérdje 11 cm.
A poharban 8 dl tejf6l van. Milyen magasan all a tej-
fol a poharban?

Egy 10 cm oldalu szabalyos haromszoget megforga-
tunk az egyik oldalegyenese koriil. Hatarozd meg az
igy keletkezett forgastest felszinét és térfogatat!



Egy henger alaka fazék belsé atmérdje 20 cm, ma-
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gassaga 28 cm. A fazékba hat liter vizet tettiink. Hany
darab turégombdcot tehetlink egyszerre a vizbe, ha
azt szeretnénk, hogy utdna a viz szintje a fazék felsé
peremétdl szamitva legalabb 2 cm-re legyen? Egy td-
régomboc atmérdje 4 cm.

Az abran lathatd test ugy
keletkezett, hogy egy for-
gaskupbdl kivagtak egy
kisebb forgaskupot. A két
kap tengelye egybeesik,
nyilasszogiik egyenld, és
a kisebb kup térfogata
27-ed része a nagy kup
térfogatanak. A két kup
csucsanak tavolsaga 8 cm,

a nagy kap alkotdja 20 cm. Hatdrozd meg a keletke-
zett test felszinét!

Milyen tavol van a 15 cm sugaru gomb kozéppont-
jatol az a sikmetszete, amelynek teriilete % része a

fékor teriiletének?

Egy 20 cm atméréjii gombot harom, paronként egy-
masra merdleges, a gomb kozéppontjan athalado sikkal
elvagunk. Mennyivel valtozott meg az igy kapott testek
egyiittes felszine az eredeti gobmb felszinéhez képest?

Egy 12 cm élhosszusagi kocka minden cstcsanal
levagunk a kockabdl egy olyan haromoldala gulét,
amelynek oldalélei a kockaélek 4 cm hosszu darabjai.
a) Hany lapja, csucsa, éle van a visszamarado testnek?
b) Mekkora a megmaradt test térfogata és felszine?
(Szakkozépiskolai érettségi feladat — 1988)

Egy recept alapjan annyi tésztat gyurtunk, ami 50 db

3 cm atmérGji kokuszgolyod elkészitéséhez elegen-

dé. Mi ennél nagyobb, 4 cm atmérdju golyokat for-

mazunk, és a maradékbol is készitlink egy gombot.

a) Hany darab kokuszgolyonk lesz?

b) A kokuszreszelék mennyisége, amiben a golyokat
megforgatjuk, egyenesen aranyos a golydk felszi-
nével. A kisebb méretti (3 cm) golydkhoz sziiksé-
ges kokuszreszelék hany szdzalékara lesz sziiksé-
glink a nagyobb golyok készitése soran?

Egy szabalyos hatszog alapu gula alapéle 15 cm, ma-
gassaga 20 cm. Hatdrozd meg a gulaba irhaté gomb
sugarat!

TEMAZARG FELADATGYOJTEMENY

Kardcsony eldtt egy gyertyakészité az egyenes kor-
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henger formaju gyertyakat négyesével szeretné do-
bozolni. Erre tobbféle lehetdség is kindlkozik:
- téglatest alaka dobozokba;

9000

- henger formaju dobozba cso-

Y )
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magolja a gyertydkat. (A do-
bozokat gyertydkkal egyiitt
feliilnézetbdl dbrazoltuk.)

A gyertyak atmérdje 6 cm, magassaga 9 cm, és ugy
kell a dobozokban elhelyezni 6ket, hogy ne l6tyog-
jenek.

a) A dobozokat kartonpapirbdl készitik. Melyiknek
legkisebb az anyagsziikséglete?

b) Szamold ki, hogy az egyes esetekben a doboz tér-
fogata hany szazaléka a gyertyak egytittes térfoga-
tanak!

¢) Szamold ki, hogy az egyes esetekben a doboz tér-
fogatanak hany szazaléka iires!

Egygombodcos fagyink a mel-
lékelt rajz szerint néz ki: a tol-
csér egyenes korkap alakd, és
az r = 3 cm sugaru, gomb alakd
fagyigombocnak a kup tenge-

lyére illeszkedd atméréjének i
része esik a tolcsér belsejébe. Ha

a gombocot belenyomjuk a t6l-
csér belsejébe, az éppen megtolti
a tolcsért.

Mekkora a tolcsér magassaga?

Egy esernyd kinyitva olyan gombsiiveg alaku, amely-
nek alapkorének atmérdje 120 cm, magassiga pedig
35 cm. Mekkora sugart az a gomb, amelybdl szar-
maztathat6?

Egy 50 cm’ térfogati egyenes csonka kip alapko-
rének a sugara 25 mm, fedékorének sugara 13 mm.
Milyen magas a csonka kutp?



Dolgozzatok csoportokban!

Rendszerezziik az eddig tanult fiiggvényeket!

FELADAT




HAZI FELADAT




KIDOLGOZOTT FELADAT

Bence az online szamitdgépes jatékok nagy rajongéja. Legtjabb jatékaban terméfolddel kell gazdalkodnia, ezeken (virtualis)

novényeket kell termesztenie. Ebben a jatékban minden jatékos egyetlen mezével (terméfoldparcelldval) indul. Ha egy adott
napon a ,,birtokan” talalhaté 9sszes mez6t megmiveli, akkor ezt a program a kovetkezd napon tjabb 6t megmivelhetd
mez6vel jutalmazza, azaz a jatékos 6t ujabb mez6 birtokosa lesz.

Jocd a jaték egy masfajta valtozatat jatssza, amelyben a mez6k szdma naprol napra duplazodik.

Dénci jatékaban az elsé két napon csak egy mez6 van a jatékos birtokdban, a harmadik naptél kezdve pedig a virtualis me-
z6k szama mindig az el6z6 két nap mez8szamanak 6sszegével lesz egyenl6.

Mindharom fit1 nagyon lelkiismeretesen mitivelgeti a birtokat. Melyikiiknek mennyi mezdvel kell foglalkoznia az els6 jaték-
hét utols6 napjan?

Megoldds
Az egyes jatékok mezészamainak alakuldsat az aldbbi tablazat 6sszegzi.

l.nap 2.map 3.nmap 4.map 5.nap 6.nap 7.nap
Bence 1 6 11 16 21 26 31
Jocod 1 2 4 8 16 32 64
Dénci 1 1 2 3 5 8 13

FELADAT




Csilla is szeret szamolni. Egyszer az 1-t6l indulva el- a) Milyen érdekességet fedezett fel Csilla? Fogal-
kezdte 6sszeadogatni a paratlan szamokat: mazd meg szavakkal, és ird is le!
;1+3=41+3+5=91+3+5+7=16. b) Mennyi az elsd 10 paratlan szdm dsszege? Es az
- Ez nagyon érdekes! - gondolta. Még le is tudom els6 500 paratlan szamé? Biztos vagy benne?
rajzolni azt, amit kiszamoltam! c) Biztos, hogy a felfedezett szabalyszertiség min-
- den esetben igaz? Valaszodat indokold!
5 5
3 3 3
1 1 1
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25. lecke | BEVEZETES A SOROZATOKHOZ

Egy kor alaku tér kozepén hatszogleti emlékoszlop emelkedik. Koriilotte a teret egy-

forma, szabalyos hatszog alaka kélapokkal burkoltak ugy, hogy minden ,,kor” mas-mas

szint lapokbdl all.

a) Szamold meg, hany lap tartozik a kiilonb6z6 szint ,,korokhoz”! Milyen szabalyossa-
got lehet megfigyelni az egyes ,,koroket” alkot6 lapok szamaban?

b) Hany lap lesz a kozépponttdl kifelé szamolt 5., 6., illetve 8. ,,korben”?

c) Osszesen hény lap kell az elsé 8 , kérhoz”?

A 0,333333 tizedes tort igy is felirhato: - REDE S E— 3 3

10 ~ 100 ~ 1000 ~ 10 000 - 100 000 - 1000 000
vannak egymassal ennek az dsszegnek a szomszédos tagjai?

. Milyen kapcsolatban

Hajni vasarnap kitalalt egy jé viccet, hétfén elmondta harom baratnéjének. Kedden mindegyikiik elmondta harom
masik lanynak, ezutan mindenki, aki ismerte a viccet, a kovetkez6 napon tovabbmondta harom olyan személynek,
aki még nem hallotta. Toltsd ki a tablazat iires helyeit!

hétfén kedden  szerddn = csiitortokon pénteken szombaton
Hényan ismerték meg a viccet? 3

Hanyan ismerték a viccet sszesen? 1+ 3 =4

Ha mindig felfelé megyiink, és minden lépésnél 1

vagy 2 fokot léphetiink egyszerre, akkor hanyfélekép-
pen juthatunk fel egy [épcsdsor

a) 2. fokéra;

b) 4. fokéra;

c) 5. fokéra;

d) 8. fokéra?

(Gondolj arra, hogy pl. az 5. 1épcséfokra a 3. vagy
a 4. 1épcséfokrol Iéphetiink!)

ik



BEVEZETO

Az el6z6 leckében az egyik feladat arrdl szolt,
hogy Csilla 1-t6l kezdve [épésr6l 1épésre 6sz-
szeadta a pozitiv paratlan szdmokat. Az elsé
eredmény 1, a mdsodik 4,a harmadik 6sszeg 9,
a negyedik 16 volt. A megkezdett sorozat elsé
négy tagja 1% 2% 3% 4% A feladathoz mellékelt
abra alapjan bizonyithatd is, hogy ez minden
esetben igaz marad: ha az elsé n szamu pozi-
tiv paratlan szamot adjuk Ossze, akkor ered-
ményiil n’-t kapunk. Teh4t Csilla feladataban
minden egyes pozitiv egész szamhoz tartozik
egy megadott szabaly szerint képzett szam:
az n pozitiv egész szimhoz a négyzete, az n’
tartozik. A gondolatmenetiink tehat arra ve-
zetett, hogy Csilla tulajdonképpen megadott
egy olyan fiiggvényt, amelynek az értelmezési
tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza,
hozzarendelési szabalya pedig n — n’ volt. Ez
a fiiggvény egy szdmsorozat.

S6t, szerepel itt egy masik szamsorozat is, a
pozitiv paratlan szamok névekedé sorozata:
1;3;5; 7; ... Ez is a pozitiv egész szamok hal-
mazan értelmezett fliggvény, a hozzarendelé-
si szabalya: n = 2n — 1.

i Minden pozitiv egész szamhoz hozzarendeljitk a) Melyik szamot rendeli a megadott sorozat a
a reciprokat. 4-hez, a 17-hez, illetve az 51-hez?
a) Melyik szam tartozik az 1-hez, a 2-hoz, illetve

b) Melyik pozitiv egész szamhoz rendeli a sorozat

Jres
L a %—ét, a 27,8-et, illetve a 67-et?

b) Melyik pozitiv egész szamhoz tartozik az %,

20.125. illetve a 0.05? c) A kovetkezd szamok koziil melyikhez rendel

valamilyen értéket ez a fiiggvény?

42 _3;16;1200; 773 0; 77

Minden pozitiv egész szimhoz hozzarendeljiik a tize- 4
dét, tehat n — % a hozzarendelési szabaly.

60 SOROZATOK



Definicié: Azokat a fliggvényeket, amelyeknek az értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza és az értékei
valds szamok, szamsorozatoknak nevezziik. Az n pozitiv egész szamhoz hozzarendelt szamot a sorozat n-edik tagjanak
mondjuk.

Jelolés:

Egy sorozat tagjait az a;; a,; ...; a,; ... szimbdlumokkal jel6lhetjiik, ahol a, jel6li a sorozat n-edik tagjat. A sorozat egészét
ilyenkor igy jeloljik: (a,).

Példaul

Az a, a sorozat annyiadik tagjat jeloli, amennyit az index mutat, jelen esetben a masodikat.

Azn = n’ — 3 (n € N") hozzarendeléssel megadott fiiggvény egy szdmsorozat. E sorozat

- elsé tagja az 1-hez rendelt szam: 1’—3=-2; azaza, = —2;
- masodik tagja a 2-héz rendelt szam: 2° — 3 = 1; azaza, = 1;

- huszon6todik tagja a 25-hoz rendelt szdm: 25° — 3 = 622; azaz a,; = 622.
Megjegyzés

Ha egy feladat esetében a sz6vegbdl nyilvanvalo, hogy szamsorozatrol van sz, akkor az értelmezési tartomany megadasat,
az (n € N") kifejezést el is hagyhatjuk.

FELADAT

HAZI FELADAT




KIDOLGOZOTT FELADAT

A 25. leckében, a virtudlis terméfoldekhez kapcsolddo sza-
mitogépes jatékban Bence és baratai egy-egy szamsorozat
néhany egymast kovetd tagjat irtak fel. Adjuk meg ezeket
a sorozatokat az Uj jelolésekkel!

Megoldds

Jeloljiik Bence sorozatat (b,)-nel! Ekkor az elsé tag 1, a
tobbi pedig mind 5-tel nagyobb az el6z6nél:

b,=1,éshan > 1,akkor b, =b, ,+5.

Az n-edik tagot ugy is megkaphatjuk, hogy az els6 taghoz

(n — 1)-szer adjuk hozza az 5-6t:

b,=1+(n—1)-5="5n—4.

Joco sorozatat konnyt felirni, hiszen 6 a 2 egymast kovetd
hatvényait valasztotta. Ha a sorozatat (j,)-nel jelljik, ak-
kor minden pozitiv egész n esetében j, = 2""".

Donci sorozata csak kissé bonyolultabb. Ha ezt a soroza-
tot (d,)-nel jeloljiik, akkor d, = d, = 1, és ha n > 2, akkor
d=d,_,+d,_,.

Egy szamsorozat megadasa tobbféleképpen is torténhet. Mi a leggyakrabban koriilirassal, képlettel vagy rekurziéval adjuk

meg a sorozatokat. Megadhatjuk még a sorozatot néhany (elegendéen sok) elemének felsoroldsaval vagy abrazolasaval.

»A pératlan pozitiv egész szdmok noveked§ sorozata” egy koriilirassal megadott sorozat, az n — 2n — 1 (n € N') pedig

ugyanennek a sorozatnak képlettel megadott definicidja. Jocé sorozatat is megadhatjuk képlettel: j, = 2"~ (n € N™).

Ha egy szamsorozatnak megadjuk az elsé tagjat, a tobbit pedig egy vagy tobb elbtte 1év6 tag segitségével fejezziik ki, akkor

ezt rekurziv definicionak nevezziik.
Példaul

Bence sorozata megadhatd
igy is:

b, =1, és han > 1, akkor
b,=b, ,+5.

Dénci sorozata:
d=d,=1,éshan > 2,ak-
kord,=d,_,+d,_,.

FELADAT
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1. nap 2. nap 3. nap

1. rész 3. rész

Fvek szama

Egyedszam

7.nap

8. nap




Egy teheraut6 nyilvantartasi értéke kezdetben
5 milli6 forint. A teherauté értéke minden évben
csokken. Ez az értékvesztés a cég nyilvantartdsiaban
is megjelenik: a teherautd nyilvantartasi értékét
évrol évre csokkenteni kell 400 ezer forinttal.
Eszerint egy év utdn 5— 0,4 = 4,6 millié forint,
2 év utan 5 —2- 0,4 = 4,2 millié forint, 3 év utan
5—3-0,4 = 3,8 milli6 forint lesz az értéke. Lathatd,
hogyittaze, =5 — 0,4+ n (n € N") sorozat tagjairél

van sz6 (millié Ft-ban szamolva).

Definicio: I. Ha egy szamsorozathoz van egy olyan szdm, amelyet barmelyik taghoz hozzdadva megkapjuk a kovetkezé tagot,
akkor ezt szamtani sorozatnak nevezziik. A hozzédadott szam neve: differencia (kiilonbség), és d-vel jeloljik.

A szamtani sorozatban (a mésodiktdl kezdve) barmely tag és az azt megel6z6 tag kiilonbsége allandé: a,, , — a, = d.

Példaul

- A 3-mal osztva 2 maradékot add pozitiv egészek novekedd sorozata (2; 5; 8; 11; ...) szamtani sorozat, amelynek az els¢
tagja 2, a differencidja pedig 3. Azaza, =2 ésd = 3.

- A bevezetében emlitett e, =5 — 0,4 - n (n € N) sorozat elsd tagja e, = 4,6; differencidja d = —0,4. Ez egy csokkend
szamtani sorozat, differencidja negativ.

Az évi 6%-o0s kamatos kamatra befektetett téke évrdl évre ugyanannyiszorosara novekszik. Ha a befektetett téke T, akkor
1 évutdn 1,06 - T, 2 év utdn 1,06*- T, 3 év utan 1,06” - T lesz a kamattal novelt tdke sszege. Lathatd, hogy itta T, = 1,06" - T
(n € N") sorozat tagjairél van szo.



I1. Ha egy szdmsorozathoz van olyan nulldtél kiilonbozd szdm, amellyel barmelyik tagot megszorozva megkapjuk a kovetkezd
tagot, akkor ezt mértani sorozatnak nevezziik. Az itt fellépd szam neve: kvdciens (hanyados), jele: q.

A mértani sorozatban (a masodiktdl kezdve) barmely tag és az azt megel6z6 tag hanyadosa éllandé, a,, , : a, = q.
Példdul
- Egy sorozat elsé tagja 8, és a masodik tagtol kezdve a sorozat barmely tagja ugy kaphaté meg, hogy az 6t megel6z6 tagot

elosztjuk 2-vel: 8; 4; 2; 1; %; i; ... Itt a 2-vel val6 osztas helyett akar azt is mondhatnank, hogy szorzunk %-del, ez tehat

olyan mértani sorozat, amelynek a hanyadosa 0,5. Azaz a, = 8 és ¢ = 0,5.
- Az 1;—3;9; —27; 81; —273; ... sorozatban barmely tagbdl gy kapjuk meg a kévetkez6t, hogy (—3)-mal szorzunk. Ez egy
meértani sorozat, melynek kvdciense: g = —3.

FELADAT

HAZI FELADAT

Tovabbi érdekességeket olvashatsz a 30. lecke utan talalhaté Raadasban.



KIDOLGOZOTT FELADAT

A vilag gabonatermelésérél tudjuk, hogy 1960 és
2010 kozott évente atlagosan koriilbeliil 27 millio
tonnaval novekedett. 1960-ban a termelés koriilbeliil

824 milli4 tonna volt.

A vilag gabonatermelése (milli6 tonna)
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Ezt a folyamatot modellezhetjiik egy olyan szamtani

sorozattal, amelynek elsé tagja az 1960-as gabonater-

més millié tonnaban mérve, azaz a, = 824, a sorozat

tovabbi tagjai pedig a kovetkez6 évek termésmennyi-

ségei (ugyancsak milli6 tonndban).

a) Irjuk fel a sorozat elsé ot tagjat!

b) Milyen rekurziv képlet segitségével szamithato ki
egy bizonyos év termésmennyiségébdl a kovetke-
26 évi (azaz a sorozat kovetkezd tagja)?

¢) Adjunk meg olyan altalanos képletet, amellyel
megbecsiilhet6 a sorozat n-edik tagja, azaz a vilag
gabonatermése 1960 utan (n — 1) évvel!

d) Adjunk becslést a modell alapjan a 2012-es ter-
més mennyiségére!

Megoldds

a) a, = 824; a, = 824 + 27 = 851; a, = 851 + 27 = 878;
a,= 878 + 27 = 905; a, = 905 + 27 = 932.

b) a,,,=a,+27

c) Az elsé taghoz mindig tjra és Gjra 27-et adunk hozza:
a,=824+27+27+...+27=824+(n—1)-27=
=824+n-27—-27=797+27n.

d) 52 évvel 1960 utan a 2012-es termést a sorozat 53. tagja

adja meg:
a5, =797 +27- 53 =797 + 1431 = 2228 (milli6 tonna).

Ha (a,) szamtani sorozat, melynek elsé tagja a, és differencidja d, akkor

a,=a, +d

a,=a,+d=a, +2d;...
a,=a, +(n—1)d.

azaz minden n € N™ esetén

FELADAT




KIDOLGOZOTT FELADAT

25 Tibor janudr elsejétdl kezdve minden honapban 100 forinttal tobbet tesz
be a perselyébe, mint az el6z6 honapban. Tudjuk, hogy az aprilis—jinius
hénapokban betett 6sszeg 2100 forint. Mennyi pénzt tett Tibor a per-
selybe januarban?

1. megoldds: Itt egy szamtani sorozatrdl van szo, legyen ez (c,). A januarban
megtakaritott 6sszeg c,, a sorozat differencidja 100, és ¢, + ¢; + ¢, = 2100. Ezt
az Osszeget felirom az elsd tag és a differencia segitségével:

(¢, + 300) + (c, + 400) + (c, + 500) = 2100.

3¢, + 1200 = 21005 3¢, = 2100 - 1200 = 900; ¢, =900 : 3 =300.
Tehat Tibor janudrban 300 forintot tett a perselybe.

2. megoldds: Tibor juniusban 100 forinttal tobbet, dprilisban pedig 100 forint-
tal kevesebbet tett a perselybe, mint amennyit majusban. Ha a méjusban betett
pénzt c-vel jeloljiik, akkor az aprilisi (c — 100), a juniusi (¢ + 100). Ezek sszege:
(¢ —100) + c+ (c + 100) = 3¢c.

3¢ =2100; ezért c = 700.

Mijusban 700 Ft-ot tett be Tibor, januarban 400 Ft-tal kevesebbet, azaz 300 Ft-ot.

FELADAT

HAZI FELADAT

Tovabbi érdekességeket olvashatsz a 30. lecke utan talalhaté Raadasban.
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BEVEZETO

- Hogyan lehet a legegyszer(ibben megfogni egy oroszlant?
-

- No, hat agy, hogy fogunk kettét, és elengediink egyet.

Mi kéze ennek a régi viccnek a szamtani sorozatokhoz? Sokat segit ez a gondolat akkor, ha

egy szamtani sorozat tagjainak 0sszegét keressiik.

Egy tér egyik részét 50 sorban diszkével boritottak.
Az els6 sorba 26 diszkovet tettek, és minden kovet-
kezd sorba 2-vel tobbet, mint az el6z6 sorba. Hany
diszké van a téren?

Megoldds

A sorokban a diszkovek szama: 26; 28; 30; 32; ... . Az utol-
$0, 50. sorban pedig 26 + 49 - 2 = 124 diszké van.
Gondolatban egészitsiik ki mindegyik sort: az elsé sort
annyi diszkével, amennyi az utols6 sorban van, a masodik
sort annyival, amennyi az utolsé el6tti sorban van, és igy
tovabb. Mennyi diszk lesz igy a sorokban? 26 + 124 = 150;
28 +122 =150; 30 + 120 = 150. Minden sorban 150 diszké
lesz. Ez 6sszesen 50 - 150 = 7500 darab.

De ekkor kétszer szamoltunk minden diszkovet.

o . . a tanitdja, errdl szol a kovetkezd torténet. Ebben az id6-
A diszkovek szama tehat ennek a fele:

(26 + 124)- 50 ben egy tanité parhuzamosan foglalkozott a kiilonb6z6

2 = 3750. koru didkokkal. Gauss és tarsai azt a feladatot kaptdk, hogy
adjak Ossze a szamokat 1-t6l 40-ig. A tanité arra gondolt,
;‘ zz; 222 1122‘; Z:ZZZE ig hogy amig ezen dolgoznak, 6 foglalkozhat a tobbi csoport-
3: wor [ED 0 ssszesen 150 tal. De a kis Gauss mar jelentkezett is az eredménnyel: 820.
; : Figyeljiik meg Gauss gondolatmenetét!
| | 1+40=41
! ; 2+39=41
50. sor 124 Osszesen 150 3438 =41
Figyeljiik meg, hogyan oldott meg Gauss kisgyermek 20+21=41
kordban egy, a szamtani sorozatokhoz kapcsol6dé Vagyis a kiszamitando osszeg 41-nek a 20-szorosa, azaz 820.
feladatot! A tagok 0sszegét megkapjuk, ha az elsd és az utolso tag 6sz-

szegét megszorozzuk a tagok szamanak felével. Paros sok
Carl Friedrich Gauss német matematikus és természettu- tag esetén ez konnyen észrevehetd, de pdratlan szdmu tag
dos 1777-t81 1855-ig élt. Mar gyermekkoréban felfigyelt ra esetén is teljestl.

SOROZATOK



FELADAT

Barmely szamtani sorozat elsé néhany tagjanak az 6sszegét megkapjuk, ha
- az elsd és az utolso tag Gsszegét megszorozzuk a tagok szamaval, és ezt a szorzatot elosztjuk 2-vel, vagy ha
- az elsd és az utolso tag szamtani kozepét megszorozzuk a tagok szamaval.

a,+a)n a
Ha (a,) szamtani sorozat, és S, = a, + a, + ... + a,, akkor §, = % vagy masképp S, = % n
. . e L 2a,+ (n—1)d
Az elsé tag és a differencia segitségével ez igy irhato: S, = % n

FELADAT

HAZI FELADAT




RAADAS

Erdekességek

n Egy 800 éves feladat:

Hény nyul szarmazik egy év alatt egy par nyudltdl, ha mind-
egyik par két honapos koratol kezdve havonta egy 4j part hoz
vilagra, és kozben egyetlen nyul sem pusztul el?

Megoldas

Tegytik fel, hogy janudrban sziiletik az elsé6 megfigyelt nyulpar. Ek-
kor 6k februarban még nem szaporodnak, de a kévetkezé honapok
mindegyikében szarmazik t6liik egy uj nyulpar. Tehat februarban
1 nyulpér, mérciusban azonban mar 2 par van. Aprilisban 1 pdr szii-
letik a januari nyulaktol, és megvan még a marciusi 2 par.

Jeloljiik f,-nel az n-edik hénapban él6 nyulparok szamat. Ekkor
afentiek szerint f=f=1; f=2; f=1+2=3.

Mely nyulak szaporodnak majusban? Azok, amelyek legalabb 2 hénaposak, vagyis azok, amelyek mar éltek marciusban.
Ilyen par 2 van. Tehat majusban él a 2 Gjsziilott par és még a 3 aprilisi par: f=f+f=2+3 =5.

janudr

februér

marcius

aprilis

Tovabb hasonléan haladva azt tapasztaljuk, hogy minden hénapban annyi nyulpar él, amennyi az el6z6 két honapban élt
parok dsszege. Igy f=f+f£=3+5=8; f=f+f =5+ 8 =13. A sorozatot folytatva azt kapjuk, hogy f = 21; f = 34;
Jo="55; fi, =89 f, =144, gy f, =f, +f, = 233.

Tehat megfigyelésiink kezdete utan egy évvel 233 par nyul élt, az eredetin kiviil még 232 par, vagyis 464 nyul. Ennyi szar-
mazott az eredeti partol.

Ez az érdekes probléma Leonardo pisai (olvasd: pizai) keresked6ének a nevéhez fizédik, aki apja, Bonacci utan a Fibonacci
nevet kapta. O 1200 koriil élt, a matematikénak igen sok teriiletével foglalkozott eredményesen. Réla nevezik az itt szerepld
sorozatot Fibonacci-sorozatnak. A sorozat pontos meghatarozasa: f=f=1; f=f_,+f_,,han
> 2.

Megjegyzés
A Fibonacci-sorozat els6 néhany tagja mar kétszer is szerepelt konyviinkben. A 25. lecke példaja-
ban ez volt Donci jatékanak eredménye, és a 4. hazi feladat is erre a sorozatra vezetett.

Leonardo Fibonacci (kb. 1170 - kb. 1250) itdliai matematikus

SOROZATOK



n Szamtani sorozat és szamtani kozép

Minden szamtani sorozatra igaz:

- 3, 5,7 vagy mds paratlan szamu egymast kovetd tag szamtani kozepe a kozépso tag;
- minden tag (a masodiktol kezdve) az 6t kozrefogd két tag szamtani kozepe;

- minden tag a t6le szimmetrikusan elhelyezked6 két tag szamtani kozepe.

Példdul
ha egy (a,) szdmtani sorozatban a,, = 8 és a,, = 20, 3+7+11+15+19
]
akkor a,, = 820 _ 4 % \
ha egy (b,) szamtani sorozatban b, = 3 és b, = —11, 3 7 11 15 19
34+ (-11 \ /
akkorb7=¥=—4. 7+15
2 p
Ellendrizd a 29. lecke 4. feladatdban: b, éppen a b, és a b, szamtani ko- N
zepe! 2

EMELT SZINT

“ Bizonyitsuk be a szdmtani sorozat els6 n tagjanak 6sszegérél szol6 tételt! S, = % :

Bizonyitds:

[rjuk fel az elsé n tag Osszegét kétféle sorrendben!

S,=a,ta,+a,*+...+a,_,+a,_ +a,

S,=a,ta, +a, ,+..+ta,+a,+aq

Adjuk Ossze a két sort!

2S,=(a,+a,)+@,+a, )+(a+a, ,)+..+(a,_ +a,)+(a,+a)

Ebben a kifejezésben n darab zardjeles tag van, és egy zarojeles tag dltalanos felirasa a kovetkezd: (a, + a, ., _,).

n—1

[rjuk fel ezt az els6 tag és a differencia segitségével, majd hasznaljuk ki, hogy az n-edik tag miként irhato fel az els§ tag
és a differencia segitségével!

(a,+a, ,_)=a,+k-1d+a+n+1—k—1)d=a,+a,+(n—1)d=a, +a,

Ezt helyettesitsiik be minden zardjeles tag helyére: 25, = (a, + a,) n

EbbSL: S, = %

n Figyeld meg a dinnyepiramist!...

A rajzon lathaté piramis ,négyzet alakd”, és 11 szintje van.

a) Hany dinnye van az egyes szinteken? Sorold fel a szamokat!

b) Hany dinnye van a feliilr6l szamitott k-adik szinten (haa k a
12-nél kisebb pozitiv egész szam)? Add meg képlettel!

c) Hany dinnye van az alulrél szamitott m-edik szinten (ha az m
a 12-nél kisebb pozitiv egész szam)? Add meg képlettel!

d) Osszesen hany dinnye lehet a kupacban, és ezek koziil
hany nem lathat6?

e) Adj valamilyen elfogadhat6 alsé és felsé becslést a
dinnyekupac tomegére! Indokold a becslésedet szami-
tasokkal! (A dinnye stirtisége kozel annyi, mint a vizé.)

f) Bence azt allitja, hogy ha a felilrél szamitott elsé n szinten taldlhaté dinnyék szamdt Osszeadod, akkor

n(n+1)2n+1)
6
g) Mennyi lehet az 17 + 2% + 3%+ ... + 257 dsszeg?

-ot kapsz eredménytil. Ellendrizd, igaza van-e Bencének!



A tobb évre kotott biztositasok esetében figyelembe kell venni, hogy az évek muldsaval a pénz értéke romolhat, az arak

emelkedhetnek. Egy lakasbiztositas esetében példdul a 8-10 évvel korabban megallapitott kifizetési értékek ma mar kevésnek
bizonyulhatnak egy kiresemény bekovetkeztekor. A biztositok kozott ezért bevett gyakorlat az értékkovetd biztositasi dij
megallapitasa, az ,indexdlas” Ez azt jelenti, hogy a biztositas éves dijat minden biztositasi évforduld alkalmaval bizonyos
mértékben - altalaban a hivatalosan megéllapitott inflicié mértékével — megemelik. Ez biztositja azt, hogy kar esetén az
aktualis piaci értéknek megfelel6 kartéritést tudjanak fizetni.

KIDOLGOZOTT FELADAT

A csaldd uj lakasbiztositast szeretne kétni, amelynek Megoldds

az éves dija most az els6 évben 24 000 Ft lenne. Utd- a) Tudjuk, hogy az elsd éves dij a, = 24 000 forint, és hogy

nanéztek, hogy hogyan alakult az inflicié mértéke az az 5%-os novekedés azt jelenti, hogy ezt 1,05-dal kell

utdbbi években, és ugy talaltak, hogy az atlagosan évi szorozni. Igy tehat a, = a, - 1,05 = 25 200 (Ft);

5% volt, tehat varhatdan koriilbeliil ekkora aranyban a, = a,- 1,05 =26 460 (Ft); a, = a,- 1,05 = 27 783 (Ft).

novekszik majd a biztositas dija is minden évben. b) a,,,=a, 1,05.

a) Irjuk fel, hogy varhatéan hdny forintot fizetnek ¢) Az elsé tagot mindig ujra és Gjra 1,05-dal szorozzuk:
biztositasra a masodik, harmadik és negyedik a,=24000-1,05-1,05...-1,05 = 24 000 - 1,05" .
évben! d) A 10. évben a dij:

b) Milyen rekurziv képlet segitségével szdmithaté ki a,, = 24 000-1,05""" = 24 000 - 1,05’ ~ 37 230
egy adott évi dijbdl a kovetkezd évre vonatkozo dij? forint.

¢) Adjunk meg olyan dltaldnos képletet, amellyel
megbecsiilhetd az éves dijak sorozatanak n-edik
tagja, azaz a biztositasi dij a megkotés utani
n-edik évre!

d) Szamitsuk ki, hogy ha az inflacié hosszt tavon is

évente 5% koril alakul, varhatéan mennyit kell
majd fizetni a biztositdsért a 10. évben!

Ha (a,) szamtani sorozat, melynek els tagja a, és kvociense g, (a,, g # 0), akkor

=0,
a,=a,-q=a,-q; ...
azaz minden n € N" esetén a,=a,-q"""

FELADAT




KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy mértani sorozat negyedik tagja 10, hatodik tagja
32,4. Szamitsuk ki a sorozat 6todik tagjat, ha

a) ez a tag pozitiv;
b) ez a tag negativ!

Megoldds

A szokdsos jelolésekkel: a, = 10; a, = 10g és a, = 104", tehat
2 32,4 _

=" = 3,24.

a) g > 0,ezért q=+3,24 = 1,8, tehat
a;=10-1,8 =18.

FELADAT

HAZI FELADAT

b) ¢q<0,ezért q=—+3,24 =—1,8, tehdt
a,=10(—1,8) = —18.

Megjegyzés

Az a) esetben igaz, hogy 18 = /10 - 32,4, tehat

a;=+/a, ag.

Az otodik tag a két szomszédos tag mértani kozepével
egyenld.

A b) esetben az a’ = a,-a, Osszefiiggés igaz, de ebbdl

a; =—4/ a, a; kovetkezik.

Tovabbi érdekességeket olvashatsz a 33. lecke utan talalhaté Raadasban.




KIDOLGOZOTT FELADAT

“\ ’
L
»
b

Egy 10 éves lakasbiztositas elsé éves dija 24 ezer Ft. Az éves dij minden évben 5%-kal nd, tehat az el6z6 éves dij 105%-a.
A 10 év alatt 6sszesen mekkora 6sszeget kell fizetni a biztositdsért?

Megoldds

A 10 alkalommal fizetendé dij 6sszesen

S =24+ 241,05+ 24-1,05* + ... + 24-1,05° + 24 - 1,05” (ezer forint).

Ehhez nagyon hasonlé 6sszeget kapunk, ha megszorozzuk 1,05-dal:

1,05-S,, = 241,05+ 241,05+ ... + 24 -1,05° + 24 1,05" + 24 - 1,05'° (ezer forint).

Vonjuk ki az alsé 6sszegb6l a felsé Gsszeget!

1,05-S,,= 24-1,05+24- 1,05+ ... + 24 - 1,05° + 24 - 1,05’ + 24 - 1,05"
Sio=24+24-1,05+24-1,05+ ... + 24 - 1,05° + 24 - 1,05

1,05-S,,— S,, =24 1,05 — 24
0,05-S,,=24-(1,05"—1)

24-(1,05"° - 1)
0,05

10 év alatt tehat Gsszesen kortilbeliil 302 ezer forintba keriil a lakds értékkoveté biztositasa.

S = ~ 302 (ezer forint)

Altalanosan is igaz, hogy ha egy mértani sorozat elsé tagja a,, hanyadosa pedig g, akkor a sorozat elsé n szdmu tagjénak
a-(q"-1)
-1 hag#1.

Ha g = 1, akkor a mértani sorozat minden tagja a,-gyel egyenld, ezért ekkor S, = n - a,.

Osszege: S, =

FELADAT




HAZI FELADAT

Tovabbi érdekességeket olvashatsz a 33. lecke utan talalhaté Raadasban.




1. hénap végén
2. hénap végén

3. hénap végén

4. hénap végén

5. honap végén

6. hénap végén

Tartozés (ezer Ft)
100 - 1,025 — x
100 - 1,025* — x- 1,025 — x
100 - 1,025° — x - 1,025” — x - 1,025 — x

Tartozas ,,masképpen” (ezer Ft)
102,5 —x
105,063 — x (1,025 + 1)
107,689 — x - (1,025> + 1,025 + 1)




HAZI FELADAT

EMELT SZINT

Hajni egy vadonatdj pattands labdét felvitt az elsé emeletre, és kiejtette
az ablakbdl. Teljes megdobbenésére el tudta kapni a visszapattané labdat,
csak 10 cm-rel lejjebb kellett tartania a kezét. Utanagondolt, hogy kb. 4 m
magassagbol ejtette ki, és kiszamolta, hogy az eredeti magassag hanyad
részéig pattan vissza a labda.

Elolvasta a leirast, és kideriilt, hogy a labda mindig az eredeti magassag

ugyanannyiad részéig pattan vissza.

Gsillanak is megtetszett a jaték, és elhataroztak, hogy Hajni a masodik

emeleti ablakbdl kiejti a labdat, Csilla pedig az elsé emeleti ablakban el-

kapja.

a) Hanyat pattanhat a labda, ha Csilla kb. 4 m magassagban kapja el, Haj-
ni pedig 7 m magassagbdl ejti le?

b) Hany méter utat tesz meg, ha Csilla akkor kapja el, amikor utoljara
emelkedik 4 m f61é?

N
‘Y

Arany ur ajandékba kapott 2 liter 55 fokos hdzi palinkat. (Egy szeszes ital annyi fokos, ahdny szdzalék benne a tiszta

alkohol.) Mivel 6k nem fogyasztanak pélinkat, elhataroztak, elviszik Vili papanak, aki a kozelgé névnapjara sok ven-

déget var. Megbeszélte a csalad, hogy az 55 fokos palinka tul erds, egy részét majd vizzel potoljak. Kiszamitottak, hogy

ha 2 dl, vagyis 10% palinkat vesznek ki és potoljak vizzel, akkor a toménység 0,9 - 55 = 49,5 fok lesz. Még ez is tul erds!

Magdi néni ugy dontott, hogy 3 dl-t pétoljanak vizzel.

a) Hany fokos lett a palinka, amikor Magdi néni kivett bel6le 3 dl-t, és vizet 6ntott a helyébe?

b) Hény fokos lett végiil a palinka, ha Arany ur, valamint 2 fia is tovabb higitottak ugyanigy a palinkat: kivettek bel6le
3 dl-t, és pétoltak vizzel?

c) A négyszer felhigitott palinkahoz végiil hozzaontotték a kivett 1,2 1-t. Ez a keverék tulajdonképpen az eredeti 2 liter
55 fokos palinkabdl és 1,2 1 vizbdl 4llt. Ez hany fokos lett?



Ha az (a,) mértani sorozat tagjai pozitivak, akkor a sorozat barmelyik tagja (a masodik tagtél kezdédéen) az 6t kozre-
fogo két tag mértani kozepével egyenld (errdl a tulajdonsagrol kapta a nevét a sorozat).
Némi algebrai ismeret birtokdban ez konnyen belathato.
Gy
P
Egyszer(sités utdn: a’ = a, ,-a,,,. Mivel a, > 0, ezért a, = /a, ,-a,,,,ami az llitdsunkat igazolja.

a
4 — . A _ n+l 4 . — .
Ha a sorozat hanyadosa g, akkor a, = a, ,-q és a, = —*,tehata,-a,=a, , q

Megjegyzés

2 _ . .. . . . . .
Aza; =a, | a,, Osszefliggés minden mértani sorozatra igaz.

//\m\
.

3 12 24 48

e

V6 -24

V348

A szamitogépen futd téblazatkezelé programok hasznalata két pon-

ton igen erdsen kapcsolddik a sorozatokhoz. Az egyik a sorozat 4 e 3 . 1: fm (](](]l : 1
megadasa képlettel vagy rekurzidval, a masik a sorozat tagjainak 6sz- 2 | 6 1 90 000 -2
szegzése. A tablazatkezelSben mar alapszint(i ismeretek birtokdban 2 | i 2 1.5 =
is mindketté nagyon egyszertien megvalosithat6. A rekurziv uton : | A 11 FLie =
5 43 3 65 610 -4
megadott sorozatok tagjai szdmitdgép nélkiil csak hosszadalmas - % al 59049 3
szamolassal adhatok meg, a tablazatkezel programmal azonban 7 ' 192 13" 53 144 1
(a szambkijelzés korlatait figyelembe véve) egyszertien vizsgalhatok. 8 384 21: 473830 -18
Hogyan adhatunk meg egy sorozatot a tablézatkezel6ben rekurzié- 2 | i -l L 5
, 1 1s , . : . , 10 1536 55 38 742 -47
val? Lassunk egy példat egy mértani sorozatra! Irjuk be az A1 celldba 3| i = S g=
a mértani sorozat elsd tagjat, példaul a 3-at! Ha a sorozat hanyado- 45| 6144 144" 31381 123
sa példaul 2, akkor az A2 celldba irjuk azt, hogy ’
4 =A1*2. Ha ezt a celldt ,egérhtzassal” vagy a képlet egyszerti mdsolasaval az A3, A4, ... cellakba ir-
11 \ 3 juk, akkor az A3 cellaban az =A2*2, az A4 cellaban az =A3*2 értéke (tehat 12, illetve 24) jelenik meg.
2 =A172 Vilagos, hogy a sorozat nagyon sok tagjat nagyon gyorsan megjelenithetjiik, majd egyetlen képlettel
3 | _A2:2 ezek Osszegét is kiszamittathatjuk a szamitogéppel.
: ‘:ﬁi*i A Fibonacci-sorozat sok tagjat megjelenithetjilk szamitogéppel. ‘ :
= Az Al és az A2 celldba irjunk 1-et, majd az A3 cellaba irjuk ezt: A A
=A14A2. Ekkor az A3 celldban nyilvan 2 jelenik meg. Haaz A3 1 1 1 ‘ 1
cella képletét masoljuk az A4, A5, ... cellakba, akkor azokban rendre az =A2+A3, 21 2 J -
=A3+A4, ... képletnek megfeleld érték jelenik meg, azaz rendre 3, 5, ... . 3 |FAL+A2 = ‘ 2
A Fibonacci-sorozat tagjainak 6sszegére nem kerestiink képletet (bar 1étezik ilyen), 4 [SAZHA3 a| 3
de szamitogéppel gyorsan allithatjuk el6 akar nagyon sok tag 6sszegét is. 2 [FA3TAd ij 3

SOROZATOK



n Egy klasszikus probléma

Képes-e gyorslabu Akhilleusz utolérni egy teknésbékat?

A Kr. e. 450 koriil tevékenyked6 eleai Zéndn tetszetds logikai érveléssel megprobalta ,,bizonyitani’, hogy nem képes:
»Akhilleusznak elészor el kell jutnia oda, ahonnan a tekndsbéka indult, de ez alatt az id6 alatt az dllat madr elérehaladt.
Mire ott Akhilleusz utolérné, mar ismét tovabbmdszott és igy tovdbb. Itt végtelen sok id6tartam Osszege keletkezik, aminek
nem lehet a végére érni.” (Ez Zéndn egyik paradoxonja; paradoxon = latszolagos ellentmondas.)

AKki el6szor hallja ezt az érvelést, nem biztos, hogy rdjon arra, hogy ennek melyik részlete okozza a latszélagos ellent-
mondast a tapasztalat és a logika kozott. Ez a részlet az, amelyik azt allitja, hogy végtelen sok idétartam sszege nem
lehet véges, azaz végtelen sok pozitiv szam Osszege szitkségképpen végtelen.

Ez az allitas hamis.

Aki megoldotta a 4. feladat d) részét, az pontosan tudja, hogy ha egy szakaszhoz hozzaadjuk a felét, aztan a maradék

félnek a felét, majd Gjra és Gjra a maradék felét, akkor akarhany tagot adunk is 6ssze, az 6sszeg nem éri el a szakasz
4 4 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 s 4
N+ -+ <2 1+ -+t =+ o+ =<2, vabb.
hosszanak a kétszeresét: 1 > s 16 2; 1 2 s t1 2% 2, és igy tovabb

Tehat végtelen sok pozitiv szam ,,0sszege” lehet véges, Zéndn ,,bizonyitasa” nem vezet ellentmondasra!

Megjegyzések
1. Ha egy mértani sorozat elsé tagja az a, pozitiv szam és a hanyadosa (g) az 1-nél
kisebb pozitiv szam, akkor akarhany tagot adunk is dssze az els6 tagtdl kezdve,

al 7 r
szamnal.

az 0sszeg mindig kisebb az

Az is igaz azonban, hogy akar egymilliomodra is megkézelitheti az dsszeg ezt
a szamot, ha elég sok tagot adunk Ossze.

2. Bebizonyithato, hogy ha a pozitiv egész szamok reciprokait rendezziik csokkend
sorozatba, és Osszeadasjeleket frunk a szamok kozé:

1r,1,1,1,1,1 ; »
1+2+3+4+5+6+7+..., akkor ez a ,végtelen sok tagbdl allé 6sszeg

minden pozitiv egész szamnal nagyobb lesz. Ez nagyon meglep6nek tlinik annak

ismeretében, hogy az ugyancsak végtelen sok ,egyre kisebb” tagbol allé sszeg,

1,1, 1,1, 1,1 -né
azl+2+4+8+16+32+64+...nemlehetnagyobb2 nél.

“ A megfizethetetlen jaték

Egy legenda szerint volt Indidban egy kiraly, aki annyira unatkozott, hogy belebetegedett. Udvarabdl az egyik bélcs,

Sessa ebn Daher ekkor kitalalt egy jatékot, a SAKK-ot. A kiraly alig jatszott le egy partit, maris meggyogyult téle. Any-
nyira megoriilt, hogy megkérdezte Sessat:

- Mit kivansz jutalmul?

A bolcs igy valaszolt:

- Tégy a sakktabla elsé kockajara egy buzaszemet, a masodikra kett6t, a harmadikra négyet, és igy tovabb, minden
kockara kétszer annyit, mint az el6tte 1évén volt. Ez legyen a jutalmam!

A sakktéabla els6 kockaira még alig keriil valami. De vajon mekkora lenne Sessa ebn Daher jutalma?
A valaszhoz az 1; 2; 4; 8; ... mértani sor els6 64 tagjanak dsszegét kell meghatdroznunk.
a(q"—1) _1-(2%-1)

_ _ A64
Sy, = iy B B

Ez kozelitdleg 1,84 - 10" db buzaszem.

Egy atlagos btizaszem tomege koriilbeliil 0,04 g.
A jutalom tehdt 1,84 - 10" - 4 - 107 (kg) = 7,36 - 10" (kg). Ez 736 millidrd tonna buza.

A vilag teljes buzatermelése 740 millié tonna koriil volt 2016-ban, ennek ezerszeresét kérte az indiai bolcs. Nem terem

ennyi buza a vilagon.
Még egy érdekes adat: ennyi buzaval kb. 1 cm vastagon beborithatnank az egész foldgolyot.
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CSOPORTVERSENY

Alkossatok 4 fés csoportokat!

I. Oldjatok meg az 1-8. feladatokat, a 8. feladat eredményét irjatok fel a tablara!l Az a csoport nyer, amelyik el3szor irja fel
a jo eredményt. A verseny addig tart, amig mindegyik csoport felirja eredményét a tabldra. Ez alatt az id6 alatt mindegyik
csoport egyszer javithat.

1. feladat

A kapott szamot jeloljétek a K be-
Mennyivel nagyobb az (57 — 4) sorozat hetedik tagja a harmadiknal? apott szamot jeioyeter a £ ve

titvel!

2. feladat
Egy mértani sorozat harmadik tagja is és kvociense is % Hany tagot kell 6sszeadni az Az eredményt jeloljétek
els6tél kezdve, hogy az 6sszeg 3,8-nél nagyobb legyen? az L betiivel!
3. feladat R

. Alns o . , A kapott szdamot jeloljétek M-mel!
Mennyi az 50-nél kisebb 2 jegyt pozitiv egész szamok dsszege?
4. feladat

Egy szamtani sorozat negyedik tagja 31, a hatodik tagja pedig 51. Szamitsd ki a sorozat A kapott szdmot jeloljétek N-nel!
els6 tagjat!

5. feladat

Hany olyan mértani sorozat van, amelynek a negyedik tagja 20 és a hatodik tagja 52
6. feladat

Elhelyeztiink a bankban 80 ezer forintot évi 6%-os kamatra. Hany év alatt né ez az 6sszeg A kapott szdamot jeloljétek Q-val!
80- 1,06" ezer forintra?

7. feladat

Osszeadtuk az a, = 0,08 2"~ sorozat elsd tizendt tagjat. Mennyi az dsszeg legkisebb A kapott szdmot jeléljétek R-rel!

A kapott szamot jeloljétek P-vel!

helyiértéki szamjegye?

8. feladat A kapott szdmot irjdtok fel a tdb-
M

Szamitsatok ki, mennyi az ?xz —(R-Q+3)x—2(L-N+ P)=0 masodfokd egyenlet ldra! Zdrdjelben tiintessétek fel a

pozitiv gyoke! Sfelirds id6pontjt!

I1. Az elsé 3 helyezett csapat mutassa be, milyen egyszer(i modszereket alkalmazott!

SOROZATOK
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Hatarozzuk meg az aldbbi sorozatok hatodik, illetve
tizedik tagjat!
a) a=3n"+n—4 b) b=2"-3

Hényadik tagja az aldbbi sorozatoknak a 172
a) a,=5n— 43; b) b,=3"- 64

3n+2
Tagja-e az a,= 0,51’ — 9, valamint b, = %
sorozatoknak a —9,5?

Egy szamsorozat elsé tagja 3. Adjuk meg a sorozat

elsé hat tagjat, ha tudjuk, hogy a, ., = 3a, — 2, ahol

n+1
n pozitiv egész szam!

Egy szamtani sorozat hetedik tagja 503, harminchar-
madik tagja 399. Hatarozzuk meg a sorozat els6 tag-
jat és differencidjat!

Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak 6sszege 12,
valamint tudjuk, hogy az 6todik tag tizenkett6vel ki-
sebb a nyolcadik tagnal. Melyik ez a sorozat?

A 7 és 35 kozé iktassunk hat szamot gy, hogy a meg-
adott szamokkal egyiitt egy szamtani sorozat nyolc
egymast kovetd tagjat kapjuk!

Egy szamtani sorozat harmadik tagja —17,5. A soro-
zat els nyolc tagjanak sszege kétszer akkora, mint a
kovetkezd nyolc tag 6sszege. Hatdrozzuk meg a soro-
zat elsé tiz tagjanak Osszegét!

Hatarozzuk meg a haromjegyt paratlan szamok 6sz-
szegét!

Egy szamtani sorozat elsé tiz tagjanak Osszege 20;
ezek koziil a paratlan indext tagok 6sszege 5. Melyik
ez a sorozat?

Egy szdmtani sorozat elsé hdrom tagjanak Osszege
21; ugyanezen tagok szorzata 231. Hatdrozzuk meg
a sorozat nyolcadik és kilencedik tagjanak szorzatat!

Hatdrozzuk meg azoknak a négyjegyli szdmoknak
az Osszegét, melyek harommal osztva 2 maradékot
adnak!

'Y

‘Y

Egy szamtani sorozat elsé tagja 8; differencidja 3. Az
els6 tagtol kezdve hanyat adjunk 6ssze, hogy a kapott
Osszeg legalabb 1000 legyen?

a) Iktasson be a 6 és az 1623 kozé két szamot ugy,
hogy azok a megadottakkal egyiitt egy szamtani
sorozat szomszédos tagjai legyenek!

b) Szamitsa ki a 6 és az 1623 kozotti néggyel osztha-
t6 szamok Osszegét!

(2005. mdjus, kozépszint)

Milyen valds k esetén lesz az alabbi hdrom mennyiség
egy szamtani sorozat egymast kovet6 harom tagja?
3k—1; 4k+2; 7—5k

Faronkoket rakunk ,,gulaba” ugy, hogy a legalsé sor-
ban 16 farénk van. A masodik sor faronkot az elsé
sor szomszédos faronkjei kozotti mélyedésekbe he-
lyezziik és igy tovabb. Az utolso6 sorba egy faronk jut.

Hany farénk van az egész halomban?

Golyodkat helyeziink el ,haromszog” alakban ugy,

hogy az elsé sorban egy golyo van, a masodikban ket-
t8, a harmadikban harom és igy tovabb. Hany sorban
tudunk elhelyezni 28 goly6t?

Egy sokszog kertilete 158 cm. Oldalai olyan szamtani
sorozat egymast kovetd elemei, amelynek kiilonbsé-
ge 3 cm. A sokszog leghosszabb oldala 44 cm. Hany
oldalu a sokszog?

SOROZATOK
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Egy derékszogli haromszog oldalai szamtani soroza-
tot alkotnak. A haromszog kertilete 84 cm. Mekkora
a haromszog tertilete, illetve legkisebb szoge?

Adjuk meg az n-dik tagjat az alabbi mértani soroza-
toknak!
6.12 24,

5> 57 57"

5.

a) b) %; ;g,...C) 3;—-9;27; ...

N[O}

Szamitsuk ki annak a mértani sorozatnak a hatodik
elemét, melynek adott az els6 eleme és a hanyadosa
az aldbbiak szerint:

a) a1=6;1 q=10,5

b) == q=4
-9 __1

©a=y 4=y

Szamoljuk ki a mértani sorozat elsé elemét, ha

a) a,=256; q=+4
—4. —_1

b a=gs 4= 73

c) a,=225 q=1,5

Hatarozzuk meg az aldbbi mértani sorozatok hanya-

dosat!

a) a,=4 a; =64
_2 _ 1

b a=75s 4=

c) a1=x/§; a5=%

Hatarozzuk meg az n értékét, ha

a) a,=3; a, = 243; q=3

b) a,=0,6; a,=0,075 g=0,5
— — 1

c) a= o a,=0,1; 9=

160 és 5 kozé iktassunk be négy szamot ugy, hogy egy
mértani sorozat egymas utani elemeit alkossa a hat
szam!

Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak Osszege
168, az ezt kovetd harom tag osszege 21. Hatarozzuk
meg a sorozat els6 hat tagjat!

Egy mértani sorozat elsd eleme 0,5, kvociense -2. Ha-
tarozzuk meg a sorozat els6 hat elemének szorzatat!

Egy mértani sorozat elsé tagja 1, hanyadosa 0,5.
A sorozatnak melyik két szomszédos tagja kozé esik
a 0,000 001?
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Egy szamtani sorozat masodik tagja 5. Ezen sorozat
els6, harmadik és tizenegyedik tagja egy mértani so-
rozat harom egymast kovetd tagja. Hatarozza meg a
mértani sorozat hanyadosat!

Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 52.
Ha a harmadik szamot tizenhattal cs6kkentjiik, egy
szamtani sorozat elsé harom tagjahoz jutunk. Hata-
rozza meg a mértani sorozatot!

Egy szamtani sorozat elsd, masodik, illetve hetedik
tagja egyuttal mértani sorozatot alkot. Tudjuk, hogy
ezen tagok Osszege 93. Hatdrozzuk meg a szdmtani
sorozat elsd hét elemét!

Egy haromszog oldalai olyan mértani sorozatot al-
%. Hatarozzuk meg a

haromszog legnagyobb szogét!

kotnak, melynek hanyadosa

Egy berendezés értéke évente atlagosan 6%-kal csok-
ken. Mennyit ér egy félmillié forintos berendezés
12 év mulva?

Mennyi pénziink lesz abban a bankban 10 év mulva,
melyben 2 millié forintot helyeziink el évi 6%-os ka-
mat mellett?

Evi hany szézalékos 4tlagos novekedés mellett valto-
zik az eredetileg 6800 m’ mérték(i faallomény meny-
nyisége 20 év alatt 12 260 m’-re?

Haény év alatt duplazédik meg a betett pénz abban a
pénzintézetben, melyben a kamat mértéke évi 5%?

Tiz éven keresztiil minden év elején elhelyeziink
a bankban 100 000 forintot. Mennyi pénziink lesz
a tizedik év végén, ha a kamat mértéke 5,5% évente?

Egy autd jelenlegi értéke 4,5 millié forint. Mennyit
ért az aut6 7 évvel ezel6tt, ha tudjuk, hogy az évi
amortizacié (értékromlds) mértéke 4%?

Mennyi annak a hatmillié forintos hitelnek az éven-
kénti torlesztérészlete, melyet tiz éven keresztiil tiz
egyenld részletben szeretnénk visszafizetni, ha a
bank a hitelért 10% kamatot szamol évente?



5 Adatrendezes — statis:

BEVEZETO

Egy kisvéros tlizoltoparancsnoka 6sszesitést készitett, hogy
az el6z6 honapban naponta hany riasztashoz vonultak ki:

A napi riasztasok szama 0 1 2 4 6 14
Hany napon fordultel6? 1 11 6 8 4 1

- 93 eset 31 nap alatt, ez naponta atlagosan harom riasztas
- elemezte a tdblazatot a parancsnok.

- Csak azért, mert volt egy nap, amikor szokatlanul sok
dolgunk akadt! - valaszolta az egyik tarsa. - Valdjdban
jobb a helyzet, hiszen a honap t6bb mint felében maximum
kétszer vonultunk, én inkabb ezt gondolnam tipikusnak.

- Szerintem meg a legjellemzébb esetszam az egy, hiszen
ilyen napbdl volt a legtobb — szolt kozbe egy harmadik.
Kinek van igaza?

Megoldds
Nézziik, hogy mit mondhatunk a 31 adatbdl all6 adatso-
kasagrol!

Egy véges szamsokasag legfGbb statisztikai jellemz6i:

tikai je

A 31 adat kozott 6-féle
szam fordul eld: a 0, az
1,a2,a4,a6¢ésal4d
Ezek gyakorisdga rendre
1,11, 6, 8, 4, illetve 1. - :
Mar tudjuk, hogy egy adatsokasagot (mas széval adathal-

mazt) egyetlen ,legjellemz8bb” szammal leirni tobbféle

médon is lehet. Igy mindharom ttizoltonak igaza lehet.

- A napi riasztasok szamanak dtlaga (szamtani kozepe)
valéban 3, mert a 31 adat Osszege 93. A szamtani koze-
pet azonban most jelentésen noveli az egyetlen kiugroan
nagy adat, a 14 (nélkiile csak koriilbeliil 2,63 lenne a tob-
bi 30 adat atlaga).

- Ha az adatokat nagysag szerint sorba rendezziik, a kiugréan
kicsi és nagy értékek a sor elejére, illetve a végére keriilnek, a
sor kozepén all6 adat (a medidn) pedig éppen a 2 lesz.

- Természetesen az is igaz, hogy a leggyakoribb esetszam
(a modusz) még igy is az 1, mert ennek a gyakorisaga 11.

atlag a szamsokasag elemeinek az 6sszegét elosztjuk az elemek szamaval

modusz a legtobbszor el6fordulé adat; ha tébb ilyen van, akkor a moduszok halmazarol beszéliink

medidn a nagysag szerinti felsorolasban kozépen all6 szam, vagy paros szamu elem esetén a két kozépsé szam
atlaga

terjedelem  alegnagyobb és a legkisebb szam kiilonbsége

Az atlag-, médusz- és medianértékeket szokas a szamsokasag statisztikai kozépértékeinek is nevezni.

FELADAT

Egy varos kozépiskoldjaban 4 évfolyamos

gimndziumi és 3 évfolyamos szakmunkas-
képzds osztalyok vannak. A gimnaziumi
osztalyok bettjele: A, B, C és D, a szakiskolai
osztalyoké E, F és G. Az osztalylétszamokat a
tablazat mutatja:

9. évfolyam 36 36 34 36 25 38 26
10. évfolyam 35 29 30 31 27 33 20
11. évfolyam 30 31 36 33 21 26 12
12. évfolyam 27 29 34 31 = = -

STATISITIKA
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Osztalyzat

Gyakorisag
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Az oszlopdiagramon egy osztily egyik matematikadolgo-

zatanak eredményei lathatok, osztalyzatok szerinti Gssze-

sitésben.

gyakorisag

a

e

b

~

c)

osztélyzat

Foglaljuk tablazatba az egyes érdemjegyek gyakorisagat
és relativ gyakorisagat!

Abrazoljuk kérdiagramon az érdemjegyek relativ gya-
korisagat!

Adjuk meg az osztalyzatokbdl allé adatsokasag terje-
delmét, moduszat, medidnjat és atlagat!

Megoldds

a)

b)

A gyakorisagokat leolvashatjuk a diagramrol. A relativ
gyakorisag az adat gyakorisagdnak és az Gsszes adat
szamanak a hanyadosa. Feladatunkban 20 osztalyzat
szerepel, vagyis az adatok szdma 20.

Osztalyzat 1 2 3 4 5
Gyakorisaga 4 3 6 5 )

Relativ gyakoriséga 24—0 23—0 % % %
Szézalékban 20% 15% 30% 25% 10%

A kordiagramon az adatok relativ gyakorisdga a kozép-
ponti szoggel egyenesen aranyos. Az elégtelen osztaly-

FELADAT

o)

4 { isagahoz —£ . 360° = 72° .
zat 20 relativ gyakorisagahoz 20 360° = 72° nagy
sagu kozépponti szog tartozik, az elégséges 23—0 relativ

gyakorisagahoz ;—0 - 360° = 54° nagysagu kozépponti

sz0g tartozik, és igy tovabb, rendre 108°, 90°, illetve 36°
a tovabbi osztalyzatokhoz tartozoé kozépponti szog.

elégséges

égtelen

108°
w jeles

kozepes

Megjegyzés

A koérdiagram ugyanilyen lenne, ha nem a relativ gya-
korisagokhoz, hanem a gyakorisdgokhoz készitettiik
volna, hiszen a gyakorisagok és a relativ gyakorisagok
egyenesen aranyosak (mindegyik gyakorisag 20-szoro-
sa a megfeleld relativ gyakorisagnak).

A 20 adat terjedelme 5 — 1 = 4, mddusza a 3.

Mivel a nagysag szerint rendezett adatok soraban kozé-

pen a 10. és 11. helyen is 3 4ll, ezért a medidn is 3.

Az adatok atlagat sulyozott szamtani kozéppel is kisza-

mithatjuk:

4143246 3+54425_58 _,4
4+3+6+5+2 20

.E i Diagramok elkészitéséhez jol hasznalhatok a szami-

Sz0g

Evfolyam
Koézépponti

togépes programok.

8. 9. 10. 11. 12.

72°  65° 56° 50° 69° 48°
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Foglalkoztatottak

Legmagasabb iskolai végzettség ~ szdma (ezer £6)
2001 2014

Altalanos iskola 753 446
Kozépfoku szakmai végzettség 1063 1161
Erettségi 1199 1389
Féiskola, egyetem 675 1094
Osszes munkavallalo 3690 4090
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Mibdl allt 6ssze a cigaretta dra 2004. janudr 1-jén?

Adonem, egyéb koltség %
Eléallitasi koltség + kereskedelmi arrés 28,3
Afa 20
Jovedéki add 28,7
Ertékardnyos ad6 (ad valorem adé) 23
Osszesen 100,0

Abrazoljuk sdvdiagramon a cigaretta aranak dsszetevéit!

Megoldds

A sdvdiagram azokban az esetekben ad szemléletes képet,
amelyekben az adathalmaz adatainak relativ gyakorisagat
vagy valamely Osszetett rendszer alkotorészeinek részese-
dését (megoszlasat) akarjuk szemléltetni. Most az utobbi
esetrdl van szo.

A savdiagram ugy keletkezik, hogy egy téglalapot az egyik
oldalaval parhuzamos egyenesekkel kisebb téglalapokra
bontunk. Az egyes téglalapok teriilete aranyos a szemlélte-
tett relativ gyakorisagokkal és a nekik megfelel$ szazalék-
labakkal. A feladatunkban a cigaretta dranak 4 6sszetevéje

FELADAT

van, ezért az abrdn egy 4 részre osztott téglalapot latha-
tunk. Maga a nagy téglalap szemlélteti a teljes arat, vagyis
a 100%-ot.

eléallitasi koltség , jovedéki értékaranyos
A ifa . )
és arrés add add
28,3% 20% 28,7% 23%
0% 50% 100%

Megijegyzések

- A savdiagram és a kordiagram készitése azonos elv alap-
jan torténik, hiszen a kordiagramnal a korcikkek tertilete
aranyos az abrazolt mennyiséggel.

— A fenti tdbldzat alapjan sokan azt hiszik, sét hirdetik,
hogy az allamnak igen nagy haszna van a dohdnytermé-
kek forgalmazdsabol. Ez azonban téves elképzelés, amint
az tobb, a dohanyipartol fiiggetlen kutat6é tarsadalmi
koltség vizsgalatabol kideriilt. Ugyanis a dohdnyzas koz-
vetlen és kozvetett koltségei messze meghaladjak az al-
lami koltségvetésnek azokat a bevételeit, amelyek a do-
hényszektortdl vagy mds, a szektorral kapcsolatban allo
vallalkozasoktdl szarmaznak. Kiilondsen nagy Osszeget
kell koltenie az egészségligynek és a maganszemélyeknek

Lo

is a dohdnyzdas miatt fellépé stlyos betegségek kezelésére.




Ev  Inflaci6 %-ban Ev  Inflici6 %-ban Ev  Inflici6 %-ban
1998 14,3 2003 4,7 2008 6,1
1999 10,0 2004 6,8 2009 4,2
2000 9,8 2005 3,6 2010 4,9
2001 9,2 2006 3,9 2011 3,9
2002 5,3 2007 8,0 2012 5,7

HAZI FELADAT

RAADAS

2013-ban valtoztak a cigarettara vonatkozo arrések és adok. Az addig szokdsos 4-5%-os arrés helyett a kiskereskedelmi arrés
egységesen 10%-os lett. Egy 19 szalat tartalmazé doboz esetén a tételes jovedéki ado 238 Ft, ez nem fiigg a cigaretta aratol.
A jovedéki adé masik része, az értékaranyos add (értékadd) azonban igen, ez a kiskereskedelmi ar 31%-a. A cigarettat a
szokasos 27%-os afa is terheli. A nagykereskedés bevétele dobozonként koriilbeliil 100 Ft.

a) Mindezeket figyelembe véve mennyibe kell keriilnie egy doboz cigarettanak?

b) Készits savdiagramot a cigaretta aranak 9sszetevéirdl a 2013-as szabalyozast kovetSen!

c) Vajon vasarolhatunk-e a jelenlegi szabalyozas mellett 740 Ft-ért cigarettat?
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‘5 Két izzdgyar versenyez a vevokért. Mindkét gyar terméke olyan izz6, amely a gyarto szerint atlagosan 1000 6ran ke-

resztill vildgit. Ezt az dllitasat mindkét gyar ezer-ezer izz6 élettartamanak megvizsgaldsaval tdmasztja ald. A mindség-
ellendrzés soran a megvizsgalt izzok élettartamat 10 drara kerekitették és tdblazatba foglaltak.

Elettartam (6ra) 800 820 850 880 910 980 990 1000 1010 1030 1050 1070 1100 1400 1570
1. gyar izzéinak szama 5 10 8§ 12 24 75 130 190 333 120 70 14 8 0 1
2. gyar izzéinak szama 10 29 46 48 59 98 107 153 192 112 45 41 26 19 15

a) Elemezziik mindkét adathalmazt a terjedelem, modusz, median és atlag segitségével!
b) Hogyan vélekediink a gyarak termékeirél, melyik gyar igéretét tartjuk megbizhatébbnak?

Megoldds

a) Téablazatba foglalva attekinthet6bbek az egyes jellemzdk: et | Wt | b | Ak
1. gyar 770 1010 1010 1002
2. gyar 770 1010 1000 1001

b) Hanem latnank az 1000-1000 mérés eredményét, akkor pusztan a statisztikai jellemz6k alapjan azt gondolhatnank, hogy
a két gyar termékei kozott nincs 1ényeges mindségi kiilonbség. Abrazoljuk oszlopdiagramon a mért gyakorisdgokat!
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Azonnal szembe6tld kiilonbség mutatkozik a két gyar termékei kozott. Az elsé diagram azt mutatja, hogy az 1. gyarban
az izzok tobb mint 80%-anak valoban 1000 érdhoz kozeli volt az élettartama (980 és 1050 ora kozott). Vizudlisan ez
ugy jelenik meg a diagramon, hogy a ,,jelentds magassagt” oszlopok egy viszonylag sziik (mintegy 70 6ra ,,szélességii”)
tartomanyban vannak.



A 2. gyar esetében a diagram ,,széttertil”. Ha itt is ki akarunk jel6lni a vizszintes tengelyen egy olyan szakaszt, amelyikben
az adatoknak mondjuk a 80%-a megtalalhato, akkor ehhez mar egy legalabb 160 dra szélességti tartomanyra van sziik-
séglink (példaul 910 és 1070 dra kozott).

A gyakorlat szamara ez igen jelentds informaci6 az 1000 adatbol 4ll6 adathalmazra nézve. Az 1. gyar igéretét megbizha-
tobbnak gondoljuk, a legtobb esetben valéban 1000 érahoz kozel lesz a téliik vasarolt izzok élettartama.

A 2. gyar esetében azt mondjuk, hogy az 1000 adatnak nagy a szérdédasa az atlag (az 1000 éra) koriil. Emiatt a 2. gyar
termékei kevésbé megbizhatok, elég nagy valdszintséggel lehetnek nagy eltérések is a reklamban meghirdetett 1000 6ras
élettartamhoz képest. A mindennapok soran erre egyszertien annyit mondunk, hogy az 1000 ¢ra atlag nem megbizhaté

informdcié a 2. gyar esetében.

A sok, olykor akar tobb tizezer adatot tartalmazé adatsokasagot nem jellemzi megfeleléen az eddig megismert néhany
statisztikai mutatd (terjedelem, médusz, median és atlag). Ha az adatokat magukat nem ismerjiik, akkor az adatok ,,szét-
szortsagara” vonatkozdan is tajékoztatast kell adnunk. Az eddigi statisztikai jellemz6khoz ezért hozzavessziik az adathal-
maz szorodasara jellemz6 ,,mutatdkat” is.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy Uj kavékeverék piaci megjelenését megelézGen kdstoloval egybekotott termékbemutatdt tartottak. Két csoport
véleményét kérték ki ugy, hogy a terméket az 1-t6l 10-ig terjedd skdlan mindenkinek egy-egy egész szammal kellett
értékelnie. Mindkét csoport 1étszama 20 {6 volt. A csoportok értékelése az aldbbi tablazatokban lathato.

Pontszdm 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Gyakorisagaz 1.csoportban 0 0 1 0 6 8 2 2 1 0
Gyakorisaga2.csoportban 0 8 0 2 0 1 0 O 0 9

a) Mekkora az adott pontok atlaga az egyes csoportokban?
b) Jellemezziik az adott pontok szérodasat az egyes csoportokban a kovetkezéképpen:
- el6szor szamoljuk ki az adatok atlagat,
- ezutdn minden egyes adat esetén jegyezziik fel azt, hogy az adat mekkora tavolsagra van az atlagtol,
- végiil szamitsuk ki az adatok atlagtol vald tavolsaganak az atlagat is!
Melyik csoportban nagyobb az igy megadott szérédasi mutatd?

Megoldds
a) Az 1. csoport atlaga: 3:1+56+6:8+7:24+82+9'1_ 120 _ ¢
20 20
(. 2:8+4-24+6-1+10-9 _ 120 _
a 2. csoporté: 20 =0 6.

A két csoportban az atlag megegyezik, mindkettd 6.
b) Foglaljuk tablazatba az atlagtol valé tavolsagokat!

Tavolsag az atlagtol 0 1 2 3 4
Gyakorisdgaaz 1. csoportban 8 8 2 2 0
Gyakorisdgaa 2. csoportban 1 0 2 0 17

0-8+1-8+2:24+3:2 _18 _ g

20 20 7
0-1+2:2+3-0+4-17 _ 72 _ 54

20 20 e
Tehat a masodik csoportban (lényegesen) nagyobb az atlagtdl valo eltérések atlaga.

A tavolsagok atlaga az 1. csoportban:

a 2. csoportban:



FELADAT

Adatok

Gyakorisdga az 1. adathalmazban
Gyakorisaga a 2. adathalmazban

FELADAT

Darabszam Gyakorisag

995-nél kevesebb 0
995 9
996 11
997 12
998 12
999 13
1000 14
1001 10
1002

1003

1004

1004-nél t5bb

RAADAS

Néhany egyszert példat lathatsz arra, hogy mennyire kevés informaciot hordoz egy adathalmazrol az adathalmaz
atlaga. Ez egyben azt is indokolja, hogy ha egy adathalmaz egyes adatait nem ismerjiik (példaul tobb ezer adatrél van

sz0), akkor feltétleniil sziikségiink van olyan jellemzére, amelyik az adatok szérddasara nézve ad tajékoztatast.
Egy iskola tobb osztalydban is megirattak ugyanazt az évfolyamdolgozatot. A dolgozat 12 kérdésbél dllt, a helyes vélasz
minden kérdésre egy pontot ért. Az aldbbi grafikonok néhany osztaly eredményeit szemléltetik:



N
Y

38.

Ebben az osztalyban az elért pontszamok atlaga 7 (egyben ugyanez a pont-
szamok modusza és medianja is), mig az ettdl valo atlagos eltérés igen kicsi,
mindossze koriilbeliil 0,81.

Azaz elmondhatjuk, hogy - ahogyan az a grafikonrol is latszik — a pontsza-
mok donté tobbsége a 7+0,81 (azaz kb. a 6-8) tartomanyba esik. Ebben az
osztalyban a tanulok felkésziiltségében nem mutatkozott nagy eltérés.

Egy masik osztélyban az eredmények mar kozel sem ennyire egységesek.
Bar az atlag itt is 7, az ettdl val6 atlagos eltérés azonban koriilbelil 1,95.
Ez azt jelenti, hogy az adatok tobbsége most mar — a grafikonnal megint
csak egyezGen — a 711,95 (nagyjabol 5-9) tartomanyban taldlhat6. Ebben
az osztalyban a tanuldk dltal elért pontszamok jobban ,,sz6rnak’, feltételez-
het8en azért, mert a tanuldk felkésziiltségében is hasonld eltérések vannak.

A harmadik osztalyban megint mésféle eredmények sziilettek: a tanuldk
eredményei két jol elkiilontlé csoportra oszlanak. Bar az atlag ebben az
osztalyban is 7, valdjaban egyetlen tanul6 sem ért el ennyi pontot. Az at-
lagtdl valo atlagos eltérés itt a legnagyobb: 3,78, ami azt jelenti, hogy az
adatok tobbsége most a 7+3,78 (3-11) tartomanyba esik (hiszen mindkét
csoportban sok, az atlagtdl jelentésen eltéré tanul6 van).

Egy szamitdgépes szimulacioban szdz pontszeri részecske mozgasat vizs-
galtak (kinetikus gazelmélet). A részecskék sebességeinek eloszlasat egy
pillanatban az alabbi grafikon abrazolja. A részecskék sebességei folytonos
eloszlasuak, tehat tetszéleges értéket felvehetnek, ezért a részecskéket a se-

bességeik szerint osztalyokba soroltdk. Minden osztaly 40 % szélességi.
Eszerint az els6 osztélyba sorolt részecskék sebessége 0 % és 40 % ko-
z0Otti (O % <v <40 %), a masodik osztalyba sorolt részecskék sebessége
40 43 és 80 7 kozotti (40 1F < v < 80 ) stb.

A modell vizsgalatahoz kozelitsiink tigy, hogy minden részecskének a se-
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bességét az adott osztaly osztilykozepének tekintjitk. Ez az osztaly két szélértékének atlagat jelenti. Tehat a 0 % és

40 % kozotti sebességgel halado részecskéket egységesen 20 % sebességtinek tekintjiik stb.

a) Olvasd le a grafikonrol és foglald tablazatba, hogy az egyes osztalyokba hany részecske tartozik!

b) Szamitsd ki a részecskék sebességének atlagat az osztalykozepekkel vald kozelités segitségével!
c) Mekkora az atlagtdl valo eltérések atlaga? Vizsgald meg, hogy ez alapjan a részecskék nagy része mely sebességtar-

tomanyban talélhaté!

lecke | ELTERES AZ ATLAGTOL



Hogyan lehetne jellemezni egy szamsokasag esetén az
adatok ,,szétszortsagat”? J6 lenne ehhez néhany praktikus,
kénnyen szamolhaté mutato.

Az adatok ,szétszortsagat” a kovetkezOkben két modon
is vizsgaljuk, a szamitasunk eredményét pedig mindkét
esetben egyetlen nemnegativ szammal fejezziik ki. Ez a
nemnegativ szam arrdl tdjékoztat minket, hogy az adat-
halmaz atlaga koril (az atlagtol ,,jobbra és balra”) mekkora
tavolsagban taldlhaté meg az adatok jelent6s része.

Az atlagos abszolut eltérés

Definicié: Ha egy véges adathalmaz adatait x,, x,, ... x, jeloli, és ezek 4tlaga X , akkor az

szamot az adathalmaz atlagos abszolut eltérésének nevezziik.

Megjegyzés

A mult éran vizsgalt izzégyarak esetében az 1. gyarnal az
atlag koril ,,40 6rés tavolsagban” — a 960-1040 6ra inter-
vallumban - taldlhaté meg az adatok jelentds része, mig a
masodik gyarnal ez a 920-1080 intervallumra igaz, tehat az
atlag koriili ,,80 oras tavolsagon” beliil talalhat6 az adatok
jelentés része.

Az emlitett két eljaras a szamsokasag dtlagos abszoliit elté-
résének és szérdsanak a kiszamitasa.

n

‘xl—f’+‘x2—f‘+...+

X —Y’

n

Az atlagos abszolut eltérés elénye az, hogy az abszolut érték hasznalata miatt nem egyenlitédnek ki az atlagtol vald pozitiv

és negativ eltérések.

A sz0ras

Definicié: Ha egy véges adathalmaz adatait x,, x,, ... x, jeloli, és ezek atlaga X , akkora

(X =Xy +(x, =Xy +...+(x,—X)

szamot az adathalmaz szérasnégyzetének, ennek a négyzetgyokét pedig az adathalmaz szérasanak nevezziik. A szdrast al-

talaban a gorog szigma (o) bettivel jeloljiik.

Ezzel a jeloléssel a szoras: o

=\/(xl—f)z+(xz—f)2+...+(xn—37)2.

@ Adatsokasagok kezelésére, jellemzésére tobbféle szamitégépes program is jol hasznalhaté.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Mennyi az alabbi adathalmazok atlagos abszolut eltérése, és mennyi a szérasa?

a) 33,45, 46, 48;
Megoldds

b) 33,33, 45, 45, 45, 45, 45, 45, 46, 48.

a) A 33,45, 46, 48 szamok Osszege 172, a négy szam 4tlaga tehat 172 : 4 = 43. Az atlagtdl valo eltérések abszolut értéke:

|43 — 33| = 10; |43 —45|=|-2|=2;

Ennek megfelel6en az atlagos abszolut eltérés: 1

|43 — 46| =|-3|=3;
10+2+3+5 _ 20 _ ¢

|43 — 48| = |-5| = 5.

4 >

2 2 2 2
asubris pedig 10 +2F345" _ I8 _ a5 s



b) Azadott 10 szim atlaga: 2:33+6:45+46+48 _ 45 az atlagos abszolut eltérés:

10
Toltsiik ki a tiblazatot! 2:10+6:2+3+5 _ 40 _ 4
10 10

Adat (x,) 33 45 46 48 a sz6rés pedig

akorisaga 2 6 1 1
&Y & \/2~102+6~22+32+52: /258 _ /358 ~ 51
|x, — 43| 10 2 3 5 10 10 A
(x, — 43)? 100 4 9 25

FELADAT

Pontszam 1 2 3 4 5 6
Gyakorisag 21 18 4 45 22 10

HAZI FELADAT

Elettartam (x) 800 820 850 880 910 980 990 1000 1010 1030 1050 1070 1100 1400 1570
db (1. gyar) 5 10 8§ 12 24 75 130 190 333 120 70 14 8 1
|x, — 1002|
db (2. gyar)
|, — 1001|




A 40. leckét két kiilonboz6 feldolgozasra ajanljuk. Azok a csoportok, ahol erre lehet6ség van, a 40 A) leckét feldolgozva meg-
tanulhatjak, hogyan haszndlhatjak fel a szimoldgéptiket statisztikai problémak gyors és hatékony megoldasahoz.
A két lecke 6sszevonhatd egy differencialt tandra megtartasahoz.

Egy varosi kozlekedési véllalat 20 jaratot tizemeltet. Szeretnék a hélézatot a megvaltozott koz- Megéllok Jaratok

lekedési igények szerint atszervezni. Ennek els6 1épéseként Osszeirtak, hogy az egyes jaratok vhme | ot

jelenleg hany megdll6 hosszusagu szakaszokon kozlekednek. Az adatokat (a megéllok szamat)

és ezek gyakorisdgdt (a jaratok szamat) a mellékelt tablazat foglalja Gssze. : ;
[rjuk fel az itt szereplé adathalmazt! ‘
Keressiik meg az adatok moduszat! L =
Szamitsuk ki az adathalmaz terjedelmét! 13 4
Melyik szam a median? 14 3
Szamitsuk ki az adatok atlagat! J 15 2
Mekkora az adatok szoérdsa? 16 1
17 1

Megoldds
a) Az adathalmazt itt a megallészamok mutatjak; mindegyik annyiszor fordul el, ahany jaratra

vonatkozik:

4,8,8,8,11, 11,11, 11, 11, 13, 13, 13, 13, 14, 14, 14, 15, 15, 16, 17.
b) A legnagyobb gyakorisdgu adat a 11, ez tehat az adatok moédusza.
¢) Aterjedelem: 17 —4 =13.
d) A sorba rendezett 20 adat esetén a medidn a 10. és 11. adat szamtani kozepe.

A sorban a tizedik és a tizenegyedik adat is a 13, igy a szamtani kozepiik, tehat a median is a 13.
e) Az étlag kiszamitasat segiti, ha hasznaljuk a gyakorisagokat is!
1-44+3-8+5-11+4-13+3-14+2-15+1-16+1-17 _ &:12.

20 20

Tehat a buszvonalak ,,hosszanak” atlaga 12 megallo.

f) Foglaljuk tablazatba az adatokat!

E:

Adat (x,) 4 8 11 13 14 15 16 17
(x,—12) -8 -4 -1 1 2 3 4 5
(x,—12) 64 16 1 1 4 9 16 25

Gyakorisaga 1 3 5 4 3 2 1 1

1-64+3-16+5-1+4-1+3-44+2-9+1-16+1-25

A szoras: 0 =
20

=~ 3,10.

Megjegyzés:
Ha a tablazatot 0j sorokkal kiegészitjiik, sok statisztikai mutaté kénnyen kiszamolhat6 beléle. Ezek keriilhetnek az egyes
sorok elsé cellajaba:

adat (x,); gyakorisdg (f); fi-x; |x,— x

i

; fi'|xi_’E

; fir(x— x5 i %(%)-

STATISITIKA



1>

Az 1. KIDOLGOZOTT FELADAT e) és f) részét sza-
mologépiink statisztika-iizemmodjanak hasznala-
taval sokkal gyorsabban is megoldhatjuk.

Megoldds
- Allitsuk a szamol6gépiinket

statisztikai iizemmodba! ol

. ON/C

Ez a bedllitds szamoldgépen-
ként killonb6z6 mddon végez-
hetd el. Az egysoros kijelz6jii
szamologépnél a legtobb eset-
ben van egy STAT felirata
nyomoégomb  (legtobbszér a
nyomégomb masodik funkcid-
javal aktivalhato). Ha ezt az izemmodot aktivaltuk, akkor
a kijelz6n megjelenik a STAT felirat. (A dragabb, altalaban
tobbsoros kijelz6jii gépek esetében a statisztikai tizemmaod
a MODE vagy a SETUP feliratt billentyi megnyomasa
utan valaszthaté ki, ami esetleg az SD-mdd kivalasztasat
jelenti.)

Eldszor ellendrizziik, nincsenek-e kordbban bevitt ada-
tok a gépben! Ha vannak, ezeket torélniink kell. A torlés-
hez nem elegendé a C, esetleg a CA gomb megnyomasa,
hanem 4altalaban a 2nd (mas gépeknél: SHIFT) billentyti
és egy masik gomb megnyomasa (Scl, CS, ...) sziikséges.
Keressiik meg azt a nyomo-
gombot, amelyhez a DATA,
DAT vagy DT felirat tartozik!
Ennek a megnyomadsaval a ki-
jelzén allo szamot egy adatként
lehet bevinni a gépbe. Ha egy-
mas utan tobbszor megnyom-
juk ezt a gombot, akkor ugyan-
azt a szamot annyiszor viszi be

a gép adatként, ahanyszor meg-

nyomtuk a gombot.

FELADAT

A példanknal maradva a STAT tizemmodban elészor t6-
roljiink minden adatot a kijelzérél és a memoriabol is!
Ekkor a kijelzn a 0-nak kell allnia (esetleg az n = 0 fel-
irat is lathato).

Ezutan irjunk be egy 4-est a gépbe, majd nyomjuk meg a
DAT nyomoégombot egyszer! (Géptdl fliigg6en vagy sem-
mi lényegeset nem észleliink, vagy tébbsoros kijelz6 ese-
tén megjelenhet a kijelzén az n = 1 felirat, ami azt jelzi,
hogy 1 darab adat van a gépben.)

Toroljiik a kijelz6t és nyomjuk meg a 8-as szamhoz tartoz6
gombot, majd a DAT gombot 3-szor egymas utan! Ha vélet-
leniil 4-szer nyomtuk meg a gombot, akkor a 2nd billentyti
és utana a DAT billenty(i megnyomasaval az utoljara bevitt
adatot torolhetjiik. Ha pont 3-szor vittiik be a 8-at, akkor a
kijelz6n (esetleg) az n = 4 kijelzés is lathatd.

Toroljiik a kijelz6t, irjuk be a gépbe a 11-et, majd nyom-
juk meg a DAT billentytit 5-sz6r egymas utan (n = 9)!
Miutan hasonlé mddon a tobbi adatot is bevittitk a gép-
be, toroljiik a kijelz6t. (A kijelzd torlése nem torli a bevitt
adatokat.)

Keressiik meg a gépen az x felirata billentytit és nyomjuk
meg (ehhez elészor valdszintleg a 2nd billentytit kell le-
nyomnunk, esetleg mas, a gép hasznélati utmutatéjaban
megadott billentytt)! Ekkor (gépt6l fiiggden) megjelenik
az adatok atlaga (feladatunkban a 12), de el6fordulhat,
hogy ehhez még az ,=" (vagy Enter) billentytt is meg
kell nyomnunk.

Keressitk meg a o (esetleg o) feliratu billentyfit, és (a 2nd
billentyl vagy a gép leirasaban megadott mas billentyt
megnyomdsa utdn) nyomjuk meg ezt is! A kijelzén meg-
jelenik a szamologépbe bevitt adatok szorasa (felada-
tunkban a 3,098386677).

Ha ujabb feladatot kell megoldanunk, akkor ne feledjiitk
el tordlni a bevitt adatokat!

Megjegyzés: sok szamologép hasznalati utmutatéja meg-

talalhato az interneten is.

Zsebszamologép segitségével vizsgaljunk meg néhany korabban bemutatott adatsokasagot!

A napi riasztasok szdama 0 1 2 4 6

Hany napon fordultel6? 1 11 6 8 4

14
1

Egy kisvaros tlizoltoparancsnoka osszesitést készitett, hogy az el6z6 honapban naponta hany riasztashoz vonultak ki.

Szamitsd ki zsebszamoldogéped statisztika-tizemmodjanak hasznalataval, hogy mennyi a napi riasztasok

a) atlaga; b) szérasa!

40. fecke | &) ISMET SEGIT A SZAMOLOGEP

9



Pontszdm
Gyakorisag az 1. csoportban
Gyakorisag a 2. csoportban

Pontszdm 1 2 3 4 5 6
Gyakorisag 21 18 4 45 22 10

HAZI FELADAT

Adat
Gyakorisaga az 1. adathalmazban

Gyakorisaga a 2. adathalmazban

RAADAS

Mit jellemez egy adathalmaz szdrasa?
Megadhaté-e olyan ,,sav” az 4tlag koriil, amelybe az adatok nagy része, példdul hdromnegyede beleesik? Erdekes mé-
don igen, a széras ismeretében megadhato. Bebizonyithaté példaul, hogy legaldbb az adatok haromnegyede legfeljebb
»kétszordsnyi tavolsdgra” van az dtlagtol — vagyis az atlagtdl valo eltérése nem nagyobb, mint a szoéras kétszerese.



Van olyan zsebszamol6gép, amelyen van lehetéség az adatokkal egyiitt a gyakorisaguk bevitelére is. Oldjuk meg

ilyen zsebszamoldgéppel a kovetkezd feladatot!

Egy palackozéiizemben az iditéital toltését két gyartdsoron automatak végzik. Mindkét gyartdsoron 2 liter az elSiras
szerinti toltdmennyiség. A gépek beallitasat ugy ellendrizték, hogy mindkét gyartésoron 100-100 megtoltott palackot
kivalasztottak, és megmeérték a betoltott iiditdital-mennyiséget. A mérések eredményét az alabbi két diagramon lat-
hatjuk.

darab darab
40 T, 40 T,
35 1. gyartosor l 35 2. gyartosor l
30 30
25 25
20 20
15 15
10 A 10 A
5 5
1,94 1,96 1,98 2 2,02 2,04 2,06 2,08 2,1 2,12 1,94 1,96 1,98 2 2,02 2,04 2,06 2,08 2,1 2,12
mennyiség (liter) mennyiség (liter)

a) Foglaljuk gyakorisagi tablazatba a mérések eredményét!

b) Adjuk mega 100-100 palackba t6lt6tt tiditdital-mennyiségek terjedelmét, moduszat, medidnjat, atlagat és szorasat!

c) Azegyik, illetve a masik gyartdsor esetében is szamitsuk ki, hogy a mérési adatoknak hany szazaléka van kozelebb
az atlaghoz, mint a szdras, illetve a szoéras kétszerese?

Megoldds

2) Mennyiség (liter) 1,94 1,96 1,98 2 2,02 2,04 2,06 2,08 2,1 2,12
Gyakorisaga az 1. gyartésoron 0 3 14 37 34 7 3 1 1 0
Gyakorisaga a 2. gyartésoron 4 8 15 26 24 12 5 3 3 1

b) Az atlag és a szoras kiszamitasat a szamologép statisztika-tizemmadjaban végezziik (a szamoldgép hasznélati dtmuta-

téjaban leirtak szerint). Az adat begépelése utdn - valamilyen elvalasztdjel (példaul pontosvessz6) bevitelét kovetéen
- megadjuk az adat gyakorisagat, és csak ezutan nyomjuk meg a DAT billentyit. Ha helyesen jartunk el, akkor a szdmo-
logépen a bevitt adatok kijelzett szama annyival novekszik, amennyi a bevitt adat gyakorisaga volt.

Példaul az 1. gyartosor adatainak bevitelét az egyik zsebszamoldgépen a STAT modba allitas és a statisztikai memoria
torlése utdn igy is elkezdhetjiik: 1,96 5 3 DAT, és igy folytathatjuk: 1,98 ; 14 DAT.

Az 6sszes adat bevitelét kovetden, a megfeleld funkciodbillentytlik aktivaldsaval leolvashatjuk az egyes gyartésorokhoz
tartozé atlagokat és szorasokat. Eredményeinket célszerti tablazatba foglalva, attekinthet6 formaban megadni (literben).

Terjedelem  Modusz Median Atlag Szoras
1. gyartésornal 0,14 2 2 2,01 0,023
2. gyartésornal 0,18 2 2 2,01 0,036
c) Az 1. gépsornal a 2,01 literes 4tlaghoz az adatok 78%-a van 0,023 liternél kozelebb, és az adatok 92%-a van 0,046 liternél
kozelebb. A 2. gépsornal a 2,01 literes atlaghoz az adatok 77%-a van 0,036 liternél kozelebb, és az adatok 96%-a van 0,072
liternél kozelebb.
Megjegyzés

- Egyes szamoldgépekbe tablazatos formdban is bevihet6k a statisztikai adatok; kiilon oszlopba keriilnek az adatok és kiilon

oszlopba az adatok gyakorisaga.

— A szérast a Microsoft Excel program segitségével is konnyen kiszamithatjuk. Ehhez a program statisztikai fiiggvényei ko-

ziil haszndljuk az STDEVP (standard deviation based on entire population = szoras a teljes populaciora), a magyar nyelvi

véltozatban a SZOR.S (szérés a teljes sokasagra) parancsot.

- Statisztikai mutatok kiszdmolasanal gyakran egy korrigdlt szordst szamolnak, amelyhez az atlagtol valé négyzetes eltérések

Osszegét nem a teljes populacidészammal (1), hanem ennél egy 1-gyel kisebb szammal (n — 1) osztjak el. Ez a definicié nem
tudja értelmezni egyetlen elem szorasat.

40, Jecke | AJ ISMET SEGIT A SZAMOLOGEP
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A 40. leckét két kiilonboz6 feldolgozasra ajanljuk. A 40 B) leckét az eddig tanultak gyakorlasara szanjuk. A két lecke dssze-
vonhaté egy differencialt tandra megtartasahoz.

FELADAT

Az alabbi tdblazat a 2011/2012-es tanév és a 2014/2015-0s tanév kozotti iddszak szakiskolai nevelés-oktatdsara vo-

natkozik. (Forras: Kozponti Statisztikai Hivatal)

Tanulo
Iskoldk Osztalyok a nappali Egy pedagogusra
Tanév , B A ) PP Osztalyterem g}" P ) 5 g’
szama . ebbdl: oktatdsban juté tanulo
Osszesen ) .
nappali oktatas
2011/2012 838 149 556 139 160 6165 4 894 13,2
2012/2013 843 139 453 126 677 5681 4939 12,1
2013/2014 877 125 606 113 466 5516 4 686 11,2
2014/2015 838 109 978 100 032 5411 4 553 10,3

a) Abrazold koézos oszlopdiagramon az iskoldk szamdnak és a tanul6i
létszamnak a véltozasat! Figyelj arra, hogy az egyes kategériak oszlo-
pai mas nagysagrendd szamokat tartalmaznak. Az oszlopdiagramon
ezt ugy szokas abrazolni, hogy a fliggéleges tengelyt a diagram jobb
és bal oldalara is felvessziik, egyik oldalon az egyik, a masik oldalon a
masik adatsor értékeit jelolve.

b) Hogyan véltozott az 4tlagos osztalylétszdm a jelzett id6szakban? Ab-

razold vonaldiagramon!
c¢) Hogyan vaéltozott a szakiskoldban tanité tandrok szama a jelzett idészakban? Abrazold vonaldiagramon!

N
Y

Bencének nyolc jegye van matematikabol. Ezekrdl tudjuk, hogy az atlaguk 3,75, a médusz 4, a median 4 és a terje-
delem 2.

a) Hatarozd meg, milyen osztalyzatai lehetnek Bencének! Keress tobb megoldast is!

b) Szamitsd ki Bence jegyeinek szdrasat legalabb két megtalalt megoldas esetére!

ERM Torténelembél Bencének hat jegye van. Ezek 4tlaga 4 és szérdsa 0. Mik lehetnek Bence osztilyzatai torténelembél?
Mennyi a jegyeinek terjedelme, moédusza és medianja?

Az alabbi grafikon a 2010-es vélasztisok elemzésekor késziilt. A grafikonhoz az alébbi cikkrészlet kapcsolédik. Er-
telmezziik és értékeljiik a cikket a grafikon vizsgalata mellett.

»A vizszintes tengely az A legutébbi eredményét reprezentdlja, ha egy pont balra keriilt, akkor ott viszonylag gyenge
volt 2006-ban az A, ha jobbra, akkor erds. A fiiggbleges tengely hasonléan a B jeloltjének 2010-es szdzalékos eredmeé-
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HAZI FELADAT

Hirek, aktualis
politika,
Ev gazdasag,
informdcio,

oktatas
8224
8998
11 394
8963
7 620
8 054

Szerepl6 neve

Eddard "Ned’ Stark
Catelyn Stark
Daenerys Targaryen
Tyrion Lannister
Jon Snow

Bran Stark

Sansa Stark

Arya Stark

Will

Irodalom,

muvészet,

Zenei

tudomany, Osszesen

kultura,
szérakozds
11 397
11 229
15238
18 189
20 063
26 183

program

Fejezetek szama, amelyben
6 a nézépontkarakter

15
11
10

9
9
7
6

5
1 (prolégus)




KIDOLGOZOTT FELADAT

Csilla mindennap délutan 3-kor rdirja a falinaptdrdra, hany fokot mutat erkélyiikon a héméré. Az adatokbdl ezt a tablazatot

készitette:
Hany fok? 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Hanyszor volt? 3 4 2 4 4 6 3 3 1

Bence és Hajni megnézte Csilla tdbldzatat, majd egy egyszeri(ibb tdbladzatot készitettek. Mindketten osztdlyokba soroltdk az
el6forduld hémérséklet-értékeket, és csak az osztalyok gyakorisagat jegyezték fel. Az osztdlyhatdrokat és az egyes osztalyok-
ba tartoz6 adatok gyakorisagat mutatjék az alabbi tdblazatok.

Bence tablazata: Hajni tablazata:

Osztalyok Osztalyok
Hémérséklet (°C) 11-15 16-19 Hémérséklet (°C) 11-13 14-16 17-19
Gyakorisag 17 13 Gyakorisag 9 14 7

Az gtlagszamitasnal nem vették figyelembe valamennyi adatot, csak az egyes osztalyok osztdlykozepét és az osztalyokhoz
tartozo6 gyakorisagokat.

Osztalykozepek Osztalykozepek
Bence adatai Hajni adatai
13 17,5 12 15 18

Bence igy szamolta Hajni igy szamolta

13-17+17,5-13) : 30 = 14,95 ., 12-9+15- 14+ 18- 7):30 =14,
( ) ° ki az atlagot: (12-9+15 8:7):30 8

ki az atlagot:

Osztalyba sorolast és osztalykozepeket akkor alkalmazunk, ha a nagyon nagy szamu kiillonb6z6 adat attekinthetetlenné
tenné az adatsokasagot.

Osztalykozépnek nevezziik az adott osztalyt hatarolo két érték szamtani kozepét.

FELADAT

2009 jan.

Csapadék (mm) 52
2010 jan.
Csapadék (mm) 54




Osztalyok 0-40 (mm) 41-81 (mm) 82-122 (mm) 123-163 (mm)  164-204 (mm)

Gyakorisag
Osztalykozép

A huzaldarab hossza (mm) 11,8-12,8 12,9-13,9 14,0-15,0 15,1-16,1 16,2-17,2
Gyakorisaga 2 4 13 5 1

HAZI FELADAT

Elért pontszdm 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100
Gyakorisaga 8 21 9 9 1 0

Elért pontszam 95-104 105-114 115-124 125-134
Gyakorisaga 225 468 130 28




e

— Mér tudom, mit kérek téled a sziiletésnapomra — mondja Jutka Lacinak. — Egy MyCream®-féle kézkrémet! Itt olvasom,
hogy a megyeszékhelyeken lako 40 és 59 év kozotti érettségizett nék 64%-a ezt haszndlja! Ez pedig valdszintileg igaz, mert
1000 f8s reprezentativ minta alapjan szamoltdk ki.

Mit jelent az, hogy reprezentativ minta?

A statisztika tobbféle szempont szerint is csoportositja hazank lakossagat. A 2011. évi népszamlalas jelentésében tobbek
kozott a kovetkezd csoportositasokat latjuk:

Telepiiléstipus szerint: févaros, megyeszékhely, megyei jogu varos, tobbi varos, kozségek — nagykozségek (5 csoport).
Nemek szerint: férfi, n6 (2 csoport).

Korcsoportok szerint: 0-2; 3-5; 6-14; 15-39; 40-59; 60-62, 63-65; 66-69; 70-t6l (9 csoport).

Legmagasabb befejezett iskolai végzettség szerint: egyetemi vagy féiskolai oklevél; érettségi; kozépfoku végzettség érett-
ségi nélkiil vagy szakmai oklevél; dltalanos iskola 8. évfolyam; altaldnos iskola 8. évfolyamnal alacsonyabb (5 csoport).
Ha mindenkir6l megallapitjuk, hogy e szerint a négy szempont szerint melyik csoportba tartozik (példaul ,megyeszék-
helyeken laké 40 és 59 év kozotti érettségizett, de fels6foku diplomat nem szerzett né), akkor 5-2-9-5 = 450 osztaly
keletkezik. Most hazank minden lakosa egy és csak egy osztalyban van benne a 450 osztaly koziil.

E négy szempont szerint akkor tekintiink reprezentativnak egy mintat, ha ebben a mintédban a 450 osztalyba sorolt szemé-
lyek szamdnak ardnya megegyezik az orszagos aranyokkal.
Bevezetd feladatunkban joggal vitathat6, hogy az 1000 f8s minta reprezentativ volt. Miért? Mert 1000 {6 kozott a 450
osztalyba sorolt személyek szama teljesen esetleges. (Még ha feltessziik, hogy csupa 14 évesnél id6sebb nét valasztottak az
1000 f8s mintaba, akkor is 5- 6 - 5 = 150 osztaly keletkezik!)

FELADAT

Legmagasabb iskolai végzettség Legfeljebb alapfokti ~ Szakiskolai ~ Erettségi Fels6foku
N6k 1927 1281 2271 1121
Férfiak 1610 1963 1845 982




”

b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a teljes la-
kossagbol véletlenszertien kivélasztott személy
férfi, és a legmagasabb végzettsége szakiskola?

¢) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a 2000 fés
mintadbdl véletlenszertien kivalasztott személy
férfi, és a legmagasabb végzettsége szakiskola?

BEVEZETO 2.

A statisztikai adatok szemléltetésével kapcsolatosan né-
hany elvarasnak meg kell felelntink azért, hogy a szemlél-
tetés kell6en pontos, attekinthetd legyen. Az elévigyazatos-
sag nem art, mert a szemléltetés olykor félrevezetd is lehet.
Ez akkor is el6fordulhat, ha a diagram készit6jének nem a
szandékos megtévesztés volt a célja.

Nézziink egy egyszert példat! Egy mosdpor-forgalmazé
kisvallalatnal kimutatést készitettek a havi eladasokrol.

A diagram ilyen volt:

arueladds

9190
9180 |
9170 =

9140 — — I
9130 o R -

9120-444444444[:]444— e -
9110+——

Januar IFebrua’lrlMérciusI Aprilis ' Méjus ' Janius

Els6 ranézésre az a benyomasunk tamad, hogy az elada-
sok az év elsé 6 hénapjaban erdteljesen novekedtek. Am ha
figyelmesebben megnézziik a diagramot, akkor lathatjuk,
hogy az eladott termék mennyisége a januari 9114 kg-rdl

juniusra csak 9185 kg-ra névekedett. Mivel 31213451 =~ 1,008,

ez mindossze 0,8%-o0s novekedést jelent. Ez rendben is van,

de azt nem lehet mondani, hogy a fejlédés dinamikus lett

volna.

d) Mennyi annak a valdszintsége, hogy a 2000 £6s
mintddbol véletlenszerten kivélasztott személy
érettségizett n6? (Vigyazz, nem biztos, hogy az
érettségi a legmagasabb végzettsége!)

Mi okozza a félreértést? Az, hogy a fiiggbleges tengelyen
nem a 0-t6l indul a beosztds. Emiatt a diagram nem ara-
nyos, vagyis az egyes honapokban eladott mosdépormeny-
nyiségek aranya torz mddon jelenik meg a szemléld szama-
ra. Példaul a juniusi eladdsnak megfeleld oszlop magassaga
tobb mint kétszer akkora, mint a marciusnak megfelel6
oszlopé, pedig a juniusban eladott termék mennyisége alig
haladja meg a marciusban eladottét.

Ezt jol lathatjuk, ha megrajzoljuk azt a diagramot, amelyen
az oszlopok magassaga aranyos az eladott termék meny-
nyiségével.

arueladés

eladdsok (kg)
2
S

Janudr  Februir Marcius Aprilis ~ Méjus  Janius

Lehetséges, hogy az elsé diagram megtévesztés céljaval
késziilt, de az is elképzelhetd, hogy azért abrazoltak igy
az adatokat, mert az eladott mosdpor mennyisége az elsé
diagramrdl pontosabban olvashato le, mint a masodikrol.
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1079
1094
1101




HAZI FELADAT

Szlovakia Romaénia Ausztria Németorszag Szerbia és Montenegro
1 napos latogatok 9292 6810 6229 789 2277
1-3 éjszakat eltoltok 569 885 524 849 307
4 vagy tobb éjszakat eltolték 109 206 481 1550 73
Osszesen 9970 7901 7234 3188

Szlovékia ~Romadnia Ausztria Németorszdg Szerbia és Montenegrd
1 napos latogatok 250 190 171 2 55

1-3 éjszakat eltoltok 43 28 18 30 10
4 vagy tobb éjszakat eltol-
tok

Osszesen 85

35 45 72 20

Honap sorszama 1. 2. 3. 4. 5. 6. . 8. 9. 10. 11. 12.
Termelt mennyiség (kg-ban) 42,7 45,6 48,2 481 51,3 54,2 57,1 42,8 589 60,4 66,3




Osztalyzat
Gyakorisag
Relativ gyakorisag

Eletkor Legfeljebb 18 éves
N6k szama 350
Férfiak szama 376

18 és 65 év kozotti
2177
1943

Legalabb 65 éves
473
251




LR A fizikadrai tanul6kisérlet egy tomegmérési feladat volt. A mérést 19 tanul6 végezte el. A mért tomegre gramm pon-
tossaggal a kovetkez6 adatokat kaptak: 37, 33, 37, 36, 35, 36, 37, 40, 38, 33, 37, 36, 35, 35, 38, 37, 36, 35, 37.

a) Készitse el a mért adatok gyakorisagi tablazatat!

b) Mennyi a mérési adatok atlaga gramm pontossaggal?
c) Mekkora a kapott eredmények medianja, médusza?
d) Készitsen oszlopdiagramot a mérési eredményekrol!

(2005. oktober, kozépszint)

HAZI FELADAT

15 Egy tizelemd adathalmaz modusza 3, szérdsa 0. [ 5" Egy munkahelyen a dolgozok ezer forintban kifeje-
Mennyi az atlaga, medidnja, terjedelme, atlagos ab- zett havibérét a kovetkezo tablazat adja meg:
szolut eltérése?

Havibér 95 112 130 186 318
Adj becslést a diagramon szemléltetett adathalmaz Gyakorisag 8 5 4 2 1

atlagara és szorasara, majd szamolassal ellenérizd a
a) Add meg a havibérek szorddasi mutatdit (terje-

becslésedet!
delem, atlagos abszolut eltérés, szoras)!
§ b) Hogyan valtoznak a szorédasi mutatok, ha
] mindenkinek felemelik a bérét 18 ezer forint-
6] tal?
g c) Hogyan véltoznak a szorédasi mutatok, ha
% 47 mindenkinek felemelik a bérét 10%-kal?
% 37
2
gl I I N
01 T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

adatok

w
Y

Egy 6vodaban megallapitottak, hogy 16 gyereknek
nincs testvére, 10-nek egy, 18-nak kettd, 2-nek négy
testvére van. Azt nem tudjuk, hany gyereknek van
hdrom testvére. Mindegyik gyerek mds csaladban
él, négynél tobb testvére egyikitknek sincs. Készits
gyakorisagi tablazatot arrdl, hogy az itteni 6vodasok
csaladjaban hany gyerek van! Mennyi lehet a hianyzo
adat, ha

a) aszamsokasag medidnja 2;

b) aszdmsokasag modusza 2;

c) agyermekek szama csaladonként atlagosan 2,5?
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A tizenkettedikesek matematikaérettségijében a 12-es feladatra legfeljebb 4 pontot lehetett szerezni. A 73 vizsgdzd

Y

Y

'S
'Y

iU

Y

Y

pontjai igy alakultak:
4,3,4,4,1,3,1,4,2,2,4,3,4,3,4,4,4,1,2,3,3,3,2,4,4,4,4,4,3,4,4,4,4,3,4,4,4,4,3,3,3,4,3,4,3,4,4,3,3, 2,
4,3,3,4,2,2,3,3,4,1,3,3,2,1,4,4,3,4,4,2,4, 3, 4.

Hatarozd meg a pontszamok atlagat, moduszat, medianjat, terjedelmét és szérasat!

Egy masik feladatra legfeljebb 12 pontot lehetett szerezni. Az egyik 15 f6s matematikacsoport pontszamai igy alakul-
tak: 11,6, 11,7,3,8,11, 11, 11, 10, 11, 9, 11, 10, 7.
Hatarozd meg a pontszamok atlagat, moduszat, medianjat, terjedelmét és szorasat!

A 16. feladatot (a valaszthato feladatok egyikét) 7 tanul valasztotta. A feladatra legfeljebb 17 pontot lehetett szerezni.
A pontszamokrdl tudjuk, hogy a méduszuk 17, a medidnjuk 16, a terjedelmiik 10 és az atlaguk 13,1 és 13,2 kozott van.
a) Hany pontos lett a leggyengébb megoldas a feladatra?

b) Hanyan oldottak meg hibatlanul a feladatot?

c) Sziiletett-e 12 pontos dolgozat?

A C osztalybol 11-en emelt szintl érettségit irtak matematikdbdl. Az 5. (vélaszthatd) feladatot mindannyian valasz-
tottdk. A legalacsonyabb pontszam 8 volt, és csupan egy hibatlan, 16 pontos megoldas sziiletett. A pontszamok atlaga
12,2 és 12,3 kozott volt, a medidnja 12, médusza pedig nem volt. Tamara és Beni egyardn 10 pontot szereztek. Adj meg
olyan adathalmazt, amely a fenti feltételeknek megfelel, és szamitsd ki az altalad megadott szamok szoérasat!

Hét darab pozitiv szambol all6 szamsokasagrol a kovetkezoket tudjuk: az 4tlag 4, a médusz 1, a median 3, a terjedelem
pedig 9. Mik lehetnek a szamsokasag elemei? Adj meg egy ilyen sokasagot!

Tablazatba foglaltuk a Magyarorszagon kiadott, magyar szerz6ktdl szarmazé konyveket a miivek jellege szerint.
A tablazat az 1990 és 2014 kozotti idészakot abrazolja. (Forras: Kozponti Statisztikai Hivatal)

Ev 'Tudoman)'ros ej Szakmai  Szépirodalom Hjusz'igl © Tankényv Egyéb Osszesen
ismeretterjeszto gyermekirodalom
1990 1332 2917 832 256 1225 172 6734
1994 800 3594 870 350 1702 213 7529
1998 1197 3390 1210 474 1706 197 8174
2002 1032 2634 1069 218 2227 130 7310
2006 1107 2667 1330 366 2395 223 8088
2010 808 3890 1639 560 2070 341 9308
2014 960 3239 1506 615 1877 330 8527

a) Abrazold kordiagramon az egyes években kiadott kényvek szdmat jellegiik szerint!

b) Abrézold vonaldiagramon az dsszes kiadott konyvet, valamint a szépirodalmi és a tudomdnyos és ismeretterjesztd
konyvek szaménak valtozasat!

c) Mekkora annak a valészintisége, hogy a 2014-ben kiadott konyvek koziil véletlenszertien kett6t kivalasztva azok
mind szakmai konyvek?

d) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a 2014-ben kiadott konyvek koziil véletlenszertien tizet kivalasztva azok
koziil pontosan kettd szakmai konyv?

STATISITIKA



A jobb oldali szines grafikon szem-

lélteti néhany orszag egy fére jutd

Egy fére es6 fogyasztas 1988

= 1998 = 2008

72 118
éves datlagos Coca-Cola-fogyasztd- = 122 Nagy-Britannia ~ se— 219 Spanyolorszag
, ., . I 196 I 303
sat. A mennyiségek 8-ounce (uncia, a1 o
8 ounce kb. 2,5 dl) kiszerelésli ada-  mm—— 132 Brazilia  e— 218 Argentina
gokban értendb’k. I |99 I 312
; P 0 205
a) Mely orszagban fogyasztottdk az  _ Rominia  ee— 252 Ausztralia
egyes években Osszesen a legtobb, — ———— 023 —— 34
illetve legkevesebb kolt? 168 . 275
E— )32 K s 406 USA
b) Hol a legnagyobb és a legkisebD — u— 237 e I 4 | )
aranyu a kolafogyasztas noveke- 123 39
dése 1988 és 1998, illetve 1998 ¢s == 154 Del-frka viligs
o — 52 —— 35
2008 kozott?
Az egyes orszagok lakossaga (milli6 fében szamolva):
Nagy- Dél-  Spanyol-
. &Y . Brazilia Romadania Kanada i P y Argentina Ausztralia ~USA Fold
Britannia Afrika  orszag
1988 56,9 141 23,1 26,8 292 38,7 31,7 16,5 244,5 5138
1998 58,4 166 22,5 30,2 42,1 39,7 36,1 18,7 275,9 5975
2008 61,2 187 21,5 33,5 48,7 45,3 39,7 21,2 304,4 6754

¢) Mennyi kolat fogyasztott a vilag lakossaga a harom jelzett évben?

R Balint matematikajegyei az elsd félévben: 1, 2, 2, 5, 4, 3, 5.

a) Add meg a jegyek terjedelmét, moduszat és medianjat!

b) Szamitsd ki a jegyek atlagat és szorasat!

c) Félévzaras el6tt két héttel Balint kétségbeesetten kérdezi meg tanarat, hogy hogyan javithatna a négyesért. Tanara
felhivja ra a figyelmét, hogy 3,5-es atlag alatt nem hajlandé megadni a négyest (Balint év elején alig dolgozott va-
lamit!), ahhoz pedig, hogy kérdés nélkiil a jobb jegyet ajanlja meg, az atlagnak el kell érnie a 3,65-ot. Hany 6tost
kellene szereznie a fennmaradd két hétben Balintnak ahhoz, hogy biztosan négyes lehessen félévkor?

CI A forradalmian j technolégianak 100

koszonhetéen a SilverCard FX800 € o 100

barmely eddig hasznalt 3D-gyorsit6- =

kartyat konnyedén maga mogé uta- é 30 5

sitja teljesitményében. De beszélje- ;?7

nek helyettiink a szamok! Ime egy L »

tdblazat a legismertebb mérkaja kar- 0 . . . E

tydk teljesitményérél, a SilverCard SilverCard FX 800  WishKnow 1206-D M 3D Accelerator ~ Wotan Visual G500

FX800-éhoz képest:” Fagle Eye Card 300X

Milyen hibét tartalmaz a diagram? Gyorsitkartya tipusa

LN A 7 Csoda cimii jatékban Szulamit pontszémai a kovetkezok voltak az egymast kovetd jatszmakban:

73,59, 57,45, 49, 51, 47, 56, 64, 52, 41, 49, 57, 53, 54, 45, 54, 57, 56, 57.

a) Hatarozd meg a pontszamok atlagat, moduszat, medidnjat és szorasat!
b) Oszd be a pontszamokat a kovetkezé osztalyokba: 41-45, 46-50, 51-55, 56-60, 61-65, 66-70, 71-75!
c) Készits oszlopdiagramot az el6bbi osztalyokrol!

d) Szamitsd ki a pontszamok atlagat és szorasat az osztalykozepekkel valo kozelités segitségével!
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A 7 Csoda cimti jatékban Kati pontszamai a kévetke-

Y

12

1

z6k voltak az egymast kovetd jatszmakban:

35, 45, 44, 35, 55, 38, 50, 45, 57, 48, 46, 50, 39, 61, 66,

56, 57, 48, 45, 47

a) Hatarozd meg a pontszamok atlagat, moduszat,
medianjat és szorasat!

b) Oszd be a pontszamokat a kovetkezd osztalyok-
ba: 32-36, 37-41, 42-46, 47-51, 52-56, 57-61,
62-66!

c) Készits oszlopdiagramot az elébbi osztalyokrol!

d) Szamitsd ki a pontszamok atlagat és szorasat az
osztalykozepekkel vald kozelités segitségével!

Szulamiték szerepjatékoznak. A jaték elején minden-
ki kap 150 pontot. Ezt kell szétosztania tiz tulajdon-
sag kozott, de semelyik tulajdonsagra sem adhat tob-
bet, mint 20 pont. Szulamit papnéjének, Helendnak
az alabbi tulajdonsagértékei vannak: eré: 11, iigyes-
ség: 14, gyorsasag: 14, alloképesség: 13, egészség: 14,
karizma: 18, intelligencia: 19, akarateré: 16, asztralis
érzék: 16, észlelés: 15.

a) Mennyi a tulajdonsagok atlagos értéke?

b) Mekkora a tulajdonsagok szérasa?

Marciék szerepjatékoznak. A jaték elején mindenki
kap 150 pontot. Ezt kell szétosztania tiz tulajdonsag
kozott, de semelyik tulajdonsdgra sem adhat tobbet,
mint 20 pont.

Marci egy ork harcost ruhdz fel tulajdonsagokkal.
18 pontot ad az erejére. A tobbi 4 fizikai tulajdonsag
(tigyesség, gyorsasag, alloképesség, egészség) sem
lesz alacsonyabb értékd, mint barmelyik mentélis
tulajdonsag (5 db: karizma, intelligencia, akaraterd,

asztralis érzék és észlelés).

Y
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Marci ugy osztotta el a 150 pontot, hogy a pontérté-
kek szérasa nem tobb, mint 1,5.

Adj meg egy lehetséges leosztast!

Legfeljebb hany pontos lehet az ork harcos tobbi fizi-
kai tulajdonsaga?

Jocd a felvételi jelentkezését egy kiilfoldi egyetem-
re is beadta. Az egyetem azt kivanja meg téle, hogy
minden érettségi eredménye legalabb 70 szazalék,
az érettségi atlaga pedig 80 szazalék folott legyen.
Az emelt szintd érettségik szazalékos eredményét az
egyetem ugyanugy szamitja be, mint a kozépszintte-
két (tehat nem ad hozzd 40 pontot).

Jocé igy gondolkodik:

Matematikabodl emelt szinti érettségit fog tenni.
A probaérettségik, amiket eddig megirt: 78, 84, 82,
85, 81 szazalékosak lettek. Ezek atlagara szamit a va-
16di érettségin is.

Magyarbol és torténelembdl kozépszintl érettségit
szeretne tenni. A torténelemérettségitSl tart a leg-
jobban, ezért annak a pontszamat a lehet6 legjobban
alulbecsiili. A magyarérettségit 80 szazalék vagy af6-
l6ttinek érzi.

Angolbdl két éve elérehozott érettségit tett, ami 85
szazalékos lett. Ezzel az eredményével meg is van elé-
gedve.

Ezeken kivill még fizikabol fog emelt szintli érettségit
tenni.

Ha a legrosszabb esetet szamitjuk, de a tantargyakon
altalaban sajat elvarasai szerint teljesit, akkor leg-
alabb hany szazalékos fizikaérettségit kell irnia, hogy
felvegyék kiilféldre?

Az IMDb
pontozhatjdk az adatbazisban taldlhaté filmeket.

internetes filmadatbézis felhasznaldi
2015-ben a toplista elsé helyezettje A remény rabjai
cim@ 1994-es filmalkotas volt, 9,2 4tlagos pontszam-
mal (a 10-bél), a masodik pedig - ugyancsak 9,2
atlagos pontszdimmal - A Keresztapa (Francis Ford
Coppola 1972-es remekmiive).

Az IMDb-n a filmek pontszdma ugyanakkor nem
azonos a filmre adott szavazatok éatlagos értékével.
Ennek oka, hogy az oldal iizemeltetdi igyekeznek ki-
kiiszobolni a film rajongdinak és ellenzéinek elvakult
(10 és 1 pontos) értékeléseit. (Ettdl persze még jogos
maradhat, hogy a filmet valaki 10 vagy akar 1 pontra
értékelje.) Ennek részleteibe az oldal szandéka szerint
nem nyeriink beavatdst.

STATISITIKA



Az aldbbi téblazat részletezi Comamiziale | e

az egyik filmre leadott szava- szama  kelés
zatokat. 544471 10
a) Hatiarozd meg az egyes
) Hatirozd ‘meg az gy 237026 9
értékelések relativ gyako-
risagat! 113 042 8
b) Készits savdiagramot az 45 465 7
értékelésekrol! (Ilyen di- 17 664 6
agramokat az IMDb hon- 10 310 5
lapjan is talalhatsz.)
(o . (s 5215 4
c) Szamitsd ki az értéke-
lések 4tlagat! (A 10 és 1 4175 3
pontos értékeléseket is 4226 2
szamold az atlagba!) 31 369 1

d) Hany maximalis (10 pon-
tos) értékelésre lenne sziikség ahhoz, hogy a film
atlagos értékelése valoban 9,2 legyen?

e) Donci a hagaval és a sziileivel gy dont, hogy
megnézi moziban A Keresztapat. Amikor ha-
zaérnek, mind a négyen pontozzak az alkotast.
A filmre adott szavazataik: 10, 10, 9 és 8 voltak.
Hanyféleképpen adhattak ezeket a szavazatokat?

A Big Voice cimt 2015-6s musical 9,8 pontot kapott

az IMDb-n. Ez mégsem elegendd a toplistara kerii-

léshez, ugyanis ez az atlag 8 darab szavazé értékelé-
sébdl szdrmazik. Ok egytdl egyig 9 vagy 10 ponttal
értékelték a filmet.

a) Hanyan adtak 10 és hdnyan 9 pontot? (A 9,8-es
atlag egy kerekitett érték, ilyen kevés szavazonal
pedig az IMDb rendszere nem korrigalja az el6z6
feladatban leirtak szerint az eredményt.)

Hat szavazatrdl a honlap részletesebb leirast is kozol:

Szavazatok

szdma Atlag

Férfiak 3 9,70
N6k 3 9,70
18-29 év kozottiek 1 10,00
ebbdl férfi 1 10,00

30-44 év kozottiek 4 9,80
ebbdl férfi 2 9,50

né 2 10,00

45 év folottiek 1 9,00
ebbdl né 1 9,00
USA-szavazdk 5 9,80
USA-n kivilrél szavazdk 1 9,00
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A tablazat alapjan valaszolj a kérdésekre:

b) Eldontheté-e az USA-n kiviilrél szavazd neme?

c) Eldonthetd-e az USA-n kiviilrdl szavazd korosz-
talya, ha tudjuk, hogy férfi volt?

d) EldonthetS-e az USA-n kiviilrél szavazd korosz-
talya, ha tudjuk, hogy né volt?

Korabbi érettségi feladatok:

Egy dolgozatnal az elérhet6 legmagasabb pontszam

100 volt. 15 tanuld eredményeit tartalmazza a kovet-
kez6 tablazat:

Elért pontszam 100 95 91 80 65 31 17 8 5
A dolgozatok S l2101 (2112212

a) Hatarozza meg az Osszes dolgozat pontszamanak
atlagat (szamtani kozepét), moduszat és medianjat!

b) A dolgozatok érdemjegyeit az alabbi tablazat alap-
jan kell megallapitani:

Pontszam Osztalyzat
80-100 jeles
60-79 o
40-59 kozepes
20-39 elégséges

0-19 elégtelen

Ennek ismeretében toltsd ki a kovetkezd tablaza-
tot a fiizetedben!

Koze- Elég- Elég-
Osztélyzat Jeles  Jo 0% ,eg @
pes  séges telen
A dolgozatok
szdma

c) Készitsen kordiagramot az osztalyzatok megosz-
lasarol! Adja meg az egyes korcikkekhez tartozd
kozépponti szogek értékét is!

(2005. mdjus, kozépszint)

Egy novekv6 szamtani sorozat els¢ harom tagjabol

allo adathalmaz szérasnégyzete 6. Igazolja, hogy a
szamtani sorozat differencidja 3!
(2014. mdjus, emelt szint)
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A kozépiskolai anyagot 6t téma koré csoportositottuk. A kévetkezd teljes grdf azt mutatja, hogy igazabdl minden téma

mindegyik masikkal Osszefiigg, még ha latszolag egymastdl tavoli teriiletekrdl van is sz0.

Gondolkodési modsze-
rek, halmazok, logika,
kombinatorika

Figgvények

Statisztika,
valészintségszamitas

Szamtan, algebra

Geometria

Néhany, talan nem nyilvanval6 kapcsolat:

- geometria és statisztika: kordiagram, kozépponti sz6g

- geometria és valdszin(iségszamitds: ponthalmazokkal kapcsolatos valdszintiségszamitasi feladatok, kockadobasi problé-
mak

- kombinatorika és geometria: geometriai problémaknal az adott feltételnek megfelel lehetséges esetek felsorolasa (disz-
kusszid)

- halmazok és fiiggvények: értelmezési tartomany és értékkészlet, geometriai transzformaciok (ponthalmazok)

- geometria és fiiggvények: geometriai transzformaciok (egyértelmii hozzarendelés)

A kovetkezd részben éttekintjiik ezt az 6t teriiletet. Minden részt egy 6sszefoglalé téblazattal kezdiink. Ebben felsoroljuk
a témakorhoz tartozé legfontosabb definicidkat (D) és tételeket (T). Az egyes leckékben pedig a témakorhoz kapcsolédd
feladatokon keresztiil ismételjiik at a teljes tananyagot.

s18Mia,,

statisztika
valdszinliségszamitas

logika,
gondolkodasi
moédszerek,
halmazok,
kombinatorika

lgebre

-I——»

fliggvények




Gondolkedasi modszerek, halmazok, logika, kombinatorika

A MATEMATIKA ALAPJAI

Miért kezdddik szinte mindegyik rendszerezé matematika-tankonyv a halmazelmélettel? Roviden azért, mert az egész ma-
tematika a halmazelméletre épiil. Az érthet6bb valasz megadasahoz azonban vissza kell nytlnunk az 1900-as évek elejére.
Akkoriban alakult ki az igény arra, hogy a nagyobb elméleteket axidmarendszerekre alapozva épitsék fel. Ugy, mint egy
tarsasjatékot a jatékszabalyra. Az axioma olyan allitds, amelyet nem bizonyitunk, hanem igaznak fogadunk el. Ilyen axiémak
htzédnak meg - sokszor nehézségiik miatt ,, lathatatlanul” - a k6zépiskolaban tanult matematika mélyén is. A halmazelmé-
let axiomatizaldsa azért volt fontos, mert a matematika szamos teriiletét fel lehet épiteni tisztan halmazelméletre alapozva.

Algebra: Hogyan definidlhatok a természetes szamok? Mit jelent a 0, az 1, a 2, a 32 Neumann Janos halmazok segitségé-
vel definidlta a természetes szamokat:

0 legyen az ¥, vagyis az tires halmaz.

1 legyen ez a halmaz: {0}, vagyis az a halmaz, amelynek egyetlen eleme van: az tires halmaz.

2 legyen ez a halmaz: {#J; {@}}, és igy tovabb. (Tudod folytatni?)

Koordinatageometria: A sik pontjait rendezett szampdrokkal, koordinatakkal adjuk meg. A rendezett par két halmaz
egyfajta szorzataként definialhato: a pér elsé tagja az egyik halmaz eleme, a masodik a masik halmazé. A sik pontjait
a valos szamhalmaz 6nmagaval vett szorzata adja.

Fiiggvények: A hozzarendelés fogalma is visszavezethetd a halmazokra. A fiiggvények gy hatarozhatok meg mint ren-
dezett parok nem tires halmaza, amelyeknek az els6 tagja mind kiilonboz6. Az els6 tagok halmaza a figgvény értelme-
zési tartomanya, a masodik tagok halmaza a fiiggvény értékkészlete.

A halmazelméletben azonban a szdzadforduldn vératlan ellentmondédsokkal kellett szembenézniiik a matematikusoknak.
Az deriilt ki ugyanis, hogy tetsz6legesen nem lehet halmazt létrehozni.

Errél szol Bertrand Russell hires paradoxona 1901-bdl. Egy laktanyaban senki sem lehet borostas. Aki nem tud borotval-
kozni, azt a katonaborbély borotvalja meg, aki tud, azt nem borotvalja meg a katonaborbély. Kérdés: hogy ttnik el a kato-
naborbély borostdja? Ha megborotvélja magat, akkor nem borotvalhatja meg a katonaborbély, ami ellentmondas, hiszen ez
6 maga. Ha nem borotvalja meg magat, akkor a katonaborbély borotvélja meg, azaz 6nmaga, tehat Gjra csak ellentmondas.
Barhogy jar is el, ellentmonddsra jutunk. Ez a példa atfogalmazhat6 a halmazok nyelvére. Az ilyen tipusu ellentmondasok
alapjaiban rengették meg az egész, halmazelméletre éptilé matematikat, ezért kikiiszobolésiik égeté volt. Ennek az ellent-
mondasnak a mélyén az 6nmagat is tartalmazé halmaz problémaja huzédik meg, amelynek a 1étezését a ma érvényben 1évé
axiomarendszer kizarja.

A matematikai (vagy mas néven formalis) logika a kovetkeztetések szerkezetét vizsgalja matematikai
modszerekkel. Formalizal, szabalyokat allapit meg, hogy a kijelentésekbdl ujabb kijelentésekre lehessen
kévetkeztetni. A matematikai logika egyik legnagyobb hatdsu kijelentése Kurt Godel osztrak matemati-
kus 1931-bél szarmazé tétele, miszerint minden ilyen matematikai rendszer - ha alapjaiban ellentmon-
dasmentes - sziikségszertien tartalmaz megoldhatatlan problémakat.

G Kezdetben a matematikai logika kifejezetten absztrakt és alapvetéen csak

.

togép és a killonb6zdé programozasi nyelvek megjelenésével uj teriileten  Kurt Godel

a matematikusokat érdeklé elméleti problémakkal foglalkozott. A szami-

nyert alkalmazast, és észrevétleniil mindennapi életiink részévé valt.
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FOGALMAK, TETELEK

I. HALMAZOK (Részletesen lasd 9. osztalyos tankonyyv, 6-9. lecke.)

A halmazt alapfogalomnak tekintjiik, nem adunk ra meghatarozast.

II.

D
D
D

Két halmazt egyenlének mondunk, ha ugyanazok az elemeik.
Ha egy halmaznak nincs eleme, akkor iires halmaznak nevezziik.
Egy halmazt véges halmaznak neveziink, ha van olyan szam, amelynél e halmaznak nincs t6bb eleme.

Egy halmazt végtelen halmaznak mondunk, ha nem véges. Mas széval: akarmekkora szamot adunk is meg,
a halmaznak ennél az adott szamnal is tobb eleme van.

Akkor mondjuk, hogy egy A halmaz részhalmaza egy B halmaznak, ha az [B]

A minden egyes eleme egyuttal eleme a B-nek is. Ha egy A halmaz részhalmaza

egy B halmaznak, és a B-nek olyan eleme is van, amely nem eleme az A-nak,

akkor az A-t a B valédi részhalmazanak nevezziik. Aek

Ha A és B halmaz, akkor azoknak a dolgoknak a halmazat, amelyek A és B koziil
legalabb az egyiknek elemei, az A és a B halmaz unidjanak (egyesitésének) ne-
vezzik. Jele: A U B.

Ha A és B halmaz, akkor azoknak a dolgoknak a halmazat, amelyek A-nak is és
B-nek is elemei, az A és a B halmaz metszetének (k6zos részének) nevezziik.
Jele: A N B.

Két halmazt diszjunktnak (idegennek) mondunk, ha nincs k6z9s elemiik.

Ha A és B halmaz, akkor azoknak a dolgoknak a halmazat, amelyek az A-nak
elemei, de a B-nek nem elemei, az A és a B kiilonbséghalmazanak nevezziik.
Jele: A\ B.

Ha H egy halmaz, és A ennek egy részhalmaza, akkor a H \ A halmazt az A
halmaz H-ra vonatkoz6 kiegészit6 vagy komplementer halmazanak nevezziik.

LOGIKA (Részletesen lasd 10. osztalyos tankonyv, 1-4. lecke.)

D

A logikaban azokat a kijelenté mondatokat, amelyekrél egyértelmtien eldonthetd, hogy a tartalmuk igaz vagy
nem, dllitdsoknak (kijelentéseknek) nevezziik. Az igaz, illetve a hamis megjelolés az allitas logikai értéke.

Egy A allitas tagadasanak (negdltjdnak) azt a masik allitast nevezziik, amely akkor és csakis akkor igaz, ha az
eredeti allitds hamis. Ennek a jele: —A.

Legyen A és B egy-egy allitas. A vagy B (jelekkel: A V' B) azt az allitast jelenti, amely igaz, ha A és B koziil legalabb
az egyik igaz, és hamis, ha mind A, mind B hamis. Itt az A és B allitast a VAGY miivelettel (diszjunkciéval) kap-
csoltuk dssze.

Legyen A és B egy-egy dllitas. A és B (jelekkel: A /A B) azt az allitast jelenti, amely igaz, ha A is és B is igaz, és
minden mds esetben hamis. Itt az A és B allitast az ES miivelettel (konjunkciéval) kapcsoltuk ssze.
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A tagadas, a konjunkcio és a diszjunkcid logikai miiveletek. E miiveletek igazsagtablazata:

Tagadas VAGY-miivelet ES-miivelet
A —A A B AV B A B ANB
igaz  hamis igaz igaz igaz igaz igaz igaz
hamis  igaz igaz  hamis  igaz igaz  hamis hamis
hamis  igaz igaz hamis  igaz  hamis
hamis hamis hamis hamis hamis hamis

ITI. KOMBINATORIKA (Részletesen lasd 11. osztalyos tankonyv, 28-34. lecke.)

D

Ha n (€ NY) kiilonb6z6 elemet valamilyen sorrendbe rakunk, akkor azt mondjuk, hogy megadtuk ezeknek az
elemeknek egy permutacidjat.

Barmely n € N* esetén n kiilonb6z6 elemnek 7! permutacidja van.
Ertelmet adunk az 1! és a 0! jel6lésnek is, 1! = 0! = 1.

Ha n (€ NY) kiilonb6z6 elem koziil kivélasztunk k (€ N*), k < n elemet ugy, hogy mindegyik elem legfeljebb egy-

rrrrrr

Barmely 1, k € N* (k =< n) esetén n kil6nb6z6 elem k-ad osztdlya varidcidinak a szdma:
nn—1)(n—-2)...(n—k+1).

Ha n (€ NY) kiilonb6z6 elem koziil kivélasztunk k (€ N*), k < n elemet ugy, hogy mindegyik elem legfeljebb egy-
szer vdlaszthato, és nem szamit a kivalasztott elemek sorrendje, akkor megadtuk az n elemnek egy k-ad osztalya
kombinacidjat.

!

Barmely n, k € N* (k < n) esetén n kiilonb6z6 elem k-ad osztdlyt kombindcidinak a szdma Tl

n

k

A binomialis eloszlas a visszatevéses mintavételre vonatkozik, vagyis olyan helyzetre, amikor ugyanazt a véletlen

Ezt a szamot ( )-Val jeloljiik.

kisérletet végezzik el n-szer egymas utan. Azt irja le, hogy hanyszor kovetkezik be egy adott esemény.
Annak a valdszintisége, hogy n kisérletb6l pontosan k-szor torténik az adott, p valdszinliségli esemény

(kSn;OSPSl); P:<z>,Pk,(1_P>n7k

IV. GRAFOK (Részletesen lasd 11. osztalyos tankonyv, 28. lecke.)

D

D

Ha véges szamu (nem nulla) pont koziil egyeseket egymassal 6sszekotiink, akkor a kapott abrat grafnak nevezziik.

Egy grafban a pontokat csticsoknak, az 6sszekotd vonalakat éleknek nevezziik. Az egyes pontokba futé élek szama
a pont fokszama.

Ha egy grafnak » pontja van (n € N*), és mindegyik pontjdbdl egy és csakis egy él vezet
az Osszes tobbi pontba, akkor ezt n pontu teljes grafnak nevezziik (1 pont is teljes graf).

n(n—1
Az n pontu teljes graf éleinek szama %

Minden gratban a pontok fokszamanak 6sszege az élek szamanak kétszerese.

Elméleti dsszefoglalas | GONDOLKODASI MODSZEREK, HALMAZOK, LOGIKA, KOMBINATORIKA
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FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

Igaz-e egy tetszlegesen megvalasztott A, B és C halmaz esetében, hogy A\ (B\ C) = (A\ B) \ C?

Megoldds

Nem igaz, mert ha példaulA=C #+ {}ésB={},akkor A\(B\C)=A\{}=A ¢é (A\B)\C=A\C={}+ A.
Megjegyzés

Annak a bizonyitasara, hogy egy ilyen tipusu (,minden” vagy ,tetsz6leges” esetre kimondott) allitds hamis, elegendd egyet-
len ellenpélddt mutatni. EllenKIDOLGOZOTT FELADAT az, amelyben az allitds feltételei teljesiilnek, de a bel6liik levont
kovetkeztetés nem egyezik meg az allitdsban megfogalmazottal.

A példaban egy jol megvalasztott ellenpéldaval igazoltuk, hogy az adott allitds nem igaz egy tetszdleges A, B és C halmaz
esetében.

FELADAT




HAZI FELADAT

A halmaz

Elemeinek szdma




FELADAT

A halmaz

B halmaz

C halmaz

D halmaz

x — 7 > 0 egyenlbtlenség
megolddshalmaza

x — 7 < 0 egyenlétlenség

megolddshalmaza
2 — x > 0 egyenlStlenség
megoldashalmaza
2 — x < 0 egyenl6tlenség
megolddshalmaza




HAZI FELADAT

A allitas B allitas
egyjegyl szam kisebb 15-nél
a 12 tobbszorose a 8 tobbszorose

kisebb 135-nél 5-re végz6dik

a négyzete kisebb 15-nél  nagyobb (-3)-nal

RAADAS
Korabbi érettségi feladatok:

(Kozépszintii érettségi, 2016. mdjus) Egy fiokban né- (Kozépszintii érettségi, 2013. oktéber) Tamas a sajat

hany sapka van. Tekintsiik a kovetkez6 allitast: felmérése alapjan a kovetkez6t allitja: Minden hdz-
»A fibkban minden sapka fekete.” tartdsban van televizié. Az alabbi négy allitds koziil
Valassza ki az alabbiak koziil az 6sszes allitast, amely valassza ki azt a kett6t, amely Tamas dllitasanak ta-
tagadasa a fentinek! gadasal

A: A fiokban minden sapka fehér. a) Semelyik haztartasban nincs televizio.

B: A fidkban nincs fekete sapka. b) Van olyan héztartas, ahol van televizid.

C: A fidkban van olyan sapka, amely nem fekete. c) Van olyan haztartas, ahol nincs televizio.

D: A fibkban nem minden sapka fekete. d) Nem minden haztartasban van televizié.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Hany olyan 5 jegyl szam van, amelynek mindegyik szam-
jegye nagyobb, mint a rakovetkez4?

Megoldds

A keresett szamok nyilvan 5 killonb6z6 szamjegyet tartal-
maznak, a legkisebb szdmjegy az egyes helyiértéken 4ll. Ha
5 kiilonb6z6 szamjegyet tekintiink, akkor ezekbdl egyetlen
olyan 6tjegytli szamot tudunk képezni, amely a kovetelmé-
nyeknek megfelel (példaul a 4, 8, 0, 7, 3 szamjegyekbdl a

FELADAT

Q)

|2

- \MI!IMI‘VH'H;H
g ole

et

87 430 szamot). Pontosan annyi megfelelé otjegyti szam
van tehat, ahdnyféleképpen a 10 szamjegy koziil 5 kiilon-

10
boz6t ki tudunk valasztani. Ez pedig ( 5 > = 252 lehet§sé-
get jelent.

Emlékezz!

Az (n) kifejezés a zsebszamologépek nCr felirati gombja-

k
val kozvetlentl kiszdmolhato.




HAZI FELADAT

RAADAS

Korabbi érettségi feladatok:

(Kozépszintii érettségi, 2007. mdjus) A varosi kozép-

iskolas egyéni teniszbajnoksag egyik csoportjaba ha-

tan kerdiltek: Andrds, Béla, Csaba, Dani, Ede és Feri.

A versenykiiras szerint barmely két fitnak pontosan

egyszer kell jatszania egymadssal. Eddig Andras mar

jatszott Bélaval, Danival és Ferivel. Béla jatszott mar

Edével is. Csaba csak Edével jatszott, Dani pedig

Andrason kiviil csak Ferivel. Ede és Feri egyarant két

mérkézésen van tul.

a) Szemléltesse graffal a lejatszott mérkézéseket!

b) Hany mérkdzés van még hatra?

¢) Hany olyan sorrend alakulhat ki, ahol a hat ver-
senyz6 koziil Dani az elsé két hely valamelyikén
végez?

(Kozépszintii érettségi, 2013. mdjus) Egy futdverseny
dont6jébe hat versenyzd jutott, jeloljik 6ket A, B, C,
D, E és F bettivel. A cél el6tt par méterrel mar lathato,
hogy C biztosan utols¢ lesz, tovabba az is biztos, hogy

K

B és D osztozik majd az elsd két helyen. Hanyfélekép-
pen alakulhat a hat versenyz6 sorrendje a célban, ha
nincs holtverseny? Vélaszat indokolja!

(Kozépszintii érettségi, 2016. mdjus) Zsofi gyertyakat
szeretne onteni, hogy megajandékozhassa a barata-
it. Ontéformanak egy négyzet alapu szabdlyos gulat
valaszt.

Az elkésziilt gula alaka gyertyak lapjait szeretné ki-
szinezni. Mindegyik lapot (az alaplapot és az oldal-
lapokat is) egy-egy szinnel, kékkel vagy zolddel fogja
szinezni.

Hanyféle kiilonb6z6 gyertyat tud Zsofi ilyen modon
elkésziteni?

(Két gyertyat kiillonbozének tekintiink, ha forgatassal
nem vihet6k egymadsba.)



FELADAT

Feldobunk egyszerre egy fekete és egy fehér szabd-

lyos dobokockat.

a) Hanyféle eredményt kaphatunk?

b) Hényféleképpen kaphatunk a két kockan kiilon-
b6z6 pontszamokat?

c) Igaz-e, hogy az esetek felében a fehér kockan na-
gyobb szam lesz, mint a feketén? Miért?

Tiz kempingez beosztotta, hogy egyikiik minden-
nap vasarol, masikuk féz, harmadikuk mosogat.
Hanyféle lehet egy napon a beosztas?

Egy kerékparos lampaban 5 LED (LED = vilagitasra
képes didda) van. A LED-ek egymastol fuggetleniil
mikodhetnek, legaldbb egy LED mindig vildgit.

a) Hany kilonb6zé médon vilagithat a lampa, ha
két vilagitast akkor tekintiink kiilonbozének, ha
nem ugyanazok a LED-ek vilagitanak?

b) Hany lehetdség van akkor, ha mindegyik LED fe-
héren vagy zo6lden vilagithat?

Hanyféleképpen vélaszthato ki 34 didk koziil 30, ha

7]
Y

a kivalasztottak koziil ketten 50 000 Ft, a tobbiek
15 000 Ft jutalmat kapnak?

Négy varos (A, B, C és D) kozott a kozosségi koz-
lekedési lehetéségeket a kovetkez6 tablazat foglalja
Ossze:

D C B

A Dbusz - busz

B busz, vonat busz

C busz, vonat, személyhajo busz

(A tablazatban feltiintetett kozlekedési eszkozok
kétiranyuaak, és nem érintik a tobbi varost.)

Készits grafot a feladatrol!

Hanyféle kiilonb6z6 médon lehet

a) A-bol D-be;

b) C-bsl A-ba

eljutni, ha az utazds soran a mar érintett varosba
nem megyiink vissza?

1

KESZOLIGNK AZ ERETTSEGIRE! | Gondolkoddsi midszerek, halmazok, logika, kembinaterika



HAZI FELADAT

RAADAS
Korabbi érettségi feladatok:

(Kozépszintii érettségi, 2011. oktéber)

a) Hany olyan négy kiillonb6zé szamjegybdl allo
négyjegyl szamot tudunk késziteni, amelynek
mindegyik szdmjegye eleme az {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7}
halmaznak?

b) Hény 4-gyel oszthaté hétjegy(i szam alkothaté az
1,2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl?

c) Hany olyan hatjegyd, hdarommal oszthaté szam
irhat¢ fel, amely csak az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegye-
ket tartalmazza, és e szamjegyek mindegyike leg-
alabb egyszer el6fordul benne?

(Kozépszintii érettségi, 2006. februdr) Egy szellemi ve-
télked6 dontdjébe 20 versenyzét hivnak be. A zstiri
az elsé harom helyezettet és két tovabbi kiilondijast
fog rangsorolni. A rangsorolt versenyz6k oklevelet és
jutalmat kapnak.

a)

b)

c)

d)

Az 6t rangsorolt versenyz6 mindegyike ugyan-
arra a szinhazi el6addsra kap egy-egy jutalomje-
gyet. Hanyféle kimenetele lehet ekkor a versenyen
a jutalmazasnak?

A dobogosok harom kiilonb6z6 értékdi konyv-
utalvanyt, a kiiléndijasok egyike egy szinhazje-
gyet, a masik egy hangversenyjegyet kap. Hany-
féle modon alakulhat ekkor a jutalmazas?

Ha madr elddlt, kik a rangsorolt versenyz6k, hany-
féle mdédon oszthatnak ki nekik jutalmul 6t kii-
16nb6z6 verseskotetet?

Kis Anna a dont6 egyik résztvevéje. Ha feltessziik,
hogy a résztvevok egyenld eséllyel versenyeznek,
mekkora a valédszintisége, hogy Kis Anna eléri a
hdarom dobogos hely egyikét, illetve hogy az 6t
rangsorolt személy egyike lesz?



126

A XXI. szazad emberének életét behalozzdk az adatok és az informacidk. Ahhoz, hogy a modern tarsadalom tagjai a min-
dennapokban vagy a foglalkozasukban eligazodjanak, ismerniiik kell a statisztika eszkozeit, meg kell érteniiik a szakembe-
rek adatgyjtd, rendszerezd, elemzé munkajanak eredményeit, hogy ezekbél a maguk szamara hasznalhaté kovetkeztetése-
ket vonhassanak le.

A tarsadalomra, a gazdasdgra, a politikdra vagy mas témakra vonatkozé adatok egy részét az dllampolgarok, gazdasagi és
egyéb szervezetek szolgaltatjak az dllamnak, mads résziik gytijtése nyilatkozatok, felmérések alapjan torténik, altalaban nem
is a teljes korre, csak bizonyos mintdra vonatkozéan. Ahhoz, hogy ez utébbiakbdl is viszonylag helyes kovetkeztetéseket
lehessen levonni, ,,j¢” médszereket kell kidolgozni az adatok gytjtésére, azok értékelésére és arra, hogyan terjesszék ki a
mintabol szerzett tapasztalatokat a széban forgé teljes halmazra. Ujabb tudoményos problémakat vetett fel az adatok
sokasagabol levont kovetkeztetések valdsdgértéke. Tudni kell, mennyire ,,pontosak” az adatok, szamolni kell azzal, hogy
mennyire valoszintek a beldliik levont kovetkeztetések.

A fentiek miatt valt szazadunkban a valdsziniiségszamitas a mindennapok tudomanyava. Ez a matematikai fejezet alig
négy-6tszaz esztendés. Kezdetben egyes szerencsejétékok nyerési esélyeit vizsgélta, nem kevés sikerrel. Eppen az itt felfede-
zett stratégiak révén jutott el a vilag szamos gazdasagilag, tarsadalmilag fontos felfedezéshez.

FOGALMAK, TETELEK

I. STATISZTIKA
(Részletesen lasd 9. osztalyos tankonyv, 40-43. lecke, illetve 12. osztalyos tankonyv, 36-45. lecke.)

a+a,+..+a,
n
D Véges sok szam atlaga (szamtani kozepe) az a szdm, amelyet ha mindegyik szdm helyére beirunk, ezek dsszege

Ha egy véges adatsokasagot alkot6 szamok a; a; ... a,, akkor ezek atlaga

nem valtozik meg.

Ha egy véges szamsokasagban van egy olyan szam, amely a legtobbszor fordul el, akkor ezt a szamot az adatsoka-
sag moduszanak nevezziik. Ha tobb ilyen szam van, akkor méduszok halmazarol beszéliink.

Ha egy véges szamsokasagnak paratlan szamu eleme van, és az adatokat novekedd sorrendben irjuk fel, akkor
a kozéps6 szamot az adatsokasag medianjanak nevezzik.

D  Ha egy véges szamsokasagnak paros szamu eleme van, és az adatokat novekedd sorrendben irjuk fel, akkor a két
kozépsé szamnak az 4tlagat a adatsokasag medianjanak nevezziik.
(A noveked6 sorrend azt jelenti, hogy egyik szam sem kisebb az el6tte [év6nél.)

D  Egy véges adatsokasag legnagyobb és legkisebb elemének kiilonbségét az adatsokasdg terjedelmének nevezziik.

Ha egy véges adatsokasagot alkotd szamok a;; a,; ... a,, és ezek atlaga A, akkor az adatsokasag atlagtdl vald atlagos

— A+ —Al+...+ —A
= abszolut eltérése | [*]4, | 4, |

n
Ha egy véges adatsokasagot alkot6é szamok a,, a,, ... a,, és ezeknek az atlaga A, akkor az adatsokasag szorasa

_A2+ _A2+“.+ —A2
D (sz6rodasa) \/ (=AY +(% n) (a,—A) ‘

KESZOLIONK AZ ERETTSEGIRE! | Statisztika, valisziniségszamitis



I1. VALOSZINUSEGSZAMITAS (Részletesen lasd 11. osztalyos tankonyv, 35-40. lecke.)

D

Ha egy kisérlet eredményét a tekintetbe vett koriilmények nem hatarozzak meg egyértelmiien, akkor ezt a kisér-
letet véletlen kisérletnek, az eredményét véletlen eseménynek mondjuk.

Ha az n szamu kisérletb6l all kisérletsorozatban egy esemény k-szor kovetkezett be, akkor azt mondjuk, hogy

ennek az eseménynek a gyakorisaga k, a relativ gyakorisaga k (k és n természetes szam, n = k).
n

Azt az eseményt, amely egy kisérletsorozat folyaman minden egyes kisérletnél megvalésul, biztos eseménynek
nevezziik. A biztos esemény valdszintsége 1.

Azt az eseményt, amely egy kisérletsorozat folyaman egyik kisérletnél sem valésulhat meg, lehetetlen esemény-
nek nevezziik. A lehetetlen esemény valdszintsége 0.

Két eseményt egymast kizaronak mondunk, ha egyetlen kisérletnél sem kovetkezhet be mindketto.

Ha két esemény olyan, hogy egy kisérletsorozatban minden egyes kisérletnél az egyik és csak az egyik valosul
meg, akkor ezeket az adott kisérletre vonatkozéan egymas kiegészité (komplementer) eseményének nevezziik.

Legyen A és B valamely véletlen kisérletsorozatra vonatkozd egy-egy esemény.

Azt az eseményt nevezzitk az A és a B

- 0sszegének, amely akkor és csak akkor valésul meg, ha A vagy B megvalésul (jele: A + B);
- szorzatanak, amely akkor és csak akkor valosul meg, ha A is és B is megvaldsul (jele: A - B).

Ha egy kisérletnek véges szamu kimenetele lehet, akkor ezeket az adott kisérletre vonatkozéan elemi események-
nek nevezziik. Egy véletlen kisérlet elemi eseményei egymast paronként kizarjak, osszegiik a biztos esemény.

Egy véletlen kisérlet soran mindegyik kimenetelhez (elemi eseményhez) egy-egy nemnegativ szaimot rendeltiink
hozza, és azt mondtuk, hogy ez a szam a lehetséges kimenetel esélye, mas szoval valészintisége.

Ha egy véletlen kisérletnél véges szdamui, egyenléen valészinii elemi esemény van, akkor a klasszikus valdszintiség-
szamitasi modell szerint ugy kapjuk meg egy esemény val6szintségét, hogy a kedvezd elemi események szamat
kedvez6 elemi események szama

elosztjuk az dsszes elemi esemény szamaval:

Osszes esemény szama

Elméleti dsszefoglalas | STATISZTIKA, VALGSZINOSEGSZAMITAS
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FELADAT

Nyelvi osztaly
Matematika osztaly

Informatikai osztaly

A szavazok szdma

Korcsoport

18-27
28-37
38-47
48-57
58-67
68 évtdl

Ev  Afrika
1999 8,4
2000 5,5

9. évfolyam

21
32
28
35
16
45

Amerika
12,2
6,7

36
34
35

(ezer £6)

Azsia

10. évfolyam 12. évfolyam
33 30 28
33 29 31
34 34 30

11. évfolyam

Bevasarlokozpontra ~ Hangversenyteremre

Parkra szavazott
szavazott

szavazott
27% 57%
48% 15%
15% 53%
25%
50%

30%

Eurépa
23,8
19,6




Egy nagyvallalat vezetdsége életkori csoportok szerint szeretné rendszerezni a fels6foku végzettségli dolgozdinak

a szamdt és az ardnyait.

Eletkor Létszam A diplomas dolgozdk
relativ gyakorisdaga gyakorisaga

20 év alatt 420 0

20-29 3645 0,75

30-39 5280 0,53

40-49 7013 0,32

50-59 4339 0,42

60 évtol 2106 0.95

a) Hanyan dolgoznak ennél a vallalatnal?
b) Toltsd ki az iiresen maradt rovatokat!

c) Mennyi a dolgozok kozott a diplomasok relativ gyakorisaga?

d) Mennyi a diplomasok relativ gyakorisaga a legalabb 50 évesek kozott?

e) Mennyi a diplomasok relativ gyakorisaga a 30 év alattiak kozott?

f) Mennyi annak a valdszintsége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott dolgozé 30 és 49 év kozotti diplomas?

HAZI FELADAT

Egy kozépiskola 582 didkja koziil 120-an kollégistak, 373-an helyben laknak, a tobbiek bejarok.

N
H

48.

Helyben lakok  Kollégistak
373 120
3,11 4,12

Létszam

Félévi atlageredmény

a) Mennyi volt a tanulok félévi atlageredménye?

Bejarok

3,78

b) Mennyi a harom csoportot tekintve az atlagtol mért 4tlagos abszolut eltérés?

c) Mennyit kellene év végéig javitaniuk a helyben lakéknak, hogy a masik két csoport valtozatlan eredménye mel-

lett az iskola atlaga elérje a 3,5-et?

Egy élelmiszer-aruhaz reprezentativ felmérés keretében
arrol kérdezte meg vasarloit, hogy van-e torzsvasarloi
kartyajuk, illetve hogy igénybe veszik-e az aruhaz altal
felkinalt kuponokat. A valaszadok 60%-anak van torzs-
vasarloi kartydja, 25%-uk hasznalja a kuponokat. A fel-
meérésben részt vevok 12%-a valaszolt igennel mindkét
kérdésre.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy egy véletlenszertien
kivélasztott vasarlo hasznalja a fenti két kedvezmény
valamelyikét?

b) Az 4ruhdz becslése szerint kortilbelil 10-12 ezer
rendszeres vasarlojuk lehet. Koziiliik hanyan nem él-
nek a fenti lehet6ségek egyikével sem?

lecke | ADATOK, TABLAZATOK

1



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy kozépiskolaban két végzds (12-es) osztaly van. A 12. A

osztalyba 11 lany és 13 fig, a 12. B osztalyaba 15 lany és 10

fit tanulo jar.

a)

b)

A 12. A osztély és a 12. B osztaly is véletlenszertien ki-
jelol egy-egy diakot arra, hogy a ballagasi tinnepségen
az osztalyuk nevében elmondja a bucstzd beszédet.
Mekkora annak a valdszintisége, hogy mindkét tanuld
lany?

Egy Gjsagird interjut készit az érettségirdl. Véletlensze-
rlien kivalaszt két végzos diakot. Mekkora a valoszind-
sége, hogy mindkét tanul¢ lany?

Megoldds

a)

Az A osztaly létszama 24 £6, a B osztalyé pedig 25 f6.
A beszéd megtartasara Osszesen 24 - 25 = 600 kiilon-

FELADAT

b)

b6z6 modon valaszthatnak a két osztalybdl egy-egy
didkot. Az A osztalybdl 11-féleképpen, a B-bél 15-féle-
képpen valaszthatnak lanyt, vagyis a két lany valaszta-
sara 11 - 15 = 165 kiilonb6z6 lehetéségiik van.

A kérdezett valoszintiség tehat % = % =0,275.

Az Ujsagird a 49 tanuld koziil valaszt ki kettét, tehat az

Y i Y , 49
egyenlden valdszint lehet6ségek szama: ( ) ) =1176.

A két osztalyban 6sszesen 26 lany van, koziilitk barme-

lyik kettd egyenlé valdszintséggel vélaszthato, tehat a
26

kedvezé esetek szama ( 5 > = 325, a kérdezett valoszi-

325

1176 ~ 0,276.

nuség pedig




HAZI FELADAT

RAADAS

Koréabbi érettségi feladat:

BN (Kozépszintii érettségi, 2010. okidber) Egy kockajdtékban egy menet abbdl all, hogy szabalyos dobdkockaval kétszer
dobunk egymas utan. Egy dobds 1 pontot ér, ha négyest vagy 6tost dobunk, egyébként a dobasért nem jar pont. A me-
netet gy pontozzak, hogy a két dobasért jaré pontszamot osszeadjak.

a) Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy menetben 1 pontot szerziink, és azt az elsé dobasért kapjuk?
b) Minek nagyobb a valészintisége:

- annak, hogy egy menetben szerziink pontot, vagy

- annak, hogy egy menetben nem szerziink pontot?

(Kozépszintii érettségi, 2016. mdjus) Zsofi gyertyakat szeretne dnteni, hogy megajandékozhassa a bartait. Ontéforma-
nak egy négyzet alapt szabalyos gulat valaszt. A gyertyak ontéséhez harom kiilonboz6 fajta ,varazskandcot” hasznal.
Mindegyik fajta ,varazskandc” fehér szind, de meggyujtaskor (a benne 1év6 anyagtol fliggéen) az egyik fajta piros, a
masik lila, a harmadik narancssarga langgal ég.

Zsofi hétfén egy dobozba tesz 6 darab gyertyat, mindharom fajtabdl kett6t-kett6t. Keddtdl kezdve mindennap vé-
letlenszertien kivesz egy gyertyat a dobozbdl, és meggytjtja. Szamitsa ki annak a valészintiségét, hogy Zséfi az elsé
harom nap harom kiilonb6z6 szint langgal égé gyertyat gyujt meg!



KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy hosszt id6 6ta forgalmazott gyogyszer esetében nagyon sok megfigyelés alapjan gy tapasztaltak, hogy mindéssze 3%

annak valdszintsége, hogy a gyogyszer szedése kozben valamilyen mellékhatas lépjen fel. Ha a gyogyszerrel kezelt betegek
kozil 100 alkalommal megvizsgalnak egy-egy véletlenszertien kivalasztott beteget, akkor mennyi annak a valdszintisége,
hogy

a) egyik esetben sem;

b) éppen hirom esetben;

c) haromnal kevesebb esetben

voltak tapasztalhatok a mellékhatdsok?

Megoldds

11. osztalyban tanultunk arrol, hogy ha egy véletlen kisérletet tobbszor elvégziink egymas utan, akkor hogyan szamithaté ki

annak a valoszintsége, hogy megadott szamu esetben kovetkezik be egy adott esemény (binomidlis eloszlas).

a) 0,97 annak a valészintisége, hogy egy kivalasztott betegnél nem tapasztalhaté mellékhatas. Ha a kivalasztast 100 alka-
lommal ismételjiik, akkor a kérdezett valészintiség 0,97'" =~ 0,048, azaz kb. 5%.

100
b) A binomialis eloszlasra adott képlet szerint a kérdezett valszintiség: ( > -0,03*-0,97” = 0,227, vagyis kb. 23%.

3
100 100
19) ( ) )~o,o32-o,9798+( ) >-0,03~0,97”+0,97‘°°z 0,420, azaz kb. 42%.

FELADAT




HAZI FELADAT

RAADAS

S Szamitogéppel készits eloszldstablazatot a 2. hazi feladathoz! A tablazat elsé soraban alljanak a természetes szamok

0-td1 20-ig, a masodik sorba pedig mindegyik szam ald ird oda annak a val6sziniségét, hogy pontosan annyiszor esik
a piros lapjara a tetraéder, amennyit az els6 sorban 1év6 szam mutat!

Korabbi érettségi feladat:

PN (Kozépszintil érettségi, 2009. mdjus) A marcipdngomboket gyarté gép mikddése nem volt hibatlan. A mintavétellel
végzett mindség-ellendrzés kideritette, hogy a legyartott gombok 10%-aban a marcipangdmb mérete nem felel meg

az el6irtnak. A mar legyartott nagy mennyiségti gémb koziil 10-et kivalasztva mekkora annak a valdszintsége, hogy a
kivalasztottak kozott pontosan 4-nek a mérete nem felel meg az eléirasnak?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy egészségligyi felmérés szerint a dohanyzas a tiidérakos

megbetegedés egyik kockazati tényezéje (rizikéfaktora).

Tarsadalmi méretekben jellemzd, hogy az aktiv dohanyo-

sok 10%-a tiidérakos, mig a nemdohanyosoknak mindész-

sze 0,9%-a.

Egy 100 000 lakosu telepiilésen a lakosok 30%-a rendsze-

res dohdnyos. Ha a bevezetdben emlitett statisztikai adatok

ezen a telepiilésen is érvényesek, akkor

a) hany tiidérakban megbetegedett dohanyos van ezen
a teleptilésen;

b) hany tiidérdkban megbetegedett nemdohanyos van
ezen a telepiilésen;

c) egy tiidérdkban megbetegedett embert talalomra kiva-
lasztva mekkora annak a valdszintsége, hogy az aktiv
dohanyos;

d) egynem tiidérakos embert kivalasztva mekkora a valo-
szinlisége, hogy nemdohanyos?

FELADAT

Lanyok  Fitk
A tanuldk szama 165
A tanuldk %-os aranya
A kosarlabdazok szama

A kosarlabdazdok %-os ardnya

=1
a lanyok, illetve a fitk kozott 8

Megoldds
a) A dohdnyosok szama 30 000, ennek 10%-a 3000.
b) A nemdohanyosok szama 70 000, ennek a 0,9%-a 630.

¢) Az a) és a b) pontban kapott eredményiink szerint a
varosban 3630 tiidérakos van, koziilitk 3000 dohdnyos.
Tehat a tuddrakban megbetegedett emberek kozil

egyet kivalasztva 3000 . ,83, azaz 83% annak az esé-

3630
lye, hogy az illet6 dohanyos.

d) A nem tidSérakos emberek szdma a telepiilésen
100 000 — 3630 = 96 370, kozottiik 70 000 — 630 = 69 370
a nemdohanyosok szama. Tehat a nem tiidéra-
kos emberek kozill egyet véletlenszertien kivalaszt-

69370 % esé ;
Va gesog 0,72, azaz 72% eséllyel nemdohanyost

valasztunk (és csak 28% eséllyel dohanyost).

Osszes




HAZI FELADAT
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RAADAS

Korabbi érettségi feladat

(Kozépszintii érettségi, 2015. mdjus) A bioldgiaérettségi egyik tesztkérdésénél a megadott 6t valaszlehetdség koziil a két jot
kell megjel6lni.
a) Szamitsa ki annak a valdszintiségét, hogy az 6t lehetéség koziil kett6t véletlenszertien kivélasztva a két jo valaszt talaljuk el!

Nori, Judit és Gergé egy 58 kérdésbdl 4llé bioldgiateszttel mérik fel tudasukat az érettségi elétt. A kitoltés utdn, a helyes

valaszokat megnézve az deriilt ki, hogy Néri 32, Judit 38 kérdést valaszolt meg helyesen, és 21 olyan kérdés volt, amelyre

mindketten jé valaszt adtak. Megallapitottak azt is, hogy 11 kérdésre mindharman helyesen vélaszoltak, és Gergé helyesen

megoldott feladatai koziil 17-et Nori is, 19-et Judit is jél oldott meg. Volt viszont 4 olyan kérdés, amelyet egyikiik sem tudott

jol megvalaszolni.

b) Szamitsa ki annak a valdszintiségét, hogy egy kérdést véletlenszertien kivélasztva arra Gergd helyes valaszt adott! Vala-
szat hdrom tizedesjegyre kerekitve adja meg!

Nori a bioldgia és kémia szdbeli érettségire késziil. Biologiabol 28, kémiabdl 30 tételt kell megtanulnia. Az els napra mind-
két targybol 3-3 tételt szeretne kivélasztani, majd a kivélasztott tételeket sorba allitani tigy, hogy a két tantargy tételei felvalt-
va kovessék egymast.

c) Szamitsa ki, hanyféleképpen allithatja 6ssze Nori az elsé napra szo6l6 tanuldsi programjat!



A szamtan - mint neve is mutatja — a szamok, a szdmolas tudomdnya, egyértelmiien a matematika legrégebbi és legszerte-

agazobb tertilete. Az ujjakon végzett egyszert szamolastdl napjaink szuperszamitdgépeiig tartd fejlodést lehetetlen lenne

néhany sorban 6sszefoglalni, hiszen egy-egy mérfoldkove, mint példaul a tizes szamrendszer térhoditasa vagy a masodfoku

egyenlet megoldasa is oldalakat igényelne.

FOGALMAK, TETELEK

I. VALOS SZAMOK
(Részletesen lasd 9. osztalyos tankonyv 11-28. lecke, 10. osztalyos tankonyv 6-10. lecke,
11. osztalyos tankonyv 42-59. lecke.)

D

O 904

Azokat a szamokat, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként, racionalis szamoknak nevezziik. A racio-
nalis szamok tizedes tort alakja véges vagy végtelen szakaszos. A raciondlis szamok halmazanak jele: Q.

A nem racionalis szimokat (két egész szam hanyadosaként nem irhatok fel) irracionalis szamoknak nevezziik.
Az irracionalis szamok tizedes tort alakja végtelen, nem szakaszos. Az irraciondlis szamok halmazanak jele: Q*.

A raciondlis és irracionalis szamokat kozos néven valos szamoknak nevezziik. A valés szamok halmazanak jele: R.

Egy a pozitiv egész szamot akkor nevezzik egy b pozitiv egész szam osztojanak, ha van olyan ¢ pozitiv egész
szam, hogy ac = b. Ha a oszt6ja b-nek, akkor a b-t az a szam tobbszorosének mondjuk.

Ha egy pozitiv egész szamnak pontosan két pozitiv osztoja van (az 1 és 6nmaga), akkor ezt primszamnak nevez-
ziik. Ha egy 1-nél nagyobb egész szam nem primszam, akkor ezt Osszetett szamnak nevezziik.

Barmely két valos szam Osszege, kiilonbsége, szorzata és hdanyadosa (kivéve a 0-val valé osztast) szintén valds szam.
A 0-val val6 osztasnak nem adunk értelmet.

Valds szamok Osszeadasanak és szorzasanak tulajdonsagai:

a+b=b+a a-b=b-a (kommutativitas, felcserélhetéség)

(a+b)+c=a+b+c); (a-b)-c=a-(b-c) (asszociativitas, csoportosithatosag)

(a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitds, széttagolhatdsag)

Valos szam egész kitevdjii hatvanyai:

Ha a #+ 0 valds szam, n pedig pozitiv egész szam, akkor

a'=a-a-a-...-a (ndarabtényezd); a’'=1; a’= %
a

Ha az n pozitiv egész szam, akkor 0" = 0.

A 0-nak nem értelmezziik sem a nulladik hatvanyat, sem negativ kitev6ji hatvanyat.

A hatvanyozas azonossagai:

Minden olyan g, b, m és n esetében, amelyekre értelmiik van a kovetkez6 kifejezéseknek, igaz, hogy

- n n
am.an:aern; am:an:am n; (am)n:amn (ab)n:an_bn; (%):%

Ha a nemnegativ szam, akkor azt a nemnegativ szamot, amelynek a négyzete az a-val egyenld, az a szam négy-
zetgyokének nevezzik. Jele: va .

A négyzetgyokvonas azonossagai:

Minden olyan a és b esetében, amelyekre értelmiik van a kovetkez6 kifejezéseknek, igaz, hogy

. Aa_ [m. oy
ab=das s [T (faY = V7.

08 ; n ; 2 fe o - - i S 2
Pozitiv valos a szém esetén: (v a) = a, és minden valds a szdm esetén v a” =|a |.

KESZOLIGNK AZ ERETTSEGIRE! | Szimtan, algebra



Ha a pozitiv szam, n pedig 1-nél nagyobb egész szam, akkor azt a pozitiv szamot, amelynek az n-edik hatvanya az
a-val egyenld, az a szém n-edik gyokének nevezziik. Jele: v a .

D Ugyanezt a szdmot igy is szoktuk jelolni: a%.
Ha a val6s szam, n pedig 1-nél nagyobb pdratlan egész szam, akkor azt a valds szamot, amelynek az n-edik hatva-
nya az a-val egyenld, az a szam n-edik gyokének nevezziik.
Ha a pozitiv szam, n 1-nél nagyobb egész szam, és m egész szam, akkor azt a pozitiv szamot, amelynek az n-edik
p hatvinya (a")-nel egyenld, az a szdm %—edik hatvanyanak nevezziik.

Kétféleképpen is jel6lhetjiik: a ", illetve vV'a™ .

ata,+..+a4,
n

D Véges sok szam szamtani kozepe (4tlaga) az a szdm, amelyet ha mindegyik szam helyére beirunk, ezeknek az

Az aj;a,;...; a, valos szamok szamtani kozepe:

Osszege nem valtozik meg.

N darab pozitiv szam mértani kozepe a szamok szorzatanak n-edik gyoke: %/a, - a, - a;- ... a,.
D  Két pozitiv szam mértani kdzepe az a szam, amelyet a szamok helyére beirva a szorzatuk nem valtozik meg.

Az a, b pozitiv szimok mértani kozepe: vab .

Két pozitiv szam szdmtani kézepe nem kisebb a mértani kozepiiknél. Egyenldség akkor és csakis akkor all fenn,

T haa két szam egyenlé. Azaz 4 '5 b > ab.

Ha a és b pozitiv valos szam és a + 1, akkor azt a kitevSt, amelyre az a-t emelve b-t kapunk, a b szam a alapu

logaritmusanak nevezziik. Jele: log, b. Masként: a"*%" = b.

A logaritmus azonossagai:

T  Minden olyan a, m, n és k esetében, amelyekre értelmiik van a kdvetkezd kifejezéseknek, igaz, hogy
log (mn) =log,m +log, n; log, % =log,m —log,n; log m"=klog,m.

II. ALGEBRA
(Részletesen lasd 9. osztalyos tankonyv 59-76. lecke, 10. osztalyos tankonyv 34-44. és 79-86. lecke.)

Nevezetes algebrai azonossagok:
Akarmelyik valds szamot jeloli is az a és a b bet, igaz, hogy
D (a+bl=d"+2ab+b% (a—b)Y’=a"—2ab+b%
(a+b)l=a’+3a’b+3ab>+ b5 (a—b)=a’—3a’b+3ab>—b".
(a+b)-(a—b)=a’—b%
Egy egyismeretlenes egyenlet vagy egyenlétlenség értelmezési tartomanya az 6sszes olyan valés szamnak a hal-
maza, amelyeken az egyenletben szerepl6 valamennyi kifejezésnek értelme van.
Egy egyismeretlenes egyenlethez vagy egyenlétlenséghez gyakran megadunk egy alaphalmazt. Ez a val6s szamok
halmazanak az a részhalmaza, amelynek az elemei kozott a megoldasokat keressiik.

A masodfoku egyenlet altalanos alakja ax® + bx + ¢ = 0, ahol a, b, ¢ val6s szdmok és a # 0.
Az ax’ + bx + ¢ = 0 (a # 0) masodfoku egyenlet diszkriminansanak a D = b® — 4ac szamot nevezziik.
Ha a diszkriminans pozitiv, akkor az egyenletnek az R halmazon két kiilonb6zé gyoke van, amelyeket az

D
_ —b+Vb*—4ac
2a

i X, = un. megoldoképlettel is megkaphatjuk.

b

Ha a diszkriminans nulla (D = 0), akkor az egyenletnek egy gyoke van, az x = ;7 szam.

Ha a diszkriminans negativ (D < 0), akkor az egyenletnek nincs valds gyoke.

Ha az ax’ + bx + ¢ = 0 (a # 0) masodfokt egyenletnek az R halmazon két gyoke van: x, és x,, akkor
D ax’+ bx+ c=a(x — x)(x — x,). Most a masodfoku polinomot gydktényezés alakban irtuk fel.
Ha az egyenlet egyetlen valos gyoke az x,, akkor ax’ + bx+ ¢ = a(x— x, ).

Elméleti Gsszefoglalds | STAMTAN, ALGEBRA 131



BEVEZETO

A korai szamitogépekbe az adatokat lyukkartydk segitségével vitték
be, és a gép az eredményeket is ilyen lyukkartyak segitségével kozolte.
A lyukkartyak egyik tipusa a kettes szamrendszert hasznalta. Figyeljiik
meg, hogy milyen rendszer szerint értelmezi a gép a lyukkdrtyakat!

128 64 32 8 4 2 1 16
128 64 16 8 2 1 36
128 64 8 4 2 1 48

64 32 16 4 139

A tablazat celldiban (az utolsé6 oszlopot kivéve) a 2 hatvanyai szerepel-

nek. Az egyes sorok eredményét ugy kapjuk meg, hogy osszeadjuk a

»kilyukasztott” helyeken 1év6 szamokat. Példdul a masodik sor azt mutatja, hogy a keresett szam a 32 + 4 = 36.
Hasonldan a harmadik sorban a 16 + 32 = 48, a negyedikben pedig a 128 + 8 + 2 + 1 = 139 eredmény adddik.
A lyukasztas ismeretében konnyen felirhatjuk az utolsé oszlopban 1évé (pirossal irt) szamokat a kettes szamrendszerben:

a ,,lyuk” helyére az 1 szamjegyet, a tobbi helyre a 0 szdmjegyet irjuk. Természetesen a szam elejére keriilé 0-kat elhagyjuk.

16 = 1 0000,;
36=32+4=100100,
139 =128 + 8 +2 + 1 = 1000 1011,.

FELADAT

Oldd meg a feladatokat a bevezetd feladat mddszerével!
a) Melyik tizes szamrendszerbeli szamokat adja ki a

gép?
128 32116 | 8 4 1
128 | 64 | 32 2 1

64 16 4| 2

[rjuk 4t 6-0s szamrendszerbe a 3014, szamot!

Megoldas

Elészor atirjuk az adott szamot 10-es szamrendszerbe:

3014,=3-5+0-5+1-5+4=
=3-1254+0-25+1-5+4=384.

138

b) Jelold meg a lyukkartyan a tablazat utols6 osz-
lopaban szerepld, (pirossal irt) tizes szamrend-
szerben megadott szamokat!

128|164 |32 |16 | 8 | 4 | 2 | 1 80

128|164 |32 |16 | 8 | 4 | 2 | 1 78

128| 64|32 |16 | 8 | 4 | 2 [ 1 | 193

Ezutdn a 10-es szamrendszerbdl tériink 4t a 6-osra.

A 6 legkisebb hatvanyai: 1, 6, 36, 216, 1296. Koziilik a 216
még kisebb a 384-nél, de az 1296 mér nagyobb nala.
384=1-216 + 168; 168 =4-36 + 24; 24=4-6.
Tehat 3014, =384=1-216+4-36+4-6 + 0- 1, vagyis
384 = 1440,

KESZOLIGNK AZ ERETTSEGIRE! | Szimtan, algebra



FELADAT

HAZI FELADAT

RAADAS

A természetes szamok halmazaban hivatasos és ,,miikedvel” matematikusok egyarant szamtalan izgalmas kérdést vetettek
fel. A problémak kozott vannak igen hiresek, mint példaul a Fermat-tétel (Pierre de Fermat, 1601-1665, francia jogasz és
miikedvel6 matematikus). Ez azt mondja ki, hogy ha n > 2 egész szam, akkor nincsenek olyan nullatél kiilonbozé x, y, z
egészek, amelyekre x" + y" = 2" teljesiil. Az n = 2 esetnek végtelen sok kiil6nb6z6 megoldasa van (pitagoraszi szamharma-
sok). Példdul 3% + 4% = 5% vagy 20” + 21° = 29°.

A Fermat-tételben megfogalmazott allitast tobb mint 300 évig nem tudtak bizonyitani, igy egészen 1994-ig Fermat-sejtés
néven volt ismert. A ma ismert bizonyitas Andrew Wiles princetoni professzor érdeme, hétévnyi titokban végzett munkéval
sikeriilt belatnia az allitast.

Erdekes kérdést vizsgalt Mersenne (Marin Mersenne, 1588-1648) francia szerzetes, matematikus és fizikus. A primszdmok
kozétt tobb olyan is van, amely a 2-nek egy pozitiv egész kitevéji hatvanyandl pontosan 1-gyel kisebb. Példdul 3 = 2> — 1,
7=2"—1,31=2°-1, 8191 = 2" — 1. Ezeket a primeket Mersenne-primeknek nevezziik.

Maig eldontetlen kérdés, hogy végtelen sok Mersenne-prim létezik-e.

A szamitoégépes titkositasban nagy szerepiik van a primszdmoknak, igy napjainkban is fontos hirként szamolnak be arrol,
ha egy tjabb, az eddig ismerteknél is nagyobb 2" — 1 alakd szamrdl sikeriil belatni, hogy Mersenne-prim. Egy ilyen nagyon
nagy prim: 2% %' — 1. (Szémitsd ki, hogy hany szdmjegye van ennek az egész szdmnak!)



Egy vallalkozé ujszilott kislanya szamadra 18 évre elhelyez a bankban egy nagyobb
osszeget. Ugy tervezi, hogy lednya a nagykorusiga elérésekor 1 millié forinttal in-
dulhasson az életbe. Mekkora legyen a lekotott 6sszeg, hogy az 5,5%-os kamat mel-
lett 18 év alatt 1 milliéra novekedjék?

P

A kamatos kamat képlete szerint n év és p%-os kamat mellett x forint x - <1 + W)

forintra né. Tehat a jelen esetben 1 000 000 = x- 1,055', vagyis a lekétendé dsszeg:

x = 1000000 - 351 466 forint.
1,055

A vallalkozé ezért tigy dontétt, hogy 382 000 forintot kot le.

FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

Irjuk fel (szdmolégép hasznalata nélkiil) egyszer(ibb alak-

A logaritmus definiciéja miatt 7'°%? =2, tovibbi

bana 70 =L esert 147 = 142 L= 4
a) 14-7°9°7";  b) log,(log,;2 + 2 - log,,3) szamot!
b) Alkalmazzuk a logaritmus azonossagait!

Megolds log,,2 + 2 - log,,3 =log,,2 + log,, 3=

a) A hatvanyozas azonossaga miatt
14 - 710g,2—1 =14 - 7log72 . 7—1'

=log,,2 + log,,9 = log, 18

A logaritmus definicidja szerint log,, 18 = 1;
A kifejezés értéke tehat: log, 1 = 0.
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FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

<05 Mi az értelmezési tartomdnya a kovetkezd tortnek? A nevez8ben: 3x* — 6x = 3x(x — 2).
Ha lehet, egyszertisitsd! Mivel egy tort nevezdje nem lehet 0, ezért x # 0 és x # 2.
2x°—2x—4 Tehat az értelmezési tartomany: R\ {0; 2}.
3%’ — 6x 2P —2x—2 _ 2(x—2)(x+1)
Megolds ’3.x2 —6x . 336(,)6,_ D . .
. Latjuk, hogy a szamlald és a nevezd is oszthatd (x — 2)-vel,

Alakitsuk szorzatta a szamlalot és a nevez6t! Ehhez el6szor 2(x+1)
oldjuk meg a kovetkezd egyenletet: 2x* — 2x — 4 = 0. ezérta tort egyszerfisitett alakja: ———=.
A megoldoképlet alapjan: x, = —1 és x, = 2. Ennek segitsé-
gével: 2x* —2x — 4 =2(x — 2)(x + 1).

FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

Mi az értelmezési tartomdnya a kovetkez6 kifejezésnek?

a) vx—4; b) log, (4x—3); c) tg<x+%).

Megoldds
a) Mivel a gyok alatti kifejezés nem lehet negativ, ezért: x —4 = 0, ebbdl x = 4. Tehat az értelmezési tartomany a 4 vagy
annal nagyobb szamok halmaza, masként jelolve: [4; 0.



b) Mivel a logaritmus csak pozitiv szamokra van értelmezve, ezért
4x—3 > 0, ebbdl x > 0,75. Az értelmezési tartomany: ]0,75; <o[.

¢) A tangensfiiggvény ott nem értelmezhetd, ahol a koszinuszfiiggvény értéke 0.

T ot T 4T
cos(x+ 3)7é0m1att.x+ 3 + 5 + kr,ahol k € Z.
Ebb61x¢%+k7r.

TehéthR\{%+k7r,keZ}.

FELADAT

HAZI FELADAT
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KIDOLGOZOTT FELADAT

2
Oldjuk meg a 122967_3
4x"—4x+1

=7 egyenletet a valos szamok halmazan!

Megoldds
El6észor megallapitjuk, mi az adott egyenlet értelmezési tartomdnya. Ehhez azt kell megvizsgalnunk, hogy az x-nek mely
értékei esetén 0 a nevezd. A nevezdben all6 masodfoku polinom: 4x” — 4x + 1 = (2x — 1. Ez akkor és csakis akkor egyenl
0-val, ha 2x — 1 = 0, vagyis x = 0,5.
Tehat az adott egyenlet értelmezési tartomdnya az R\ {0,5} halmaz.
Elsé modszer
Az egyenlet megoldasat ugy kezdjiik, hogy egyszertsitjiik a bal oldalan 4ll6 algebrai tortet. Ehhez a szamlaldt is és a nevezét
is szorzatta alakitjuk:

2x2—3 _ 3-(4’—1) 3-(2x+1)(2x—1) 3-(2x+1) ex43
4 — 4x+ 1 (2x—1) (2x— 1) 2x—1 2x—1°

b % =7 egyenletet kell megoldanunk, figyelembe véve az eredeti

Most mar az eredeti helyett csak a joval egyszertib

értelmezési tartomanyt. A mérlegelv alkalmazasaval folytatjuk a megoldast:

6x+3 _ . _
2x—1_7 /- (2x—1)

6x+3=7-(2x—1); 6x+3=14x-7, 8x =10; x=1,25.
Az 1,25 eleme az értelmezési tartomanynak.

Mivel az R\ {0,5} halmazon az atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért az 1,25 megoldasa az eredeti egyenletnek.
\

Mdsodik médszer

A megoldast most is az értelmezési tartomany megallapitasaval
kezdjiik, mint az elsé esetben.

A mérlegelvvel oldjuk meg az adott egyenletet:

2
=3 g /- (4% —dx+1)
4x"—4x+1

126" —3=7-(4x" — 4x + 1);
126 —3=28x"—28x+7

16x> —28x+10 =0 /:2
8x’—14x+5=0
Megoldoképlettel:

_ 14414’ 4-8-5 _14+V36 _14+6 _7+3,
12 16 16 16 8
x1=74g—3=%=%=1,25 és xzz%zgzo,s.

12:1,25°~3 1575 _
4-1,25—4-1,25+1 225

A 0,5 nem eleme az értelmezési tartomanynak. Azt mondjuk, hogy a 0,5 hamis gyok, mert nem gyoke az eredeti egyenlet-

Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy az 1,25 gyoke az adott egyenletnek:

nek, csak a megoldas soran fellép6 tjabb egyenleteknek. (Behelyettesitéssel is megallapithatnank, hogy a 0,5 nem megoldas:
ekkor a tort nevezdjének értéke 0 lenne.)
Az egyenlet megoldasa: x = 1,25.



FELADAT

0Oldd meg a val6s szamok halmazan a
3x—2)
% =—1 egyenletet!

22—
Oldd meg a valos szamok halmazan az egyenleteket!

a) 2x4—5_1—62x+220)

b) (3x+2)—(5—4x) = 10x—21.

Oldd meg az egyenleteket az egész szamok halmazan!
a) 2(x—3)+4(x+1)=5(x—1)+x+3;
b) 2(5x—8)—3(4x—5)=4(3x—4)+11;

¢) <2y—15>2_<2y—3>2:18;

2 2
1 1 \_ 50,
4 Xz ty—1)" o
x+2 , x—2 _ 5
® sty 22

N S 574 !
Miag X+4 _5__2-x cmprlet mreepl A 5. Oldd meg az egyenleteke‘; a valds szamok halmazéan!
x+1 x(x+1) a) (x—3)-(2x—5)(¥*+1)=0
maza? b) x-sinx-cosx= 0
15 Oldd meg a kévetkezé egyenleteket a valos szdmok |5 Oldd meg az egyenleteket a természetes szamok
halmazan! halmazén!
a) X —6x+9=0; c¢) 3%’ —27x=0; a) (x—7)(x+3)+(x—1)(x+5)=102;
3 2 —N. 3 —
b) X — 6x +9X—0, d) 3x° +27x=0. b) (3x—4)2—(6x—7)2= 0;
2
"33 Oldd meg a kovetkezé egyenleteket a racionalis szd- c) W = 55
, 3x"—x—2
mok halmazin! 3 .
2 Pokls X
X —6x+9 d) — — ;
a) X =-06x+5 ;. — =
) P x+4 3—-x (x+4)(x-3)
p) =5 420" —20x _ 5 e) %4:296_“;
X —4x 3 *
. ) =1, 1—x -7
Oldd meg az adott egyenleteket a valds szamok hal- 1+x 2 >
mazan! 2
5 g) X =15% _ 108 _5x;
a) 3x°—27x  _ s 3
x*+6x* +9x 2 x
2 h) - =
b) x_x—2:3. x—3 1—x
5x—10

Pénztargép az 1920-as évekbol

55. lecke | OLDJUK MEG!
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg a valés szamok halmazan a

@ a'-ex-8>0, b (L) >3
egyenl6tlenséget!
Megoldds
a) Oldjuk mega 2x* — 6x — 8 = 0 egyenletet, majd ennek segitségével az eredeti feladatot is!
A megoldoképlet szerint az egyenlet valos megolddsai: VA
6+,/6°~4-2:(=8) _ 6+./100 _ 610 yome et
xl, 2 = 4 = 4 = 4 .

Az egyenlet megoldasaia 4 ésa (-1).

Eredményiinkbél az is kiolvashaté, hogy az x = 2x’—6x—8 >
masodfoku fiiggvény zérushelyei a 4 ésa (—1). _1\ Lo
Ennek a masodfoka fiiggvénynek a grafikonja tehat egy olyan

»felfelé nyil¢” parabola, amely az abszcisszatengelyt a (—1)-nél
és a 4-nél metszi. A figgvény grafikonjat vazolva lathatjuk, hogy
2x* — 6x — 8 > 0 pontosan akkor teljesiil, ha az x olyan valds szdm, ® o ®

amely nem eleme a [—1; 4] intervallumnak. Tehdt a keresett megol- .
déshalmaz: R \ [—1; 4]. Mdsként: x € |—oo0; —1[ U ]4; +oo|. 100 4 6

b) Irjuk fel az egyenl6tlenség két oldalén all6 kifejezéseket 2 hatvényaként!

L= 2% ezeért (%) =27 =27

8

32=2" "

Az egyenldtlenség tehdt ilyen alakra hozhaté: 27 > 2°. ? .

Az exponencidlis fiiggvény (x » a’;a € R"; a # 1) szigorian mo- - /

noton ndvekedé, ha az alap (a) nagyobb, mint 1, ezért 27> akkor /

lesz nagyobb, mint 2°, ha —3x > 5.

Az egyenl6tlenség megolddshalmaza nem valtozik, ha mindkét ol-

dalt ugyanazzal a negativ szammal szorozzuk vagy osztjuk, és ezzel

egy idében a relacios jelet megforditjuk. . .
. 5 0 x

Ezt kapjuk: x <— 3




FELADAT

HAZI FELADAT

RAADAS

Korabbi érettségi feladatok

s N (Kozépszintii érettségi, 2006. februdr) Egy osztély torténelemdolgozatot irt. Ot tanulé dolgozata jeles, tiz tanul6é jo,
hdrom tanuléé elégséges, két tanuld elégtelen dolgozatot irt. Hanyan irtak kozepes dolgozatot, ha tudjuk, hogy az
osztéalyatlag 3,410-nél nagyobb és 3,420-nél kisebb?

PN  (Kozépszintii érettségi, 2010. oktéber) Egy szdmtani sorozat elsd tagja —7, a nyolcadik tagja 14. Adja meg n lehetséges
értékeit, ha a sorozat elsé n tagjanak osszege legfeljebb 660.




FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg (algebrai megfontolasok alapjan) az
|x—2]|=2x—1
egyenletet a valds szamok halmazan!

Megoldds

Tudjuk, hogy |a|= {a, haa = 0;

—a,haa <0.

Ennek megfeleléen

|x—2| =x—2,ha x —2 = 0, vagyis x = 2, és
|x—=2|=—=(x—2)=2—x,ha x—2<0, vagyis x < 2.
Elsé eset: x = 2

Most az adott egyenlet igy irhaté: x — 2 =2x — 1.

FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

25 Oldd meg grafikusan a kovetkezd egyenletet a valds
szamok lehet6 legbévebb részhalmazan, ahol a kife-

jezések értelmezhetdk!

Vx+1=|x|-1

A mérlegelvvel megoldva x = —1.
Mivel a —1 kisebb a 2-nél, ez az els§ eset nem ad megoldast
az egyenletiinkre.

Masodik eset: x < 2

Most az adott egyenlet igy irhatd: 2 — x = 2x — 1.

A mérlegelvvel megoldva azt kapjuk, hogy 3x =3, x = 1.
Az 1 kisebb a 2-nél, és behelyettesitéssel ellendrizhetjiik,
hogy valdban gyoke is az eredeti egyenletnek:
1-2/=1¢é2-1-1=1.

Tehat az adott egyenlet megoldashalmaza: { 1 }.

Megoldds

Abrazoljuk kozs koordindta-rendszerben az
flx)=vx+1ésa g(x)=|x|-1
figgvényeket!



A két grafikonnak két kozos pontja van, a (—1; 0) és a (3; 2).

A
) g
A koz6s pontok elsd koordinatai adjak az egyenlet megoldasait: —1 és 3. L —T7]
Ellendrizziik a leolvasott értékeket! | (3;2)
V-1+1=0 és |-1|—1=0,illetve _
V3+1=2 é [3|-1=2. L0 1 x

Ebbél az egyenlet megoldasai az x, = —1 és az x, = 3.

FELADAT

HAZI FELADAT

RAADAS

Legyen a k egész szam. A k melyik értékeire lesz a k2—41 tort értéke
a) természetes szam; c) egész szamy;
b) nulla;

e) negativ szam; g) 3-nal kisebb?
d) pozitiv szam; f) 5-nél nagyobb;



Stiveges feladatok

Dolgozzatok egyénileg, vagy alkossatok 3-4 f6s csoportokat, és egyiitt oldjatok meg a feladatokat!

FELADAT

Egy futballklub két kiillonboz6 teljesitményd flnyirdt hasznal a pa-

Y

Y

Y

Y

lya fiivének gondozasara. A kisebb géppel 30 perc alatt lehet lenyirni
a palya fiivét. A két géppel egyiitt ez minddssze 12 percet vesz igény-
be. Mennyi ideig tartana a munka csak a nagyobbik géppel?

a) Egyediil a nagyobb gép szamara sziikséges id6 legyen x perc.
Toltsd ki a tablazat tires helyeit!

A kisebb gép egyediil A nagyobb gép egyediil A két gép egyiitt
Hany perc alatt nyirja le a fiivet? X
1 perc alatt a palya hanyadrészét nyirja le?
12 perc alatt a palya hanyadrészét nyirja le?

b) Oldd meg egyenlettel a feladatot!
c) Oldd meg a feladatot kovetkeztetéssel, egyenlet nélkiil!

Egy téglalap kertilete 92 mm, az 4tldja 34 mm hosszi. Mekkorak az oldalai?
a) Bence igy kezdte a megoldast: legyen a téglalap oldalainak hossza x mm, illetve y mm.

Ekkor a keriilet miatt 2x + 2y = 92, az atl6 hosszara pedig felirhat6 a Pitagorasz-tétel:

x*+y* = 347, Fejezd be Bence elkezdett megoldasat!

b) Donci igy fogott hozza a feladat megoldasahoz: ha a téglalap egyik oldala x mm-es, akkor a masik oldal hossza
a Pitagorasz-tétel alapjan v/ 34’ — x> mm. Tehat a téglalap keriilete igy irhat6 fel: 2x + 2+ 34> — x> = 92.
Fejezd be a megoldast, oldd meg a felirt egyenletet a pozitiv szamok halmazan!

A sarki boltban egy allattarté minden héten 5 doboz macskaeledel-konzervet és 3 doboz kutyaeledel-konzervet va-
sarol, és minden alkalommal 2250 forintot fizet. Arvaltozdsok miatt a macskaeledel 20%-kal olcsobb, a kutyaeledel
pedig 10%-kal dragabb lett, de az allattart6 tovabbra is 2250 forintot fizet a 8 doboz konzervért. Mennyibe kertilt
eredetileg egy-egy konzerv? Oldd meg kovetkeztetéssel is ezt a feladatot!

A didkok az osztalykirandulasra 2400 forintért gytiimolesot vasarolnak. Ha a kilonként 40 forinttal dragabb man-
darint vasaroljak meg, akkor 2 kilogrammal kevesebbet tudnak venni, mint tervezték. Hany kilogramm mandarin
vasarlasat tervezték, és mennyibe keriil ennek kil6ja?

Egy derékszogli haromszog atfogdja 144,5 cm hosszu, az atfogdhoz tartozd magassaga pedig 60 cm.

a) Mekkora szakaszokra bontja az atfogét a hozza tartozé magassag?
b) Mekkorak a haromszog befogoi, mekkora a haromszog teriilete?

KESZOLIONK AZ ERETTSEGIRE! | Szimtan, alyebra



HAZI FELADAT

Havi 10 6ra Havi 30 o6ra

beszélgetési id6 beszélgetési idé

»A” dijszabas 13 040 Ft 27 440 Ft
,»B” dijszabds 12 500 Ft 31700 Ft

RAADAS

A hajo és a kapitany egytitt 98 évesek. A hajo kétszer annyi idGs, mint amennyi a kapitany volt akkor, amikor a hajo
annyi id6s volt, mint a kapitany most. Hany éves a kapitany?

PN Melyik az a legkisebb, 6-ra végz8dd természetes szam, amely a négyszeresére véltozik, ha az egyesek helyén 4116 6-o0s

szamjegy helyét megvéltoztatjuk: a szam végérdl athelyezziik a legelejére?

Korabbi érettségi feladatok

(Kozépszintii érettségi 2012. mdjus) A testtomegindex kiszdmitdsa sordn a vizsgalt személy kilogrammban megadott
tomegét osztjak a méterben mért testmagassaganak négyzetével. Szamitsa ki Karoly testtomegindexét, ha magassaga
185 cm, tomege pedig 87 kg!

(Kozépszintii érettségi 2010. mdjus) Szamitsa ki azt a két pozitiv szamot, amelyek szamtani (aritmetikai) kozepe 8,
mértani (geometriai) kozepe pedig 4,8!

(Kozépszintii érettségi 2009. mdjus) Egy kistizem 6 egyforma teljesitményt gépe 12 nap alatt gyartana le a megrendelt
csavarmennyiséget. Hany ugyanilyen teljesitményti gépnek kellene dolgoznia ahhoz, hogy ugyanennyi csavart 4 nap
alatt készitsenek el?

(Kozépszintii érettségi 2012. oktober) Stefi mobiltelefon-koltségeinek fedezésére feltoltékartyat szokott vasarolni.
A mobiltarsasag ebben az esetben sem el6fizetési dijat, sem hivasonkénti kapcsoldsi dijat nem szamol fel. Csticsid6ben
a percdij 25 forinttal dragabb, mint csticsidén kiviil. Stefi az elmult négy hétben 6sszesen 2 drat telefonalt, és 4000 Ft-ot
hasznalt fel kartydja egyenlegébdl tigy, hogy ugyanannyi pénzt koltétt csticsidén beliili, mint cstucsidén kiviili beszél-
getésekre. Hany percet beszélt Stefi mobiltelefonjan csucsidében az elmult négy hétben?



KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldd meg az egyenletrendszert a valés szamok hal-
mazdn!

24, 5 _—97
x x+y

2+ xi—y =19
Megoldds
Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya: x, y € R;
x#+0x+yF0.
Vezessitink be 4j ismeretleneket!

—Llggp=_1
Legyen a = e ésb pnre

Az tj ismeretlenekkel irjuk fel az egyenleteket!
2a+ 5b = 27}
4a+3b=19

FELADAT

Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert, példaul az egyenld
egyttthatok modszerével! Ehhez szorozzuk meg az elsd
egyenletet (—2)-vel!
—4a—10b = —54}

4a+3b=19
A két egyenletet 6sszeadva: —7b = —35; ebb6l: b = 5.
Helyettesitsiik be b = 5 értékét példaul a masodik egyenletbe!
4a + 15 =19; ebbbla = 1.
Az x és y értékét megkaphatjuk a és b értékébol.
L1 ebbslx=1.

1
X+y
Az egyenletrendszer megoldasa az (1; —0,8) szampar, amit

= 5; ebbdl x + y = 0,2; ebbdl y = —0,8.

behelyettesitéssel tudunk ellendrizni.




KIDOLGOZOTT FELADAT

Az egyik lézerharcpdlya a kovetkezd szolgaltatast
kinalja: az agyaggalamb-lovészethez hasonléan kil3-
nek egy ,l6vedéket”, és 1ézerrel el kell taldlni, igy lehet

pontokat gytjteni.

a) Abrazoljuk koordinata-rendszerben a ldve-
dék és a lézersugar palyajat, ha a lovedék az
y = 5x — 0,5x” egyenletii gérbén mozog, a lézer-
sugar pedig az y = 0,5x + 4 egyenletii egyenesen!

b) Adjuk meg azoknak a pozicidknak a koordinatait,
amelyekben eltaldlhatja a 1ézersugar a 16vedéket!

Megoldds
a) Abrazoljuk az y = 5x — 0,5x° és az y = 0,5x + 4 fligg-
vényt kézos koordinata-rendszerben!

FELADAT

HAZI FELADAT

—

»
>
X

b) Olvassuk le a grafikonrol a metszéspontok koordinatait!
Az els6 koordinatdk: x, = 1 és x, = 8.
Az x, = 1-et helyettesitve mindkét egyenletbe mindkét
egyenlet esetében y = 4,5. Ezért az (1; 4,5) pont kozos
pontja a két gorbének. Az x, = 8-at helyettesitve mind-
két egyenlet esetében y = 8. Ezért a (8; 8) pont kozos
pontja a két gérbének.
A talalati pozicidk tehat: (1; 4,5) és (8; 8).




KIDOLGOZOTT FELADAT

Oldjuk meg az egyenleteket a valds szamok halma-

zan!

1

X3
b) 8+8 ~=6.

x+ 3
a) 88 ~ =64;
Megoldds
a) Az azonos alapu hatvinyok szorzatdra vonatkozo
azonossag szerint az egyenlet bal oldala irhat6 igy is:

x+x+% o ) )
8 , tovabba igaz az is, hogy 64 = 8°.

1
A megoldandé egyenlet tehat: g =g,
Ha a 8-nak két hatvanya egyenld, akkor a kitevéknek
is egyenléknek kell lennitik, mert nagyobb kitevs-
hoz a 8-nak nagyobb hatvanya tartozik. (Mdasképp: az
x — 8" exponencialis fiiggvény szigoriian monoton no-

vekedd.)
Tehét 2x +% — 2, amibél x = % adédik.
5 5,1 5,5,1 12
Ellenérzés: 8°-8% * =8 ¢ * =8¢ = 8% =64, tehat

az % valéban megoldasa az egyenletnek.

b)

A hatvanyozas azonossagat hasznélva az egyenlet irha-

1
té igy is: 8" +8° - 8" = 6.

FELADAT

1
Mivel 8° =2, ezért az egyenlet: 8" +2-8"=6;
3-8=6; 8 =2.
A 8-nak az x-edik hatvanya egyenlé a 8-nak az %-ik
hatvanyaval, tehat x = %
L2
=8"+8"=2+4=6, ezértaz

1 1,1
Ellenérzés: 8° +8° °*

% valéban megoldasa az egyenletnek.

Egy mennyiség valtozdsit az M(t)= 250-0,9'
képlet irja le, ahol t a kezdeti allapot ota eltelt id6,
percekben mérve. Mennyi az M(0) kezdeti érték, és
mennyi a felezési id6 ebben a folyamatban?

(Felezési idd: az exponencialisan csokkené mennyi-
ség; ennyi id6 alatt csokken a kezdeti érték a felére.)

Megoldds
M(0) = 250-0,9° = 250-1 = 250.
A felezési id6 legyen T.

250

Ekkor 250-0,9" = =7 vagyls 0,9" = 0,5.

Ebbdl T = log, ,0,5 = 6,58 (perc).




HAZI FELADAT

RAADAS

Korabbi érettségi feladatok

(Kozépszintii érettségi, 2012. oktober) A mobiltarsasag Telint néven 4j mobilinternet-csomagot vezet be a piacra janudr
elsején. Januarban 10 000 vj eléfizetdt varnak, majd ezutan minden honapban az el6z6 havindl 7,5%-kal tobb 4j el6fi-
zetére szamitanak. Abban a hénapban, amikor az adott havi 4j el6fizet6k szama eléri a 20 000-et, a tarsasag valtoztatni
szeretne a Telint csomag aran. Szamitsa ki, hogy a tervek alapjan melyik honapban éri el a Telint csomag egyhavi 4j

el6fizetdinek a szdma a 20 000-et!

(Kozépszintii érettségi, 2006. oktober) A szocioldgusok az orszagok statisztikai adatainak 6sszehasonlitasanal hasznal-

jak a kovetkezd tapasztalati képletet:
6000— G

E=755-5-10 ®° .

A képletben az E a sziiletéskor varhaté atlagos élettartam években, G az orszdg egy fére jutd nemzeti dsszterméke

(a GDP) reélértékben, atszamitva 1980-as dollarra.

a) Mennyi volt 2005-ben a varhato élettartam abban az orszagban, amelyben akkor a G nagysaga 1090 dollar volt?

b) Mennyivel valtozhat ebben az orszagban a varhato élettartam 2020-ra, ha a gazdasagi el6rejelzések szerint ekkorra
G értéke a 2005-06s szint hdromszorosara n6?

c) Egy masik orszagban 2005-ben a sziiletéskor varhaté atlagos élettartam 68 év. Mekkora volt ekkor ebben az orszag-
ban a GDP (G) nagysaga (redlértékben, atszamitva 1980-as dollarra)?
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A felismerés, hogy a koriilottiink 1évé vilag jelenségei egymassal 6sszefiiggnek, egyidds
az emberiséggel. A matematikdban azonban a fiiggvény fogalma (legaldbbis mai for-
majaban) viszonylag késon alakult ki: a kifejezés Gottfried Leibniz német matematikus
egy 1673-ban irddott levelében bukkan fel el8szor. Az azéta eltelt sztik harom és fél
évszazad alatt a fliggvények vizsgalata a matematika egyik leglatvanyosabb tertiletévé
nétte ki magat. Fiiggvényekkel dolgozik a marsjardt célba juttaté mérnok, a tézsdei
elemz6, de az egyszert 4tlagember is, amikor példaul a heti idjaras-elSrejelzést tanul-
manyozgatja, vagy a pékségben megvett zsomlék arat igyekszik kiszamitani.

FOGALOMTAR, TETELEK

I. FUGGVENYEK (Részletesen lasd 9. osztalyos tankonyv, 44-57. lecke, illetve 10. osztalyos
tankonyv, 23-31. lecke és 11. osztalyos tankonyv, 19-24., 47. és 54. lecke.)

Legyen A és B egy-egy nem iires halmaz, A és B egyenl? is lehet. Ha az A minden eleméhez hozzarendeljitk a B
egy elemét, akkor azt mondjuk, hogy megadtunk egy olyan fiiggvényt, amelynek az értelmezési tartomanya A
és képhalmaza B. Masképp: az A halmazt leképeztiik a B halmazba.

A B halmaznak a hozzérendelésben szerepl6 elemei alkotjak a fiiggvény értékkészletét.

Egy fliggvény hozzarendelési szabalyanak azt az utasitast nevezziik, amely megszabja, hogy az értelmezési
tartomany egyes elemeihez a képhalmaznak melyik elemét kell hozzarendelni.

A fliggvényeket dltalaban az értelmezési tartomanyukkal és a hozzarendelési szabalyukkal szoktuk megadni.
Egy figgvényt gyakran egy bettivel, példaul f-fel jeloliink. Egy f-fel jelolt fiiggvény értelmezési tartomanyanak
ajele Dy, értékkészletének a jele R;, a D; valamely x eleméhez hozzarendelt elem jele: f(x). Ez a fiiggvénynek az
x helyen vett helyettesitési értéke. A hozzarendelést a — (talpas nyil) jellel szoktuk leirni.

Ha egy fiiggvény az értelmezési tartomany barmely két kiilonbozé eleméhez az értékkészletnek kiilonbozd
elemeit rendeli hozz4, akkor ezt a fliggvényt kolcsonosen egyértelmii leképezésnek nevezziik.

Ha egy fuiggvény értelmezési tartomanya is és értékkészlete is szamhalmaz, akkor ezt valos-valos fiiggvénynek
mondjuk. Jelekkel: R = R (olvasd: er nyil er fiiggvény).

Megidllapodads: ha egy fiiggvény értelmezési tartomanya az R, akkor azt nem kételezd kiirni.

Elnevezések R — R fliggvények esetében:

zérushely - az értelmezési tartomany olyan eleme, amelyhez a 0 van hozzarendelve;

maximum - az értékkészlet legnagyobb eleme, ha ez létezik;

maximumbhely - az értelmezési tartomany olyan eleme, amelyhez a maximum van hozzarendelve;

minimum - az értékkészlet legkisebb eleme, ha ez 1étezik;

minimumbhely - az értelmezési tartomany olyan eleme, amelyhez a minimum van hozzarendelve.

Egy R — R fiiggvényt novekedének (csokkendnek) neveziink, ha az értelmezési tartomany barmely két eleme
koziil a nagyobbikhoz nem tartozik kisebb (nagyobb) helyettesitési érték, mint a kisebbikhez.

Egy R — R fiiggvényt szigorian monoton névekedének (csokkendnek) neveziink, ha az értelmezési tarto-
many barmely két eleme koziil a nagyobbikhoz nagyobb (kisebb) helyettesitési érték tartozik, mint a kisebbikhez.

KESZOLIGNK AZ ERETTSEGIRE! | Figgvények, sorozatok



Néhany fontos fliggvénytipus hozzarendelési szabalya:

allandé fiiggvény x—a (a€R)

egyenes aranyossag x—ax (a€R,a+0)

forditott aranyossag X~ % (aeR,a+0)

elséfoku fiiggvény x—ax+b (a,bER, a+ 0)
masodfoku fiiggvény x—ax’+bx+c (a,b,cER a+ 0)
hatvanyfiiggvények x—x" (n€N")
négyzetgyokfiiggvény x—Vx

a alapu exponencialis fiiggvény  x —a* (a €R")

a alapu logaritmusfiiggvény x—log, x (aeR"a+ 1)

10-es alapu logaritmusfiiggvény x —lg x

trigonometrikus fiiggvények X—sinx; x—cosx; x—tgx

Paros fiiggvény grafikonja szimmetrikus az ordinatatengelyre, azaz az y tengelyre.

Paratlan figgvény grafikonja szimmetrikus az origora.

Ha periodikus egy fliggvény, akkor van olyan x tengellyel parhuzamos eltolds, amelynek hossza nem 0, és
amely a fiiggvény grafikonjat Gnmagaba viszi at.

NEHANY NEHEZEBB FUGGVENY GRAFIKONJA

y=log,x (1<a)

i 4

y=log,x (0<a<l)

J Y

1 y=sinx y=cosx

R

N N

II. SOROZATOK (Részletesen lasd 12. osztalyos tankonyyv, 26-33. lecke.)

D

D

Azokat a fiiggvényeket, amelyeknek az értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza, értékei pedig
val6s szamok, szamsorozatoknak nevezziik.
Ha egy szamsorozathoz van olyan szam, amelyet barmelyik taghoz hozzdadva megkapjuk a kovetkezd tagot, akkor
ezt szamtani sorozatnak mondjuk.
Ha (a,) olyan szdmtani sorozat, amelynek els§ tagja a, és a differencidja d, akkor minden n € N* esetén
ata, .

2
Ha egy szamsorozathoz van olyan nullatél kiilonb6z6 szam, amellyel barmelyik tagot megszorozva megkapjuk

a,=a,+(n—1)d. Haaz (a,) szdmtani sorozatban S, = a, +a, + ... +a,, akkor S, =

a kovetkez6 tagot, akkor ezt mértani sorozatnak nevezziik.
Ha (a,) olyan mértani sorozat, amelynek a hanyadosa g, akkor minden n € N* esetén a, = a, - ¢" .
Legyen az (a,) mértani sorozat els6 tagja a,, hanyadosa g és S, = a,+a,+ ... +a,.

1
Ha g = 1, akkor a mértani sorozat minden tagja a,-gyel egyenl6, ezért ekkor S, = n - a,.

Ekkor S, :%,ha(ﬁé 1.

Elméleti dsszefoglalis | FOGGVENYEK, SOROZATOK
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HAZI FELADAT

RAADAS

Korabbi érettségi feladatok

(Kozépszintii érettségi, 2012. oktéber) Legyenek f és g a valds szamok halmazan értelmezett fliggvények, tovabba:
flx) = 5x+525és g(x) = x*+ 2x+ 3,5
a) Szamitsa ki az aldbbi tablazatok hianyzo értékeit! . ; .
b) Adja meg a g fliggvény értékkészletét!
c) Oldja megaz 5x + 5,25 > x* + 2x + 3,5 egyenlétlenséget a va- f) 8(x)

16s szamok halmazan!

(Kozépszintii érettségi, 2010. mdjus)

a) Rajzolja meg derékszogli koordinata-rendszerben a ]—1; 6] intervallumon értelmezett, x —|x — 2|+ 3 hozzaren-

2,5

delést fiiggvény grafikonjat!
b) Allapitsa meg a fiiggvény értékkészletét, és adja meg az dsszes zérushelyét!
c) Dontse el, hogy a P(3,2; 1,58) pont rajta van-e a fiiggvény grafikonjan! Valaszat szamitdssal indokolja!
d) Toltse ki az alabbi tablazatot, és adja meg a fiiggvényértékek (a hét szam) medidnjat!
x —0,5 0 1,7 2 2,02 4 5,5

—|x—=2|+3



FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

Rajzold meg a kovetkez6 fiiggvény grafikonjat! Add meg a fiiggvény értékkészletét!

2
xe (4403 - XE2S
x—=3
Megoldds
A hozzarendelési szabalyban szereplé tort szamlalojat szorzatta alakitjuk. Ehhez hasznéalhatjuk a masodfoku egyenlet gyok-
tényez6s alakjat is.

—2+64 _ —2+38
2

Az x* 4 2x — 15 = 0 masodfoku egyenlet val6s gyokei a megoldoképlettel: x, , = 5

amibdl x, = 3 és x, =—5.

2 — —3)(x+5
Tehét x2+2x—15:(x—3)(x+5),ésxtcz_ix?’lsz%:x+5.




A fiiggvény hozzarendelési szabdlya ennek megfelel6en: x — x + 5. yA

A fiiggvény grafikonja ezért az y = x + 5 egyenlet(i egyenesnek egy olyan szakasza,
amelybdl elhagytuk az egyenes 3 abszcisszaju pontjt, a P(3; 8) pontot.
A fiiggvény értékkészlete akar a grafikon segitségével is leolvashato: [1; 9]\ {8}.

=Y

FELADAT

HAZI FELADAT

Abrazold a kovetkezd fiiggvényeket! Add meg ezek értékkészletét!
a) x—|x—2}; b) x—|x+4|; C) x—|x—2|+|x+4; d) x—|x—2]|—|x+4]



FELADAT

HAZI FELADAT




b) Az dbrardl leolvashatjuk, hogy g(4)=>5.
Szamoldgéped segitségével hatdrozd meg az

Megadjuk 6t fiiggvény hozza-
rendelési szabalyat és kozii-
lik haromnak a grafikonjat.

3y (2
(5 =)
A -
(3 ==(3);

|5—g(4)| szam harom tizedesjegyre kerekitett
értékét!

Az 6rai 3. feladatban készitett grafikon segitségével

1 oldd meg
X (%)" a) alog, x = 0,5 ésa log, x =—0,5 egyenletet;
b) alog,,; x > 0,5, az log, x =—0,5 egyenldtlen-
a) Melyik hozzarendelési szabdly tartozik az f, a g, séget;
illetve a h grafikonokhoz? c) a —0,5 <log, x < 0,5 egyenl6tlenségrendszert!

RAADAS
Ervek és ellenérvek

Egy id6ben internetes férumokon oridsi vita dult arrdl, hogy a szegényebb, de gyorsabb {itemben névekedd orszag utolérhe-
ti-e a gazdagabb, am lassabban novekedd orszagot.

Példankban legyen az egy fore jutd éves GDP 2 ezer eur6 a gazdagabb orszagban, a szegényebb orszagban ugyanez a mutat6
legyen 1,2 ezer eurd. A gazdagabb orszagban novekedjen ez a mutat6 évente 5%-kal, a szegényebb orszagban évente 6%-kal.
Az utolérés lehetetlenségét bizonygatok koziil tobben is igy érveltek: a 2000-nek az 5%-a 100, az 1200-nak a 6%-a 72. Ezért
nemhogy csokkenne, inkabb novekszik a kiilonbség a két orszag kozott, hiszen egy év mulva a gazdagabb orszagban 2,1 ezer,
a szegényebben pedig 1,272 ezer eurd lesz az egy f6re juté GDP. Igy a kezdeti 800 eurés kiilonbség immdron 828 euréra
novekedett. A folytatasban az el6z6 gondolatmenetet ismételve azt kapjuk, hogy a szegényebb orszag egyre jobban lemarad
a gazdagabb orszagtol - fejezték be az érvelésiiket a kétkedk.

Elég sokan kialltak a fenti érvelés mellett, de tobben voltak, akik matematikai formaba ontétték a kérdést (azaz megalkottak
a probléma matematikai modelljét).

A gazdagabb orszagban x év elteltével az egy fore jutdo GDP 2 - 1,05" ezer euro lesz, a szegényebb orszagban pedig 1,2 - 1,06"

ezer euro. A kiilonbség (ezer forint)

Az a kérdés tehdt, hogy az x — 2-1,05" — 1,2-1,06" w
(x € N) fiiggvény szigortian monoton névekedd-e. Y
Ezt a kérdést szamitogép segitségével gyorsan el lehet 1 \

donteni akar fiiggvényabrazold, akar tablazatkezeld \
program alkalmazdsaval. Mi egy fiiggvénydbrazold \ -
program segitségével kapott grafikont mutatunk be. ol 2 i
Dontsd el a vitat a grafikon alapjan, és elemezd, hogy X

a helytelen érvelésben hol lehet a hiba!
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Hozzarendelési szabédlyokat adunk meg. Valaszd
melléjitk értelmezési tartomdanynak a [-4; 4] inter-
vallumnak azt a legb6vebb részhalmazat, amelyeken
a kifejezések értelmezhetdk! Abrazold kozds koordi-
nata-rendszerben a keletkez6 3-3 fiiggvényt!

a) x—>vx; x—>vx+2; x»—»x/;+2;
b) x—vVx; x—vVx—1; x—+vx—1

Folytasd az el6z6 feladatot! Add meg a szerepld fiigg-
vények értékkészletét és zérushelyét!

Megadunk hat hozzarendelési szabalyt és harom gra-
fikont.

x—3vx; x>V X—=vY3+x;

Xx—+vx—3; xr—»x/?; Xx—>+vV3—x.

a) Melyik hozzarendelési szabdly melyik grafikon-
hoz tartozik?

b) A harom kimaradt hozzarendelés mindegyiké-
hez valassz olyan értelmezési tartomanyt, ame-
lyen az egyes hozzarendelések értelmezhetdk,
majd dbrazold a fiiggvényeket!

Azt, hogy a tengerszint felett & kilométer magassag-
ban 1év6 pontbol - a Fold gorbiiletét is figyelembe
véve — legfeljebb hany kilométerre ,lathatunk el’,
j6 kozelitéssel a D(h)=+12740-h+h* (h€R")
fiiggvény segitségével szamithatjuk ki.

a) 2012-es megnyitasakor a tokidi Sky Tree kilatd
és tévétorony volt a vildg masodik legmagasabb
éptilete. Koriilbelill milyen messzire lehet ellatni
a 455 m magasan 1év6 kilatdszintrol?

5>

b) Koriilbeliill mekkora magassdgban haladhat az
a repiil6, amelynek pil6taja 300 km-nyi tavol-
sagra lat el?

Rajzold meg a kovetkez6 fiiggvények grafikonjat!

a) xR\ {0}, x»%;

b) xeR\ {0}, x—~L+2;

_ A
c) xe R\ {-2}, x 17

et i

e
e

§
\
\
JANY
N
\

D

i

W

=

=
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HAZI FELADAT

RAADAS

A populacidbiolégia az egyes élélénycsoportok egyedszamanak véltozasait vizsgalja. — egyedszam

Az erre szolgalé matematikai modellek koziil az egyik legegyszer(ibb az tigynevezett 3000‘\
logisztikus modell, amelynek lényege, hogy minden 4j populaci6 egyedszama ardnyos 2500 //
egyrészt az el6z6 populacié egyedszamaval, masrészt az adott kornyezet dltal még el- ?ggg /
tarthat6 egyedek szamaval. 1000 //
.. . . (s I 3000 =
Tegyiik fel, hogy egy bizonyos allatpopulacid egyedszamat a P(t) = —=>=~-— $sz- 200
gy gy egy bizony pop gy (1) 1349035 o >
szefiiggés irja le, amelyben t mutatja azt, hogy hany év telt el a populacié megjelenésétdl v
szamitva.
a) Toltsd ki a tablazatot!
Evek szdma 0 1 2 3 4 5

A populéci6 egyedszama

b) A tablazat adatai alapjan jelold be az évek szamat a megfelel6 tengelyen!

3000 — egyenletet! A megolddst egy tizedesjegyre kerekitsd!

c) Oldd meg a valés szamok halmazan a 2700 = ————
1+49-0,35



FELADAT

A kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanya a b) Mekkora a fesziiltség értéke a kezdeti allapot
[=37; 37] halmaz, hozzarendelési szabalyuk: utan 1,002 masodperccel?
X~ sin x; c) Mekkora a fesziiltség legnagyobb értéke?
X — sin (x = %),
o sin (x T ) 1 'S Az dbréan két olyan fiiggvény grafikonjét latjuk,

4 amelyek a szinuszfliggvény transzformalasaval ke-

a) Add meg e harom fiiggvény zérushelyeit! letkeztek. Mindkét fiiggvény értelmezési tartoma-
b) Rajzold meg a grafikonjukat! nya a val6s szamok halmaza, az egyik fiiggvény zé-

c) Melyik halmaz a vizsgalt fiiggvények értékkeészlete?

rushelye a % szam.

N
Y

Megadunk hat hozzdrendelési szabélyt és harom
grafikont. Melyik hozzarendelési szabalyhoz melyik

grafikon tartozik?

a) Add meg a két fliggvény értékkészletét!

y=2sinx y = |cos x| b) Add meg a két fiiggvény hozzarendelési sza-
y = COS X — 1 y= Sil’l(x + %) ’ l?alyat!
c) Irj fel egy olyan trigonometrikus egyenletet,
y=2 cos(x - %) y= sin(x + %) =1 amelynek grafikus megolddsa leolvashato errél
az abrarol!

WM A hélozati véltakozo fesziiltséget az d) Add meg a c) pontban felirt egyenlet 3 meg-
U(f) = 325 - sin(1007 - t) olddsanak két-két tizedesjegyre kerekitett ér-
Osszefiiggés irja le. A képletben ¢ jeloli az eltelt id6t, mé- teket!
sodpercben mérce, U pedig a fesziiltség értékét, voltban. ~
a) Mekkora a fesziiltség értéke a kezdeti allapot utan Allapitsd meg, hany (—4) és 4 kozotti gyoke van

1 mésodperccel? a tg x = 3 — x egyenletnek!
Coney Island - New York, i 1

Deno’s Wonder Wheel Amusement Park
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HAZI FELADAT

A kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanya a yA
[=37; 37] halmaz, hozzarendelési szabalyuk:

X — COS X3
X — COS(X'FZT”);

kv

o 1
x-—»cos(x+2—7[)—1. ‘

3
a) Add meg e harom fiiggvény zérushelyeit!

; : a) Elemezd a fiiggvényt a kovetkez6 szempontok
LR T2 alapjan: értelmezési tartomany, értékkészlet,
zérushely, szélséértékek helye és értéke, mono-
“35 Az dbrén egy periodikus fiiggvény grafikonja lathato. Cemiide

(Az dbra egy periodusndl tobbet mutat a fliggvénybél.) b) Jellemezd azt a legrovidebb vektoru eltolast,

amellyel a fiiggvény grafikonja 6nmagédba megy

at! (Az eltolds vektora nem a nullvektor.)

RAADAS

Rajzold meg koz6s koordinata-rendszerben a kovetkezd két-két fiiggvény grafikonjat!
a) x+— sin x és x — 0,1x;
b) x+— sin x és x — 0,1] x]|.
¢) Hany gyokiik van a kovetkezé egyenleteknek?
sin x = 0,1x; sin x = 0,1] x|.

N
Y

A haldzati véltakoz6 fesziiltséget az

U(t) = 325-sin (1007 - t)

Osszefiiggés irja le. A képletben t az id6 masodpercben mért értéke, a fesziiltséget voltban kapjuk meg.
a) Melyek azok a pillanatok, amelyekben a fesziiltség éppen 0 értékii?

b) Vazold a fesziiltség idSbeli lefolydsat alkalmas koordinata-rendszerben!

c) Hany masodperc a periodusid6?

d) Egy masodperc alatt hdny alkalommal lesz a fesziiltség értéke éppen 230 volt?




1. tag
2. tag
3. tag

4. tag

Szdmtani sorozat?
(igen, nem)

Mértani sorozat?
(igen, nem)

KIDOLGOZOTT FELADAT

Melyik az a pozitiv tagli mértani sorozat, amelyben az els6
és a harmadik tag szorzata 2304, a masodik és a negyedik
tag Osszege pedig 2407

Megoldds

Jeloljiik a sorozat n-edik tagjat a,-nel (n € N¥), a hanya-
dosat g-val! Fejezziik ki az els6 feltételt a masodik tag és a
hényados segitségével!

a-a,= % (a4, q) = (), tehdt (a,} = 2304 = 48°. Mi-
vel a sorozatunk tagjai pozitivak, eredménytinkbél az ko-
vetkezik, hogy a sorozat masodik tagja a, = 48.

Most vizsgaljuk a masodik feltételt! Eszerint

a, + a, = 240, vagyis

a,+(a,-q°) = 240;

48 +48-q° = 240; 48-q¢°=192; ¢’ =4,
q=2vagyq=—2.

Mivel a tagok pozitivak, ezért a hanyados nem lehet nega-
tiv, tehat g = 2.

Tehat a mértani sorozat masodik tagja 48, hanyadosa 2. Eb-
bél az is kovetkezik, hogy az elsé tag 24.

Ellendrzés: a sorozat harmadik tagja 96, a negyedik tagja pe-
dig 192. Az els6 és a harmadik tag szorzata: 24 - 96 = 2304,
a masodik és a negyedik tag dsszege: 48 + 192 = 240.



HAZI FELADAT
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1. sorozat
2. sorozat
3. sorozat

4. sorozat

RAADAS

Korabbi érettségi feladatok

(Kozépszintii érettségi, 2015. oktober) Egy szamtani sorozat harom egymast kovet6 tagja ebben a sorrendben 32, a és 18.
a) Hatdrozza meg az a értékét és a sorozat differencidjat!
Egy mértani sorozat harom egymast kovet6 tagja ebben a sorrendben 32, b és 18.
b) Hatarozza meg a b értékét és a sorozat hanyadosat!
A 32, ¢ és 18 szamokrdl tudjuk, hogy a hdrom szam dtlaga kett6vel kisebb, mint a medidnja, tovabba 32 > ¢ > 18.
c) Hatarozza meg a c értékét!

VI (Kozépszintli érettségi 2005. mdjus)
a) Iktasson bea 6 ésaz 1623 kozé két szamot ugy, hogy azok a megadottakkal egyiitt egy szamtani sorozat szomszédos
tagjai legyenek!
b) Szamitsa ki a 6 és az 1623 kozotti néggyel oszthaté szamok dsszegét!

(Kozépszintii érettségi, 2016. mdjus) A kereskedelemmel foglalkozé cégek kozott tobb olyan is van, amely allanddan
emelked§ fizetéssel jutalmazza a dolgozok munkavégzését. Péter munkat keres, és két cég ajanlata koziil valaszthat:
L. ajanlat: Az indulé havi fizetés 200 000 Ft, amit havonta 5000 Ft-tal emelnek négy éven at.
II. ajanlat: Az indul6 havi fizetés 200 000 Ft, amit havonta 2%-kal emelnek négy éven at.
Melyik ajénlatot valassza Péter, ha tervei szerint négy évig a vélasztott munkahelyen akar dolgozni, és azt az ajanlatot
szeretné valasztani, amelyik a négy év alatt nagyobb 6sszjovedelmet kindl?
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Egy szamtani sorozat harmadik és negyedik tagjanak
Osszege 58, a sorozat masodik tagja 8-cal nagyobb az
els6nél. Szamitsd ki a sorozat elsé tagjat!

Megrajzoltuk egy 8 cm olda-
It négyzet két kozépvonalat,
majd az igy keletkezd négy

négyzet egyikét beszineztiik.

A szinezetlen harom négyzet

_|_

koziil az egyikkel megismé-

teltiik az el6z6 eljdrdst, majd § cam

ezt a mellékelt abra szerint tovabb folytattuk.

a) Szamitsd ki az els6 négy beszinezett négyzet terti-
letének és keriiletének sszegét!

b) Az eredeti négyzet teriiletének hany szazaléka
van beszinezve, ha 9sszesen 15 négyzetet szinez-
tiink be?

Megtakaritott pénziink 6 éven keresztiil évi 4%-os
kamatos kamattal, majd tjabb 4 éven keresztiil évi
5%-0s kamatos kamattal novekszik. Tiz év utan az
eredeti t6ke hany szazaléka all rendelkezéstinkre?

Szamitsd ki az 1,2 els6 30 pozitiv egész kitevdjt hat-
vanyanak szorzatat, vagyis az
IS 17 SENI87 (L

Az eredményt normalalakban add meg!

1,2 szorzat értékét!

HAZI FELADAT

.05 Egy szamtani sorozat negyedik és hatodik tagjénak az m Egy kiilonb6z6 szamjegyekbdl all6 haromjegyti

i

Osszege 28, az elsé és a kilencedik tag szorzata pedig
(—380).

a) Szamitsd ki a sorozat 6todik tagjat!

b) Szamitsd ki a sorozat differencidjat!

c) Hany sorozat felel meg a feltételeknek?

d) Mennyi lehet a sorozat els6 tagja?

€) Mennyi lehet a sorozat els6 25 tagjanak az Gsszege?

5>

)
Y

Szamitsd ki az 1,2 els6 30 pozitiv egész kitevjl
hatvanyanak 6sszegét, vagyis az

LA = L2 L 4
Az eredményt egy tizedesjegyre kerekitve add meg!

+1,2%° Osszeg értékét!

Egy szinhaz foldszinti nézéterén az elsé sorban 20,
minden kovetkezd sorban 2-vel tobb iil6hely van,

o

mint az elé6z6ben. Az tl6helyek szama Osszesen

840. Hany sor van a f6ldszinten?

szam szamjegyei megegyeznek egy mértani sorozat
els6 harom tagjaval. A sorozat masodik tagja a tizes
helyi értéken allé szamjegy.

a) Milyen szamjegyek johetnek szoba?

b) Add megaz 6sszes megfelel6 haromjegyti szamot!

KESZOLIGNK AZ ERETTSEGIRE! | Figgvények, sorozatok
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Egy 16 cm-es oldalt négyzet oldalfelezé pontjait az
abra szerint sorban 6sszekotjik, majd a kapott négy-
sz6g oldalfelezé pontjait tjra dsszekotjik, és igy to-
vabb: négyzetek keletkeznek.

16 cm

a) Igazold, hogy ha csokkené sorrendben felirjuk e
négyzetek teriiletét, mértani sorozatot kapunk!
Mennyi itt a hanyados?

b) Mennyi az els6 10 ilyen négyzet teriiletének az
Osszege?

RAADAS
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b7.

Korabbi érettségi feladatok

(Kozépszintii érettségi, 2015. mdjus) Zsuzsa nagysziilei elhatdrozzak, hogy amikor unokdjuk 18 éves lesz, akkor va-
sarlasi utalvanyt adnak neki ajandékba. Ezért Zsuzsa 18. sziiletésnapja el6tt 18 honapon keresztiil minden honapban
félretesznek valamekkora dsszeget igy, hogy Zsuzsa 18. sziiletésnapjan éppen 90 000 forintjuk legyen erre a célra. Ugy
tervezik, hogy az els6 alkalom utan mindig 200 forinttal tobbet tesznek félre, mint az el6z6 honapban.

Terveik szerint mennyi pénzt tesznek félre az elsd, és mennyit az utolsé alkalommal?

(Kozépszintii érettségi, 2007. oktober) Szabd nagymama sélat kotott egyetlen lanyunokdjanak. Az elsé napon 8 cm ké-
sziilt el a salbdl, és a nagymama elhatarozta, hogy a tovabbi napokon mindennap 20 szazalékkal tobbet kot meg, mint
az el8z6 napon. Ezt az elhatarozasat tartani tudta. Hany nap alatt késziilt el a 2 méter hosszura tervezett sal?

(Kozépszintii érettségi, 2006. oktober) Egy utépitd vallalkozas egy munka elkezdésekor az elsé napon 220 méternyi utat

aszfaltoz le. A rdkovetkez6 napon 230 métert, az azutdnin 240 métert és igy tovabb: a munkasok létszamat naponta

névelve minden kovetkezé munkanapon 10 méterrel tobbet, mint az azt megel6z6 napon.

a) Hany méter utat aszfaltoznak le a 11. munkanapon?

b) Az Osszes aszfaltozandé ut hossza ebben a munkaban 7,1 km. Hanyadik munkanapon késziilnek el vele?

c) Hany méter utat aszfaltoznak le az utolsé munkanapon?

d) A 21. napon kétszer annyian dolgoztak, mint az elsé napon. Igaz-e az a feltételezés, hogy a naponta elkésziilt tt
hossza egyenesen aranyos a munkasok létszamaval? (Vélaszat indokolja!)

(Kozépszintii érettségi, 2009. oktéber) Angéla a pihendkertjiikk egy részére jardlapokat fektetett le. Az els6 sorba 8 jard-
lap keriilt, minden tovabbi sorba kettdvel tobb, mint az azt megel6zébe. Osszesen 858 jardlapot hasznalt fel.

a) Hany sort rakott le Angéla?

A jardlapokat 225-0s csomagolasban arusitjak. Minden csomagban bordé szind a jarélapok 16%-a, a tobbi sziirke.
Angéla 4 csomag jarolapot vasarolt. Csak bordé szinti lapokat rakott le az els6 és az utolsé sorba. Ezenkiviil a tobbi sor
két szélén 1év6 1-1 jardlap is bordd, az dsszes tobbi lerakott jardlap sziirke.

b) Adja meg, hogy hany sziirke és hany bord¢ jarélap maradt ki a lerakas utan!

lecke | SOROZATON ALKALMAZASA
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Geometria

A geometria a matematikanak az az aga, amely kiilonb6z6 alakzatokkal, azok tulajdonsdgaival, formdjaval, méretével, kol-

csonos elhelyezkedésével foglalkozik. Egyben a matematika egyik legrégebbi aga is. A testek, sikidomok ismeretlen adatai-

nak meghatarozasa, a szimmetriak felismerése és felhasznalasa mar az 6si Mezopotamiaban és Egyiptomban is része volt a

foldmeérési, épitészeti, csillagaszati szamitasoknak. A geometria szabdlyait Kr. e. 300 kornyékén Eukleidész ontotte szigora

formaba Elemek cim(i munkdjaban, amely a kvetkezd két évezredre megalapozta és meghatdrozta a geometria szemléletét.

A XVIL sz. elején René Descartes és Pierre Fermat francia matematikusok a koordinadtageometria bevezetésével lehetévé

tették geometriai feladatok algebrai tton, egyenletek segitségével torténd megoldasat is.

A XIX. szazad matematikusai (kozottitk a magyar Bolyai Janos) a parhuzamos egyenesek Eukleidésztdl eltérd értelmezésével

Uj tipusu geometriakat hoztak létre, amelyek segitségével ma a tengeri szivacsok telepeinek alakjatol egészen az univerzum

lehetséges jovojéig terjedd kérdésekre keressiik a valaszt.

A geometria él6, napjainkban is fejl6dé
tudomany, a differencidlgeometria, a to-
poldgia vagy éppen a fraktdlgeometria
muvel6i Gjabb és Gjabb érdekes eredmé-
nyekkel allnak el6.

A Klein-kancsé onmagdba
visszateérd feliilete

Fraktdlok segitségével

szamitogéppel generdlt ,tdj”

FOGALMAK, TETELEK

I. TERGEOMETRIA (Részletesen lasd 9. osztilyos tankonyv 31. és 78-81. lecke, 10. osztalyos
tankonyv 52-61. lecke.)

D

A pontot, az egyenest és a sikot térelemeknek nevezziik.
A térelemek kolcsonos helyzete
Két pont, egy pont és egy egyenes, illetve egy pont és egy sik lehet illeszkedé vagy nem illeszkedd.
Két egyenest - kitérének mondunk, ha nincs kozos sikjuk;
- parhuzamosnak mondunk, ha van k6zos sikjuk, de nincs k6zos pontjuk;
- metszének mondunk, ha van egy és csakis egy kozos pontjuk.
Ha két egyenesnek egynél tobb kozos pontja van, akkor ezek illeszked6k. Mas eset nem fordulhat el6.
Egy egyenest és egy sikot - parhuzamosnak mondunk, ha nincs k6z6s pontjuk;
- metszének mondunk, ha van egy és csakis egy kozos pontjuk.
Ha egynél tobb kozos pontjuk van, akkor ezek illeszkedék. Mas eset nem fordulhat el6.
Két sikot - parhuzamosnak mondunk, ha nincs kozos pontjuk;
- metszének mondunk, ha az sszes k6zos pontjuk egy egyenesre illeszkedik.
Ha van harom olyan ko6zos pontjuk, amely nem illeszkedik egy egyenesre, akkor ezek a sikok illeszked6k. Mas
eset nem fordulhat el6.

Két, egy pontbdl kiindulé félegyenes a sikot két szogre (szogtartomdnyra) bontja.

KESZULIUNK AZ ERETTSEGIRE! | Geometria



Ha egy e egyenes metszi az S sikot, de nem merdleges ra, és v az e-nek

az S-beli merdleges vetiilete, akkor e és v szogét az e egyenes és az S S-re merdleges

D  sikszogének nevezziik. egyenes
V4 I
Ha az A és a B sik az m egyenesben metszi egymast, akkor az m met-
szésvonal egy tetszGleges pontjaban éllitsunk merdlegest m-re az A
sikban is és a B sikban is. Az igy kapott két egyenes szogét a két sik
p  szogének nevezziik.
B | >
‘ )
D  Két pont tavolsaga az dltaluk meghatarozott szakasz hossza.
Ha egy P pont nem illeszkedik valamely e egyenesre (illetve valamely S sikra), akkor P és e (illetve S) tavolsaga
D2 P-n at e-re (illetve S-re) allitott merdleges szakasz hossza.
Két parhuzamos egyenes, egy sik és egy vele parhuzamos egyenes, illetve két parhuzamos sik tavolsaga a rajuk
allitott merdleges egyeneseken olvashato le.
. Azokat a fuggvényeket, amelyeknek az értelmezési tartomanya és az értékkészlete ponthalmaz, geometriai
transzformacioknak nevezziik.
5 Egy geometriai transzformdciot egybevagdsagi transzformacionak mondunk, ha tavolsagtarto, vagyis ha bar-
mely két pont tavolsaga egyenld a képeik tavolsagaval.
Ha egy ponthalmazhoz van olyan pont, egyenes, illetve sik, amelyre titkrozve 6nmagaba megy at, azt kozéppon-
) tosan szimmetrikusnak, tengelyesen szimmetrikusnak, illetve sikszimmetrikusnak mondjuk.
Ha van olyan 0° és 360° kozotti szogii elforgatas, amely egy adott ponthalmazt 6nmagaba visz at, akkor ezt
a ponthalmazt forgasszimmetrikusnak mondjuk.
Egy geometriai transzformdaciét hasonlosagi transzformacionak mondunk, ha aranytarto, vagyis ha barmely két
D pont tavolsaga ugyanannyiszorosara valtozik a transzformacié soran.
Azt a szamot, amely megadja, hanyszorosukra valtoznak az egyes tavolsagok a transzformacié soran, a hasonlo-
sdg aranyszamanak nevezziik. Ha az ardnyszam 1-gyel egyenl6, akkor ez egybevagdsagi transzformdcio.
Ha két sikidom hasonlé és a hasonldsdg ardnyszama k, akkor a két sikidom kertiletének az ardnya k, a teriiletiik
- aranya pedig k’.
Ha két test hasonlé és a hasonldsdg ardnyszama k, akkor e két test felszinének az aranya k’, a térfogatuk ardnya
pedig k.
II. SIKIDOMOK

HAROMSZOGEK (Részletesen lasd 9. osztalyos tankonyv 32-36. és 82-88. lecke, 10. osztalyos tankonyv 14-15. lecke.)

T

T

Haromszog-egyenl6tlenség: A haromszogben barmely két oldal 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal; bar-
mely két oldal kiilonbsége kisebb, mint a harmadik oldal.

Minden haromszogben 180° a bels6 szogek Osszege.

Ha egy hdromszogben két szog egyenld, akkor a velitk szemben 1év6 oldalak is egyenldk, és megforditva: ha egy
haromszogben két oldal egyenld, akkor a veliik szemben 1év6 szogek is egyenlok.

Ha egy haromszogben egy oldal nagyobb egy masiknal, akkor a vele szemben 1év6 szog is nagyobb a masikkal
szemben 1év6 szognél.



Derékszogii haromszogekre vonatkozo tételek:
Thalész-tétel: a kor atmérdje a korvonal barmely pontjabol, kivéve az atmérd két végpontjat, derékszogben latszik;
a Thalész-tétel megforditasa: Ha C pontbol az AB szakasz derékszogben latszik, akkor Crajta van az AB atmér6jti
koéron.
Pitagorasz tétele: a derékszogt haromszog két befogdjanak a négyzetdsszege
egyenld az atfogd négyzetével;

T  aPitagorasz-tétel megforditasa: Ha egy haromszog két oldaldnak a négyzetosz-

szege egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor ez a hdromszog derékszogt; - c
befogotétel: a derékszogli hdromszog befogdja mértani kozepe az dtfogonak ésa i o).
befogé atfogora esé meréleges vetiiletének; Pt
magassagtétel: a derékszogli haromszog dtfogohoz tartozé magassiga a befogdk -

gassag g g atiog gassag g a=ypc; b=qc

atfogora es6 merdleges vetiileteinek mértani kozepe.
m=yp4q

HAROMSZOGEK NEVEZETES VONALAI ES PONTJAI (9. osztalyos tankonyv 85-86. lecke,
10. osztalyos tankonyv 59. lecke)

D A hdromszog kozépvonala: két oldalfelez6 pontot 6sszekot szakasz.

A haromszog kozépvonala parhuzamos és feleakkora, mint a szemkozti
T
oldal.

A haromszog stlyvonala: a csucsot a szemkozti oldal felez6pontjaval
0sszekoto szakasz.

A haromszog sulyvonalai egy pontban metszik egymast. Ez a harom-
T  szogstlypontja. A stlypont harmadolja a stlyvonalat gy, hogy a cstcs

felé es6 szakasz gy aranylik az oldal felé es6 szakaszhoz, mint 2 : 1.

B

Fq
A haromszog oldalfelezé6 merdlegesei egy pontban metszik egymast. O
T Eza pont a haromszog koré irhaté kor kozéppontja.
™

NESZOLIONK AZ ERETTSEGIRE! | Geometria
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T A haromszog bels6 szogfelez6i egy pontban metszik egymast. Ez a pont
a haromszogbe irhato kor kozéppontja. Z
A csticsbol a szemkozti oldal egyenesére bocsatott merdlegest a harom-
D  szog magassagvonalanak nevezziik. A magassagvonalnak a csucs és az m, A
oldalegyenes kozé esé szakasza a haromszog magassaga. "
= R\
- A hiromszog magassagvonalai egy pontban metszik egymast. Ez a pont
a haromszog magassagpontja.
M
™

NEVEZETES NEGYSZOGEK (9. osztalyos tankényv 37. lecke)

D  Egynégyszog trapéz, ha van egy parhuzamos oldalparja.

AN\ 7

D  Egynégyszog deltoid, ha két-két szomszédos oldala egyenld.

A paralelogramma sokféle médon meghatarozhat6. Az aldbbiak koziil
barmelyikkel definialhato, és abbdl a tobbi allitas bebizonyithatd.
Egy négyszog paralelogramma, ha kozéppontosan szimmetrikus.

Egy négyszog paralelogramma, ha van két-két parhuzamos oldala.
Egy négysz0g paralelogramma, ha két-két szemkozti oldala egyenld.

Egy négyszog paralelogramma, ha atldi felezik egymast.
Egy négyszog paralelogramma, ha szemkozti szogei egyenlok.

Egy négyszog téglalap, ha mind a négy szoge egyenl6.

Egy négyszog rombusz, ha mind a négy oldala egyenlé. g ]

Egy négyszog négyzet, ha téglalap is és rombusz is, azaz mind a négy _:_ A

oldala egyenld, és mind a négy szoge egyenld.

Elméleti dsszefoglalas | GEOMETRIA i[5}
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Készitsd el a flizetedbe a kovetkezé tablazatot, és toltsd ki:

- Neégyszog Oldalai Szogei Atléi Szimmetridi Kertilete Teriilete
Trapéz

Deltoid
Paralelogramma
Téglalap
Rombusz

Négyzet

KOR ES RESZEI (9. osztalyos tankonyv 35. lecke, 10. osztalyos tankonyv 18-20. és 62-64. lecke)

A korvonal (kor) azoknak a pontoknak a halmaza a sikban, melyek a sik egy pontjatdl ugyanakkora tavolsagra

= vannak.

Ha egy (sikbeli) egyenesnek egy kozos pontja van a korrel, akkor az !
a kor érintdje.

D Az érint6 merdleges az érintési pontban hizott sugarra.

T  Kilsé pontbol a korhoz két érinté huzhato.
Kiils6 pontbol a korhoz huzott érintészakaszok hossza egyenld.
(érintdszakasz: a kiils6 ponttol az érintési pontig huzott szakasz)

Egy korben egyenlé kozépponti szogekhez egyenlé hosszusagu

korivek és egyenl6 tertilett korcikkek; i
egyenl6 korivekhez egyenlé kertileti szogek és egyenl6 tertilet( kor- : m
T  cikkek;

egyenld teriileti korcikkekhez egyenld korivek és egyenlé kozép-
ponti szogek tartoznak.

Azt a szamot, amely megadja, hogy valamely korben egy kozépponti szoghoz tartozé koriv a kor sugaranak hany-
$zorosa, a szog ivmértékének nevezzik.

SOKSZOGEK (Részletesen lasd 9. osztalyos tankonyv 90. lecke.)

Az n oldalt konvex sokszog belsé szogeinek dsszege (n — 2) - 180°, kiils6 szogeinek osszege 360°, atloinak szdma:
T n(n—3)
— (meN,n > 2).
I1I. VEKTOROK, TRIGONOMETRIA, KOORDINATAGEOMETRIA
(Részletesen lasd 9. osztalyos tankonyv 79. lecke, 10. osztalyos tankonyv 46-51. és 67-76. lecke,
11. osztalyos tankonyv 1-18. és 62-89. lecke)

D  Akkor mondjuk, hogy megadtunk egy vektort, ha ismerjiik az allasat, iranyat, abszolut értékét (hossziisdgit).
D A nullvektor abszolut értéke nulla, irdnya tetszéleges.
Ha a, u és v olyan, egy sikban 1év6 vektorok, hogy az u és a v nem egyallasu, akkor van egyetlen olyan k és egyetlen
T  olyan [valés szam, hogy a = ku + Iv.
D  Azi,jbazisrendszerben tehdt minden a vektorhoz egyetlen olyan valds (a;; a,) szampar van, amelyre a = a, i + 4, j.
Az a, és a, szamokat az a vektor koordindtdinak nevezzik.

T Aza(a; a,) vektor hossza /a; + a’.

NESZOLIONK AZ ERETTSEGIRE! | Geometria



Ha az a és a b vektor szoge @, akkor az [a| - [b| - cos @ szorzatot az a és a b vektor skaldris szorzatanak nevezziik.
Jele: ab. Derékszogu koordindta-rendszerben a koordinatak szokasos jelolésével ab = a b, + a,b,.

Egy koordinata-rendszerben az origébdl a sik valamely P pontjaba mutat6 vektort a P pont helyvektoranak ne-
vezziik. A helyvektor koordinatai megegyeznek a vektor végpontjanak koordinataival.
Ha egy derékszogti haromszog egyik hegyesszoge a, akkor

- a vele szemkozti befogé és az atfogd hanyadosa az @ szinusza; jele sina; 4

— a mellette 1év6 befogd és az atfogd hanyadosa az @ koszinusza; jele cos @; : @

- a vele szemkozti befogd és a mellette 1évé befogd hanyadosa az @ tan-

gense; jele tg a; smae=4%; cosa= Q;
— a mellette 1év6 befogo és a vele szemkozti befogé hanyadosa az @ kotan- ¢ ;
gense; jele ctg a. tga= %; dRw=-
A szinuszt, a koszinuszt, a tangenst és a kotangenst k6zos néven szogfiigg-
vényeknek nevezziik.
Ha egy koordinata-rendszer sikjaban a P(1; 0) pontot elforgatjuk az origd YA
koriil @ szoggel, akkor P pont képének az elsé koordinatajat az o koszinu- 1

. ‘ c o RROA q g . © P'(cos a; sin a
szanak, masodik koordinatdjat pedig az @ szinuszanak nevezziik. ( :

Minden @ szog esetében igaz, hogy sin’ @ + cos’ @ = 1.

sin &
cos &

Ha egy sz6g szinusza nem egyenld 0-val, akkor a % szamot az o kotangensének nevezziik. Jele: ctg .
sin

Ha egy sz6g koszinusza nem egyenlé 0-val, akkor a szamot az @ tangensének nevezziik. Jele: tg .

Szinusztétel: A haromszog két oldaldnak aranya egyenld a veliik szemben 1év6 szogek szinuszanak aranyaval.
a _ sina

b cosa’

Koszinusztétel: A haromszog barmely oldalhosszusaga kifejezhet6 a masik két oldal és az ezek dltal kozbezart

A szokasos jeloléssel:

sz0g felhasznaldsaval. A szokasos jeloléssel: ¢* = a® + b* — 2abcos 7.

Ha egy haromszog két oldalanak hosszasaga a, illetve b, és az altaluk kozbezart szog 7, akkor a haromszog tertilete
abs%y -vel egyenlé.
2
a+b+c a+b+ (:2)
3 ’ 3 '

Azt a vektort, amely merdleges egy egyenesre, és nem a nullvektor, az egyenes egy normalvektoranak nevezziik.

Ha egy szakasz két végpontja A(a,; a,) és B(b,; b,), akkor e szakasz felez6pontja F <%bl; M)

Ha egy haromszog csticsai A(a ; a,), B(b; b,) és C(c;; ¢,), akkor a haromszog stlypontja S(

Minden egyenesnek végtelen sok normalvektora van.

Ha egy egyenes egyik normélvektora n(A; B), és az egyenes egy adott pontja B (x,; ¥,), akkor az egyenlete felir-
haté Ax + By = Ax, + By, alakban.

Azt a vektort, amely egyallast egy egyenessel, és nem a nullvektor, az egyenes egy iranyvektoranak nevezziik.
Minden egyenesnek végtelen sok iranyvektora van.

Ha egy egyenes egyenlete y = mx + b alakd, ahol az m és a b adott valés szamok, akkor itt 71 az egyenes iranytan-
gense (meredeksége), a b pedig azt mutatja, hol metszi az egyenes az ordinatatengelyt.

A K(u; v) kdzéppontd, r sugarti kor egyenlete (x — u) +(y —v)* = r’.

i



A geometriai szamitasi feladatok nagy része a haromszo- ugyanakkor stlyos elvi hibat jelent, ha a nem derékszogu
gekkel kapcsolatos szamitasokra vezethetd vissza. Jelen- haromszogben a haromszog oldalaira a Pitagorasz-tételt
tés mértékben gyorsulhat a probléma megolddsa, ha a probaljuk alkalmazni, vagy a szogfiiggvényeket az oldalak
hdromszoghoz legjobban ill6 szdmitasi mddot vélasztjuk hényadosaként irjuk fel egy nem derékszogu haromszog-
ki. Derékszogli haromszog esetében idGveszteséget okoz, ben. A kovetkezé példaban 6sszefoglaljuk a legfontosabb
ha koszinusztétellel szamolunk Pitagorasz-tétel helyett, eseteket.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Szamitsd ki az ismeretlen szakaszhosszakat és a megjelolt szogeket! A keresett hosszusagokat két tizedesjegy pontossaggal,
a szogeket egy tizedesjegy pontossdggal hatarozd meg!

a) B 2,8cm b) G c)
D M
C b A D p ‘I/' q E K - 6cm B
Megoldds

a) A derékszogl hdaromszogben érvényes a magassdgtétel és a befogététel. Ezért
m=+y2,8-63=117,64 = 4,20 (cm), a = v/2,8-9,1 =+/25,48 ~ 5,05 (cm) és b = v/6,3-9,1 =+/57,33 ~ 7,57 cm.
b) A derékszogii haromszig hegyesszogeinek szogfiiggvényeit a haromszog oldalainak hanyadosaval is kifejezhetjitk. A DEG

haromszogben: tg a = 2’; =~ 0,516, amibdl @ = 27,3°.
A DVG derékszogli haromszogben cos 27,3° = %, amibdl p = 6,2c0s27,3° = 5,51 (cm).

Az & és az @ merdleges szdrii hegyesszogek, ezért ezek egyenlék: € = 27,3°.

A GVE derékszogli haromszogben sin 27,3° = ! ,amib6l g = 3,25sin 27,3° = 1,47 (cm).

3,2
¢) A KLM haromszog egyenld szdrii, ezért az alapjan fekvo két szoge is egyenld: ¢ = 33,7°. M
Ha megrajzoljuk a hdromszog alapjahoz tartozé magassagat, akkor a hdromszoget két d d
egybevagd derékszogii hdromsziogre bontjuk. Példaul az MFL derékszogti haromszogben: ® N [33,7°

3 K 3m F 3cm L

0833,7° = 3 amibél d = ~ 3,61 (cm).

d’ €05 33,7°

d) Gyors szamolassal ellenérizhetjiik, hogy a PQR haromszog nem derékszogii, hiszen 4,4” + 5,3% = 47,45 # 6,4” = 40,96.

A haromszogre a mi ismereteink szerint csak a koszinusztétel alkalmazhat6. Célszer( ezt a haromszog leghosszabb olda-

53’ +4,4° — 6,4
2-53-4,4

= 0,6875, sin 0 = 0,6875 - sin 82° = 0,681, amibdl

léra felirni: 6,4 = 5,3+ 4,4°—2-5,3-4,4 - cos /3, amibél cos 5 =

sino__ 4,4
sin 820 6)4
0 =~ 42,9°. (A 0 csak hegyesszog lehet, hiszen nem a haromszog leghosszabb oldalédval van szemben.)

=~ 0,139. Tehét  ~ 82,0°.

A 0 szoget célszer(i szinusztétellel kiszamitani:

Megjegyzés
A sin 0 = 0,681 egyenletnek végtelen sok megolddsa van: 42,9° + n - 360°, illetve 137,1° + n- 360° (n € Z). A végtelen sok
megoldas koziil csak egy felelt meg a kitlizott feladat feltételeinek.
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Dontse el, hogy az alabbi osszefiiggések koziil — ame-
lyek a mellékelt abrara vonatkoznak - melyik igaz,
melyik hamis!

a) ¢’ = ab;

b) a*+b>=c"+d%
c) m*=a-b;

d) m*=c>—b%

e) d=a’+a b;

f) ¢ =bla+b);

g) C+d=a’+2ab+0b.

Egy rombusz keriilete 52 cm, dtléinak az dsszege 34 cm.
a) Mekkorak a rombusz 4tl6i?
b) Szdmitsd ki a rombusz teriiletét!

Egy szabdlyos sokszog egyik kiils6 szoge 15°-o0s, az
oldalai 3,42 cm hossztsaguak.

a) Hany oldalu ez a sokszog?

b) Szamitsd ki a sokszog kertiletét és teriiletét!

Egy tengelyesen szimmetrikus trapéz egyik szoge
60°-0s, a szarai hossza pedig 6,6 cm. A trapéz egyik
atloja merdleges az egyik szarra. Mekkora ennek a
trapéznak a teriilete?

5

Egy korlemezbdl kivagunk egy feleakkora tertiletti
korlemezt. Hogy aranylik egymashoz a két kor kerii-
lete?

Egy 2 sugaru és egy 3 sugaru kor kozéppontja egy
koordinata-rendszer x tengelyén van, a kisebbiké az
origdban, a nagyobbiké a (9; 0) pontban. A két adott
kort érinté harmadik kor kozéppontja szintén az x
tengelyre illeszkedik. Hany ilyen kor van, hol van a

kozéppontjuk, és mekkora lehet a sugaruk?

~
'Y

Egy sikban a P pont 34 cm tavolsagra van egy kor

kozéppontjatol. P-bél ehhez a korhoz érintéket ha-

zunk, az érintészakaszok hossza 30 cm-es.

a) Mekkora a kor sugara?

b) Mekkora szoget zar be egymassal a két érint6?

c) Mekkora annak a sikrésznek a tertilete, amelyet
a két érintészakasz és az érintési pontokat 6sz-
szekoté rovidebb koriv hatérol?




HAZI FELADAT

RAADAS

Korabbi érettségi feladat

Egy csaladnak olyan téglalap alaku telke van, melynek két szomszédos oldala 68 m, illetve 30 m hosszu. A telek egyik sarka-
nal ugy rogzitettek egy kerti locsoloberendezést, hogy a telek roévidebb oldalatél 4 m-re, a vele szomszédos oldaltol 3 m-re
legyen. A locsoldberendezés korbeforgd locsoldfeje azt a részt 6ntozi, amely a rogzités helyétl legalabb 0,5 m-re, de legfel-
jebb 4 m-re van. A telek mekkora részét 6ntozi a locsoldberendezés, és ez hany szazaléka a telek teriiletének? (emelt szint)

(2007. oktober, kozépszint)




KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy fiiggéhid tartdszerkezete tokéletes korivet alkot. A hid
hossza (a koriv két vége kozotti tavolsag) 750 méter, és az iv
a legmagasabb ponton 120 méteres magassagban emelke-
dik a hidpalya folé. Mekkora a hid ivének sugara?

Megoldds

Készitstink abrat a feladathoz az adatok feltiintetésével!
A kor sugarat jeldlje r.

A Thalész-tétel miatt a CBD haromszog a B csticsanal de-
rékszog.

A derékszogli haromszogben igaz a magassagtétel:

EB = v EC-ED, tehat: 374 = /120 - (2r — 120).

FELADAT

120
375 E|-

2r—120

Ebbél négyzetre emelés utan: 375> = 120 - (2r — 120).
2r—120 = 375" <117, r ~ 646 (m).
120

A hid ivének sugara tehat koriilbeliil 650 méter.

2r = 1292,

Megjegyzés

A feladatot Pitagorasz-tétellel is megoldhattuk volna.
Mivel OE = r—120, igy az OEB derékszogli haromszog-
ben igaz, hogy (r — 120 + 375 = 1*.

A négyzetre emelést elvégezve és az egyenlgtet renglezve kap-

juk: 2407 = 3757 4+ 1207, amibél r = % ~ 646.




HAZI FELADAT
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FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

Az abra egy homokoéra meéreteit 6 cm
szemlélteti. A két tartdly egybevago,

forgaskap alaku, az 6sszek6td csé

hozzajuk képest elhanyagolhat6 at-

mérdji.

Amikor a homok teljesen lepereg, 12em
2 cm magasan all majd az also tar-

talyban. (Az egyszerliség kedvéért

tegyiik fel, hogy az alsé tartalyban a

homokkupac teteje teljesen vizszin-

tes lesz.)

a) Hany cm® homok van a homokéraban?

b) Milyen magasan allt kezdetben a homok a fels6 tartaly-
ban?

Megoldds
a) Az egyik kuap térfogata:

2 2
_rmm _ 376 3
V= 3 3 56,5 cm’.
Ennyi a masik kap térfogata is.

FELADAT

b)

Az also tartalyba atfolyt homok felett egy 4 cm ma-
gassagu, az eredetihez hasonld ,ires forgaskap” van.
A hasonl6 testek térfogatanak aranya a hasonlésaguk
aranyanak kobével (harmadik hatvanyaval) egyenld:

‘/ﬁres _ i 3 — i 4 A i 5
Vo= < < ) =57 tehat a homok térfogata a teljes tér

19
fogatnak a 5 Tésze.

Vi

= %~ V = 39,8 cm’.

Ismét a hasonld testek térfogatanak ardnyat hasznal-
juk. Ha a homok h cm magassagig tolti meg a felsé
kapot, akkor a homokkal megtoltétt kap hasonld az

eredetihez, a hasonldésaguk ardnya pedig megegyezik
A A A . h 3 — ‘/homok _ Q 4
a magassaguk aranyéval: < 6) =V =5 Ebbél

By 19 e /19
6= 27,vagylsh—6 7 5,3.

Tehat a fels6 kupban kozelit6leg 5,3 cm magassagban
allt a homok.
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FELADAT

HAZI FELADAT
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RAADAS
Korabbi érettségi feladat

Egy fa épit6jaték-készlet négyféle, killonbozé méretii Egy csonka kup alakt

téglatestfajtabodl all. A készletben a kiilonb6z6 mérett

elemek mindegyikébdl 10 db van. Az egyik téglatest

(nevezziik alapelemnek) egy cstcsabdl induld élei-

nek hossza: 8 cm, 4 cm, 2 cm. A tobbi elem méreteit

ugy kapjuk, hogy az alapelem valamelyik 4 parhuza-
mos élének a hosszat megduplazzuk, a tobbi él hosz-
szat pedig valtozatlanul hagyjuk.

a) Mekkora az egyes elemek felszine?

b) Rajzolja le az alapelem Kkiteritett hal6zatanak 1:2
aranyu kicsinyitett képét!

c) Elférhet-e a jatékkészlet egy olyan kocka alaku
dobozban, amelynek belsé éle 16 cm?

d) A teljes készletbdl 6t elemet kivesziink. (A kiva-
lasztas soran minden elemet azonos valdszind-
séggel valasztunk.) Mekkora valdszintiséggel lesz
mind az 6t kivalasztott elem négyzetes oszlop?
(A valdszintiség értékét harom tizedesjegy pon-
tossaggal adja meg!)

(2008. oktober, kozépszint)

tejfolosdoboz méretei
a kovetkezék: az alap-
lap atméréje 6 cm, a
feddlap atmérGje 11 cm

és az alkotdja 8,5 cm.

a) Hény cm’ tejfol keriil a
dobozba, ha a gyarban
a kisebbik korlapjan
allé dobozt magassiga-
nak 86%-aig toltik meg?
Valaszat tiz cm’-re kerekit-
ve adja meg!

b) A gyartas soran a dobozok 3%-a megsériil, se-
lejtes lesz. Az ellenér a gyartott dobozok koziil
visszatevéssel 10 dobozt kivélaszt. Mennyi a va-
l6szintisége annak, hogy a 10 doboz kozott lesz
legalabb egy selejtes? Valaszat két tizedesjegyre
kerekitve adja meg!

(2011. oktober, kozépszint)






HAZI FELADAT

15 Az orig6 kezdSponti u vektor hossza 1 egység. b) Mennyi az u, a v, a 2u és a 2v abszolut értéke?
a) Add meg az ABC szabalyos haromszog csucsai- ¢) Szamitsd ki az uv skalaris szorzatot!
nak koordinatait! d) Szamitsd ki az u és a v szogét!
b) Add meg az oldalfelez6 pontokba mutaté hely- e) Szamitsd ki a kovetkezd skalaris szorzatokat:
vektorok koordindtait! ui, uj, vi, vj, (u + v)i, (u + v)(u — v),
c) Szamitsd ki a haromszog tertiletét! 2u+2v) (u—v)!
YA
A p(p;; p,) vektor mer6leges a q(9; —2) vektorra és
A hossza /340 .
i u a) Milyen hosszu a q?
45° > b) Add meg a p koordinatait!
X
Ismerjitk az ABC haromszog csuicsainak koordina-
- tait: A(—8; 7), B(—4; -3), C(11; 3).
a) Mekkorak az ABC haromszog oldalai?
b) Igazold, hogy ez a haromszog derékszogt!
-5 Megadunk egy i-j bézisrendszerben két vektort ¢) Szamitsd ki az ABC héromszog legkisebb szogét!
a koordindtaikkal: u(12; 5) és v(—4; 3). d) Mekkora a haromszog koré irhat6 kor sugara?
a) Mikaz (u+v),az(u—v),a2u,a2vésa(2u-+2v)
koordinatai?

RAADAS

Korabbi érettségi feladat

E A7 bran lathato kocka A csticsabol kiindu- H G
16 élvektorai AB = p; AD = q és AE = r.
Fejezze ki p, q és r segitségével a GC, az Eg F
AG és az FH vektorokat! . D
C
(2015. mdjus, kozépszint) 1
A P > B
PN Szamitsa ki a kovetkezd vektorok skaldris szorzatat! Hatdrozza meg

a két vektor 4ltal bezart szoget! a(5; 8), b(—40; 25)
(2009. oktober, kozépszint)

w
Y

Tekintsiik a koordinata-rendszerben adott A(6;9), B(—5;4) és

C(—2; 1) pontokat!

a) Mekkora az AC szakasz hossza?

b) Irja fel az AB oldalegyenes egyenletét!

c) Igazolja (szamitassal), hogy az ABC haromszog C csticsanal de-
rékszog van!

(2005. mdjus, kozépszint)
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Melyik hegyesszog vagy tompaszog szogfiiggvényei-
vel egyenld

a) sin 1200°% c) tg1200°

b) cos 1200 d) ctg1200°¢

Mennyi sin 1200°- cos 1200° - tg 1200° - ctg 1200°?

EWM Végtelen sok olyan szog van, amelynek a koszinusza
3.A szogek kiszamitasa nélkiil allapitsd meg, meny-
nyi lehet az egyes szogek szinusza, tangense és ko-
tangense!

Oldjuk meg kozelit6 értékek hasznalata nélkiil az R alaphalmazon a sin x = cos %— egyenletet!

Megoldds yA
Egyszer(ibb lenne a feladat, ha a két szognek azonos szogfiiggvényét hason-

litanank 6ssze. Ezért felhasznaljuk, hogy cos @ = sin (E - a), vagyis a jelen

2
T _ o (T _ TN\ _
esetben cos s —sm<2 18) sin .

Tehat az eredeti egyenlet helyett dolgozhatunk a sin x = sin % egyenlettel is.

<V

A % sz0g hegyesszog (20°-0s), a % irdnyszog, origd kezdépontu egységvek-
tor az els6 siknegyedben van. Az 4dbran a piros fiigg6leges szakasz mutatja a

sz0g szinuszat.

s
9
sodik siknegyedben lehet.

Ha sin x = sin -, akkor az x sz6ghoz tartozé egységvektor az elsé vagy a ma-

Ha x az els§ siknegyedben van, akkor x = % + 2k, ahol a k egy egész szamot jelol.

Ha x a masodik siknegyedben van, akkor x = (71' - %) + 2z = 877? +2ir (€ Z).
Szamitasainknak megfeleléen tehat az egyenlet megoldashalmaza végtelen sok szambdl all, a % +2km ésa 877[ + 2Irr sza-
mokbdl (k, [ € Z).

KESZULIONK AZ ERETTSEGIRE! | Geometria



Megjegyzés

A sin x = sin % egyenletet grafikus tton is egyszertien megoldhatjuk, példaul szamitogépes abrazolas segitségével.

YA
1t y=sinx
/4 , o , 0 o . /1
Z 107 _ _z
/Zflg_ﬂ ‘32_77 9T 2 5
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Az egyenlet megoldasait az y = sin x ésaz y = sin % egyenletli gorbék kozos pontjainak elsé koordinatai adjak.

Ezek: % + 2k7, illetve ST” 12 (k1€ Z).

FELADAT

HAZI FELADAT







RAADAS

Korabbi érettségi feladatok

LD

(2008. oktbber, kizépszint) Jelolje X-szel a téblazat- (2015. oktober, kizépszint) Az AB és AC vektorok

ban, hogy az alabbi koordinataparok kozil melyek
adjak meg a 300°-os iranyszogl egységvektor koor-
din4tait, és melyek nem!

IGEN NEM
1,
oL
V3, )
e( e
(L
2’
e(sm 30°% — cos 30 )

120°-os szoget zarnak be egymassal, és mindkét vek-
tor hossza 5 egység.

a) Szamitsa ki az AB + AC vektor hosszat!

b) Szédmitsa ki az AB — AC vektor hosszat!

A PRST rombusz kézéppontja a K(4; —3) pont, egyik
csucspontja a T(7; 1) pont. Tudjuk, hogy az RT atlo
hossza fele a PS atlé hosszanak.

c) Adjamega P, az R és az S csticsok koordinatait!



FELADAT

KIDOLGOZOTT FELADAT

Az ABC haromszdg oldalfelez6 pontjai E(—1,2; 5), F(2,2; 3) és G(5; 4).
a) Szamitsuk ki a hdromszog csucsainak koordinatait!
b) Bizonyitsuk be, hogy az EFG és az ABC haromszog sulypontja azonos!

Megoldds

a) Az ABC héromszog E, F, G oldalfelez6 pontjait 6sszekotve a haromszog kozépvonalait
kapjuk meg. A kézépvonalak parhuzamosak a nem felezett haromszogoldallal, és hosszuk
a nem felezett oldal hosszanak felével egyenlé.
Az abra jeloléseivel tehat: EF=GA és FE=—FEF = GB.




Ezt az ismeretet felhasznalhatjuk az ABC hdromszog csticsai helyvek- yA B
toranak, kovetkezésképpen a csticsok koordinatainak meghatarozasara. E _-t-7]

—_— —_— —_— —_— Prag —— N
EF = OF — OF = (2,2;3)— (-1,2:5) = (3,4 —2) = GA . TN\

Tehit OA = OG + GA = (5;4)+(3,4, —2) = (8,4; 2). Ez éppen a harom- : H“)‘A
sz0g A csucsdnak a két koordinataja is egyben: A(8,4;2). ]
Hasonléképpen: 0
OB = OG +(~GA ) = (5; 4) +(—3,4; 2) = (1,6; 6) és
OC = OE + GF = (—1,2; 5) + (=2,8; —1) = (—4; 4).
Igy B(1,6; 6) és C(—4; 4).

Ry

Megjegyzés:

A feladatot ugy is megoldhatjuk, hogy az A, B és C csucsok koordindtaira bevezetjiikk az (a;; a,), (b;; b,) és (c;; c,) jeloléseket,
és ezekkel felirjuk a felezGpontok koordinatait. Példaul B és C koordinataival kifejezhet6k a G pont koordinatai:
by+c¢,=-12¢é b,+c¢,=5.

Ily médon 6 egyenletet irhatunk fel, ezekbdl a 6 ismeretlen kiszamithato.

b) Az EFG haromszog sulypontja: § = < —L2+2,2+ 2, 5+3+4 ) =(2;4), az ABC hiromszog sulypontja:

3 3
S, = ( 8,4+ ;,6 - 4; 2+ g +4 ) = (2; 4). A két haromszog stlypontja valoban megegyezik.

FELADAT

HAZI FELADAT




Irjuk fel az e egyenes egyenletét, ha tudjuk, hogy dtmegy az
(1; 4) ponton, és

egy normalvektora n(3; —2);

irdnyvektora v(—1; 3);

meredeksége m = —%;

meréleges a 2x 4 5y = 7 egyenletii g egyenesre;
atmegy a (—2; 3) ponton is!

Megoldds

a) Az adott ponton atmend, adott normélvektort egyenes
altaldnos egyenletébe helyettesitve:
3x—2y=3-1-2-4.
Az e egyenlete ebben az esetben: 3x — 2y =—5.

A

Y
(1;4)
(=2;3)
™~
\1 2 5y=7
— >
0 1 I~ x

Chicago

1%

Egyenesek a koordinata-rendszerhen

b) Az eegyenes iranyvektorat valamelyik iranyban 90°-kal

<)

d)

e)

elforgatva az e egyik normalvektorat kapjuk. Ez lehet
példaul a (3; 1) vektor. Az e egyenes egyenlete ezzel:
3x+y=7.

Tobbféleképpen is célhoz érhetiink attdl fiiggéen, hogy
az egyenes melyik egyenletét akarjuk hasznalni. Ha az

y = mx + b alakban akarjuk el8allitani, akkor ebben az

egyenletben m =—2

g
Az (1; 4) pont rajta van az egyenesen, ezért
4 =—%' 1+ b isigaz,

o — 21
tehat b = 1

Az e egyenlete tehat: y = —%x + %

Ha az egyenes normalvektoros egyenletére akarjuk
visszavezetni a feladatot, akkor a meredekségbdl kisza-

mithatjuk az irdnyvektort: (1; 2

4>, ebbdl a normal-

4
A g egyenes egy normalvektorat kiolvashatjuk a meg-

vektort: (i; 1), majd ezzel megadhatjuk az egyenletet.

adott egyenletébdl: n (2;5). Az e egyenes merdleges
a g-re, ezért normalvektora merdleges n-re. Ezért az
e egyenes normalvektora példaul az (5; —2) vektor.

Az e egyenlete: 5x — 2y =—3.

Az (1; 4) pontbol a (—2; 3) pontba mutaté vektor az
egyenes egyik iranyvektora. Ez az irdnyvektor: (—3; —1),
ebbdl az egyenes normalvektora: (1; —3), és az egyenes

o= ol
RETTSEGIRE! | Geometria
& 3 .




FELADAT

HAZI FELADAT

RAADAS

Korabbi érettségi feladat

(2013. mdjus, kizépszint) A PQR haromszog csucsai: P(—6; —1), Q(6; —6) és R(2; 5).
a) Irja fel a haromszdg P csticsdhoz tartozé stlyvonal egyenesének egyenletét!
b) Szamitsa ki a hdromszog P csticsnal 1év6 belsé szogének nagysagat!




Adva van az x*+y* + 4x — 10y + 16 = 0 egyenlet{i pont-
halmaz.
Igazoljuk, hogy a P(1; 3) pont eleme ennek a ponthal-
maznak!
Mutassuk meg, hogy a ponthalmaz egy kor, adjuk meg
a kozéppontjat és a sugarat!
[rjuk fel a kor P pontban huzhaté érintéjének egyen-
letét!

Megoldds
a) A Pkoordinatait a megadott egyenletbe helyettesitve az
1+9+4—30+ 16 = 0 kijelentést kapjuk. Ez a kijelen-
tés igaz, tehat a P valdban eleme a ponthalmaznak.
b) Alakitsuk at az egyenletet a teljes négyzetté kiegészités
modszerével:
(X +4x+4)—4+(y" =10y +25)—-25+16 =0,
(X+2P—4+(y—57—25+16=0,
(x+2y¢+(y—5y=13.

FELADAT

Egy kor egyik atmérdjének végpontjai: P(3; —2) és
Q(—1; 6).
a) Ird fel a kér egyenletét!
b) Melyik pontban metszi az abszcisszatengelyt
a megadott kor?

N
'Y

Adva van a KLM haromszog, K(—5; —1), L(6; —3),

M(=2; 3).

a) Igazold, hogy a KLM haromszognek az M csticsa-
nal derékszoge van!

b) Ird fel a KLM haromszog koriilirt korének egyen-
letét!

Melyik egyenlet milyen ponthalmazt hataroz meg?
a) X’+y’—12x+5y=0;

b) x*+y*—12x + 5y + 42,25 = 0;

c) x’+y —12x+5y+45=0.

A megadott ponthalmaz tehat valéban kor, amelynek
kozéppontja a K(—2; 5) pont, a sugara pedig r = V13
egység.
c) A kor érint6je merdleges az érintési pontba vezet6 su-
garra, ezért a P pontban érint6 e egyenesnek a
KP=(1;3)—(=2;5)=(3; —2)
vektor az egyik normalvektora.
Az e érint6 egyenlete:

3x—2y=3-1—2-3,azaz 3x — 2y =—3.

Vedd fel a koordinata-rendszerben az
%+ y* — 10x — 10y + 25 = 0 egyenleti kort!

KESZULIONK AZ ERETTSEGIRE! | Geometria



HAZI FELADAT

RAADAS

Korabbi érettségi feladatok

Az ABC haromszdg csticsainak koordinatai:
A(—3;2), B(3; 2) és C(0;0) .
a) Szamitsa ki az ABC haromszog szogeit!
b) Irja fel az ABC héromszog koriilirt korének
egyenletét!
(2011. mdjus, kozépszint)

N
*J

Adott az A(5; 2) és a B(—3; —2) pont.

a) Szamitassal igazolja, hogy az A és B pontok illesz-
kednek az x — 2y = 1 egyenlet(i e egyenesre!

b) Irja fel az AB 4tmérdjt kor egyenletét!

c) Irjafel annak az fegyenesnek az egyenletét, amely
az AB atmér6jii kort a B pontban érinti!

(2014. mdjus, kozépszint)

Egy négyzet oldalegyenesei a koordinatatengelyek és

az x = 1, valamint az y = 1 egyenlet( egyenesek.

a) Abrazolja derékszogli koordinita-rendszerben a
négyzetet, és adja meg csticsainak koordinatait!

b) Irja fel a négyzet koré irhaté kor egyenletét!

c) Allapitsa meg, hogy a négyzet keriilete hany sz4-
zaléka a kor kertiletének!

d) Az y = —4x + 2 egyenletdi egyenes a négyzetet
két részre bontja. Szamitsa ki e részek teriiletének
aranyat!

(2006. februdr, kozépszint)



1. FELADATSOR

I.rész

Egy 30 f6s osztaly tanuldinak % része kozepesnél nem rosszabb tanulo, % részitk kozepesnél nem jobb tanulé. Hany

kozepes tanuld van az osztalyban? (3 pont)

Az egységoldalu négyzet oldalait mennyivel kell megnovelni, hogy az 1j négyzet teriilete két teriiletegység legyen?
Hatarozza meg a novelés mértékének értékét két tizedesjegyre kerekitve! (2 pont)

Adja meg az f (x) = (x — 3)” + 2 fiiggvény [1; 4] intervallumon felvett legkisebb és

legnagyobb értékét, és azt is, hogy hol veszi fel ezeket az értékeket! (3 pont)
Egy mértani sorozat masodik tagja i, harmadik tagja —%. Hatdrozza meg a sorozat elsé tagjat! (2 pont)

[rja fel annak a kornek az egyenletét, amely egyik atméréjének két végpontja az
A(2; —1) és B(—4 ; 7) koordinataju pontok! (3 pont)

Rajzoljon egy olyan grafot, amely szemlélteti egy 6tf6s tarsasag ismeretségi kapcsolatait, ha tudjuk, hogy két ember-
nek 3, egy embernek 2, két embernek 1 ismer6se van! (Az ismeretségek kolcsonosek.) (2 pont)

A 2x* + k- x+ 7 = 0 egyenletnek gydke x = —2. Szdmolja ki a k vals paraméter értékét! (2 pont)

Hozza létre az alabbi kifejezés legegyszertibb formajat!
(@) -a*:(a’)’ = (2 pont)

Dontse el, hogy az alabbi két mennyiség koziil melyik a nagyobb! Valaszat szamolassal indokolja!

A=V8+V50  vagy  B=?%100000 (3 pont)

Hatarozza meg annak a derékszogi trapéznak a keriiletét, amelynek alapjai 10, illetve 22 cm hossztak, a derékszogt
szar pedig 5 cm! (2 pont)

Igaz vagy hamis?

a) Van olyan 180°-ndl kisebb pozitiv szog, amelynek minden szogfiiggvénye negativ el6jeld.

b) Egy pozitiv val6s szam negativ kitevés hatvanya mindig pozitiv el6jeld.

c) Azels6 hisz primszam szorzata paros szam. (3 pont)

Milyen szamjegyeket irhatunk a 367x2y hatjegyti szam ismeretlen szamjegyeinek helyére ahhoz, hogy a szdm oszt-
haté legyen 12-vel? Hatdrozza meg az Gsszes lehetséges (x; y) rendezett szampart! (3 pont)

II. rész

E>

00

Van tiz darab 1 cm sugart és két darab 3 centiméter sugaru tirégomboc gyartasahoz elegendé mennyiségti masz-

szank, de az utolsé pillanatban mégis gy dontiink, hogy egy darab nagy (csaladi) gombocot formazunk. (A feladat-

ban a gomboc elnevezés gdmb alakot feltételez!)

a) Mekkora lesz az igy kapott nagy gombdc sugara? (4 pont)

b) Hény szazaléka lesz az elkészitett gombdc befedéséhez sziikséges prézli mennyisége az eredetileg eltervezett
gombodcokéhoz képest? (7 pont)

PROBAERETTSEGI FELADATSOROK | 1. Feladatsor



B

Egy szamtani sorozat harmadik, negyedik és 6todik tagjanak dsszege tizzel nagyobb, mint a sorozat kilencedik ele-
me. A masodik és hatodik tag dsszege 30.
Hatéarozza meg a sorozat elsé tagjat, differencidjat, valamint els6 huszonkét tagjanak 9sszegét! (12 pont)

Egy toronydra nagymutatoja 40 cm, kismutatéja 32 cm hosszud. (A nagymutatd a percet, a kicsi az 6rat mutatja.)
a) Milyen tavol van egymastol a két mutatd végpontja négy érakor? (5 pont)
b) Mekkora ivet fut be a nagymutatd, illetve a kismutato a négy ératdl haromnegyed 6tig tarté idészakaszban?
(4 pont)
c) Ezatoronydra minden egész 6rakor az 6rak szamat (it el, minden egész 6rat negyed draval kovetden egyet, min-
den egész orat fél 6raval kovetden kettdt, minden egész 6rat haromnegyed éraval kovetGen harmat {it. Hanyat iit
Osszesen 8 Ora 11 perc és 16 dra 22 perc kozott? (4 pont)

Az alabbi harom feladatbol kettét kell megoldani.

Egy 10 {6s barati tarsasag labméreteirdl a kovetkezéket tudjuk:
Aladér 42 Bruné 41 Cingar 44 Dénci 42 Elemér 43 Furfang 42  Guszti 43 Huncut 42 Icurka 36
a) Hatarozza meg a tizedik ember, Janko labanak nagysagat, ha tudjuk, hogy a tiz legény labméretatlaga 41,8!
(3 pont)
b) Janko labméretének ismeretében hatirozza meg, mennyi a labméretek medianja! (2 pont)
A tiz ember nevét felirjuk egy-egy papirra, a papirokat bedobjuk egy kalapba. Véletlenszertien kihtizzuk a neveket
a kalapbdl, és feljegyezziik a kihuzott nevek sorrendjét.
c) Allitsa névekvd rendbe az aldbbi események valésziniiségét! (5 pont)
A: El6szor egy legfeljebb negyvenes labméretii ember nevét huzzuk ki a kalapbdl.
B: A kalapbdl kihtzott nevek alapjan, balrdl jobbra sorba allitva az embereket névekvd labméret szerint sora-
koznak fel.
C: Lanyhoz tartozo nevet hizunk elészor.
d) Legalabb hany nevet vélasszunk ki a kalapbdl, hogy biztosan legyen a nevek kozott maganhangzoéval kezd6d6?
(2 pont)
A felsoroltak koziil Icurka a legfiatalabb, Cingar a legidGsebb.
e) Szamitsa ki, hany éves Icurka és Cingar, ha tudjuk, hogy kettejiik életkoranak kiilonbsége 16 év, és tudjuk, hogy
4 év mulva életkoraik hanyadosa 2,6 lesz! (5 pont)

a) Oldja meg az egyenletet a raciondlis szimok halmazan!
< 1 /o 1\
49 - ﬁ_(343> (7 pont)

b) Mely valés szamokra teljesiil?
log,(x — 1) — 3 =log, (12 — 3x) (10 pont)

Bimbd, a tehén egy sikra illeszkedd rét kozepén legelészik. T6le északra 9 méterre alldogal Riska, a masik tehén.

Riskatol keleti iranyban, ugyanakkor Bimbotdl 15 méterre heverészik Kdcos, a pulikutya.

Helyezze el egy derékszogu koordinata-rendszerben az allatokat jelzé B; R; K (rendre Bimbd; Riska; Kocos) pontokat

ugy, hogy R legyen az origéban, B az ordinatatengely negativ felén, valamint K az abszcisszatengely pozitiv dgan.

(Tekintsiik ilyen szempontbol pontszertinek az allatokat!)

a) Hatarozza meg az emlitett allatok helyének koordinatait rendezett valos szamparokkal, ha egy méter hossza
szakaszt egy egységnek tekintiink! (3 pont)

b) Az el6bbi koordinatak figyelembevételével irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely mentén Kocos és
Bimb¢ elhelyezkedik! (5 pont)

c) Mely egyenesen kellene Kdcosnak heverésznie, ha azt akarna, hogy a két tehéntdl egyenl6 tavolsagra helyezked-
jen el? Irja fel ennek az egyenesnek az egyenletét! (3 pont)

d) Riska az origéban rogzitett, 7 méter hossztsagu kotéllel van kipanyvazva. A harom éllat eredeti helyzetével létre-
hozott BRK hdromszog teriiletének hany szazalékat tudja ilyen modon lelegelni? Az eredményt egy tizedesjegyig
kerekitve adja meg! (6 pont)
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2. FELADATSOR

I.rész

Egy 426 cm atmérdju trambulin ara 65 990 Ft. A nyar eleji arleszallitason 15%-os kedvezménnyel arusitjak. Mennyi
igy az dra tizesekre kerekitve? (2 pont)

Adja meg az x — (x4 2) — 1 fiiggvény zérushelyeit! (3 pont)
Adjon meg egy olyan pozitiv szamot, amelynek pontosan 5 pozitiv osztéja van! Sorolja fel az osztokat! (3 pont)

Egy kor alaku algatelep mérete 100 m’. Mekkora lesz a mérete 3 év mulva, ha évenként megkétszerezddik

a telep atmérdje? (2 pont)
Egy szabélyos hatszog csticsai rendre A, B, C, D, E, F. Legyen a = AB és b = AF . Adja meg £ b
a és b vektorral az EC, a BC ésaz AD vektorokat! (3 pont)
F C
Oldja meg a log, % = x egyenletet a valos szamok halmazan! (2 pont)
A B

Tiz osztélyzat atlaga 3,6. Ha kapunk még két 6tost, mennyi lesz az 6j atlag? (3 pont)
Egy egyenes egyik normalvektora n = (2; —1), egyik pontja pedig P(5; 4). Adja meg az egyenes egyenletét! (2 pont)

Melyik allitas igaz, melyik hamis? (2 pont)
a) A 3alegkisebb paratlan primszam.

b) A 2,345 szam racionalis szam.

¢) Minden tizedes tort felirhat6 két egész szam hanyadosaként.

Mekkora a valoszintisége annak, hogy egy szabalyos dobokockaval egymads utan két hatost dobunk? (3 pont)
P

Egyszertusitse az +j}} tortet, ha x #—y! (3 pont)
Adja meg annak a kérnek az egyenletét, amelynek a kozéppontja a (—3; 5) pont, sugara pedig v'5 ! (2 pont)

IL. rész

A

m Nyaranta Révfilop és Balatonboglar kozott kertil sor a Balaton-at- & é?\iha 2
uszasra. Mintegy tizezer ember Ussza 4t a Balatont, és teszi meg a 9. &
apolca 2

kb. 5,2 km-es tavolsagot. A két telepiilés amugy is népszerd kiran- 2 A

dul6hely: sokan keresik fel a révfiilopi kiinduldsi hely kilatojat a

Fiilop-hegyen, illetve a boglari hegy csticsan a Xantus Janos Gomb-

kilatot. A két kilatd tavolsagat vegytik 6 km-nek, egyenesiik nem

merdleges a partral

a) Meg akarjuk becsiilni, milyen messze van a szemkozti parton
Fonydd csucsa a Fiilop-hegytdl. Irdnytivel ugy becsiiljiik, hogy

a Fulop-hegy-Fonydd egyenes és a Fiilop-hegy-Gombkilaté €
egyenes egymassal 50°-os szoget zar be. Tudjuk, hogy a Boglar-Fonyo6d-tavolsag vastton 9 km, tekintsiik egyenes-
nek a vonalat! Szamitsa ki, ennek alapjan mekkora tavolsagra van Fonydd a Fiilop-hegyi kilatotol! (5 pont)
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b) 1998-ig visszamendleg elérhetdk az atdszas legérdekesebb statisztikai adatai. Az alabbi tablazatban a legfiatalabb és
legidésebb atuszokat tiintettiik fel nemek szerint (2005-ben és 2010-ben a sorozatos rossz idé miatt nem tartottak
meg az atuszast). Adja meg mind a négy kategdriaban a mediant, az atlagot és a moduszt! (5 pont)

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2006 2007 2008 2009 2011 2012 2013 2014

Legfiatalabb néi

., 8 8 7 5 6 9 8 7 8 7 9 8 8 9
uszo

Legfiatalabb férfi

., 8 9 7 5 7 6 7 8 8 8 9 8 8 8
usz6

Legiddsebb no6i

., 70 65 65 67 68 69 69 72 73 74 73 77 78 76 80
usz6

Legid6sebb férfi

., 7% 69 77 8 79 8 77 79 8 77 78 79 82 82 83
uszo6

c) A Gombkilatd egy olyan test, amely kozelit6leg egy 15 m atmér6jii gobmbnek
felel meg. Szamitsa ki, mekkora egy ilyen gdmbnek a felszine! (2 pont)

n Kislabdaval dobunk. A feldobott labda magassiga az y = 5x(4 — x) fliggvény
szerint valtozik, ahol y a f6ldt6l mért magassag méterben, x pedig az eltelt ma-

sodperceket jelenti.

a) Abrazolja a fiiggvényt! (4 pont)
b) Mennyi idé mulva ér vissza a kislabda a f6ldre? (2 pont)
c) Milyen magasra dobtuk fel a kislabdat? (2 pont)
d) Mennyiid6 utan lesz a labda 15 m magasan? (2 pont)

e) Adja meg annak a két egyenesnek az egyenletét, amelyek a fiiggvény maxi-
muman és egyik zérushelyén mennek at! (4 pont)

ﬂ Bence sziilei biciklit igérnek fiuknak év végére, ha szép bizonyitvanyt visz haza.
2020. szeptember 1-jén elhatdrozzak, hogy havonta félretesznek 10 000 Ft-ot

3,6%-0s éves kamatozassal. A bank havonta irja jova a kamat egy honapra esé
részét. 2021. januar 1-jén a bank nagyvonald, 4,8%-o0s éves kamatozasu ajanlatot
kindl fel a sziil6knek junius 30-ig, amelyet 6k el is fogadnak.
a) Mennyi pénz gytilt 6ssze egész forintra kerekitve, miutan 2020. december 31-én a bank jévairta a kamatot?
(3 pont)
b) Mennyi pénz gytilt ssze egész forintra kerekitve, miutan 2021. junius 30-4n a bank jévéirta a kamatot? (4 pont)
¢) Bence szép bizonyitvanyt vitt haza, igy sziilei bevaltjak igéretiiket. Rdadasul egy bizonyitvanyosztasi akcid kereté-
ben a kerékparboltokban 15%-o0s kedvezménnyel lehet biciklit vasarolni. Mennyibe keriilt az arleszallitas el6tt az a
bicikli, amelyet Bence sziilei meg tudnak venni a félretett pénziikb6l 2021. junius 30-4n, miutdn a bank jovairta a
kamatot? (A bicikli eredeti arat ezresekre kerekitve adja meg!) (3 pont)

B
Az alabbi harom feladatbol kettét kell megoldani.

n Oldja meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) 7 - (sinx — cos x) - cos x - sin 2x = 0; (9 pont)
b) 3***—-28-3"=-3. (8 pont)
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n Hajni késziil a szobeli érettségire. Magyarbol, angolbdl és informatikabol fog szobelizni kozépszinten, matematikabol

il

és torténelembdl emelt szinten. Szeretne minél hamarabb tullenni a feleleten.

a) Ha az osztaly 32 tanuldja kozil véletlenszertien vélasztjak ki, hogy melyikiik hanyadiknak felel, akkor mekkora
a valdszinlisége annak, hogy 6 kezdi az érettségit? (2 pont)

b) Hajni szeretné, hogy baratnéjével, Ritaval egyiitt legyenek tdl az érettségin. Mekkora annak a valdszintsége, hogy
6k ketten lesznek a két els6 felel6? (4 pont)

Magyarbdl 21, angolbdl 18, informatikabol 16 tétel van, matematikabdl és torténelembdl 20-20. Van 3 olyan magyar-
tétel, 3 olyan angoltétel, 2 olyan informatikatétel és 2 olyan torténelemtétel, amelyekben Hajni bizonytalannak érzi
magat, ezért Oriilne, ha nem ezeket hiznd. Minden tantargybol egy tételt huz.
c) Mekkora a valdszintisége, hogy szerencséje lesz, azaz mind az 6t targybol csak olyan tételt hiz, amelyet szeretne?
(5 pont)
d) Mekkora a valdszintsége annak, hogy a teljes érettségije soran pontosan egy olyan tételt hiiz, amelyet nem akar?
(6 pont)

Kérbe akarjuk biciklizni a Balatont. A Balatoni Kérat hossza kb. 210 km. Ugy tervezziik, hogy mindennap 10 km-rel
tobbet tesziink meg, mint el6z6 nap.

a) Hany km-t tekerjiink elsé nap, ha 6 napra tervezziik a tarat? (3 pont)
b) Hany napig fog tartani a kor, ha els6 nap 60 km-t tekeriink? (3 pont)

Egy masik barati tarsasdg is korbetekeri a Balatont. Ok az alapjan tervezik meg az utat, hogy melyik telepiilésen ta-
lalnak maguknak kedvezd dron szalldshelyet. Révfiiloprdl indulva az altaluk kiszemelt nyaralok kozti tavolsagok a
kovetkezék: Révfillop — 32 km - Balatonfiired - 31 km - Balatonkenese - 41 km - Balatonfoldvéar — 46 km - Balaton-
mariafiird — 28 km - Balatongyorok - 32 km - Révfiilop.

Hanyféle ut lehetséges, ha Révfiiloprdl indulnak, és ha egy nap

c) legfeljebb 70 km-t; (3 pont)
d) legalabb 70 km-t; (3 pont)
e) legfeljebb 90 km-t (5 pont)

akarunk tekerni? (Nem kell minden szallashelyen aludni.)
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I. rész

Hatéarozza meg a kovetkezé masodfoku egyenlet megoldasait a valos szamok halmazan!
21 — 7x+ 2x° = 6x (2 pont)

Kati pénztarcajaban 300 Ft van, egyenld szamu 5 és 20 forintosokban. Hany darab pénzérme van Kati pénztarcajaban?

(2 pont)
Az y-nak hanyadik hatvanya az alabbi kifejezés (y # 0)?
4318
(}’)}/3)’ (2 pont)
Déntse el, hogy az alébbi llitasok koziil melyik igaz és melyik hamis! (2 pont)
a) Minden trapéz paralelogramma.
b) Minden paralelogramma trapéz.
c) Nincs olyan hiaromszog, amelynek a sulypontja a haromszogon kiviil van.
d) A négyzetnek 8 szimmetriatengelye van.
Adja meg 20° és 30’ legnagyobb kozos osztéjat! (2 pont)

Egy gomb alaku karacsonyfadisz térfogata 555 cm’. Belefér-e a 10 cm élhossziisdgu kocka alaku diszdobozba? Vélaszat
indokolja! (3 pont)

Hatarozza meg az x — log,,, x fiiggvény zérushelyét! A fliggvény értelmezési tartomdnya a valés szamok halmaza.
(2 pont)

Egy kozépiskola Kosar Kupajara hat csapat jelentkezett. A csapatok ko-
z0tt eddig lejatszott meccseket szemlélteti az abra. Hany mérkézés van
még hatra, ha minden csapat minden csapattal egy mérkézést jatszik?

(2 pont)

A mellékelt abran 1évé P pont abszcisszaja —%. Hatdrozza meg P pont yA

ordinatajat és az @ sz0g nagysagat! (3 pont)

=Y
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n Egy kor egyenlete (x — 3)? + (y + 4 = 4. Irja fel annak a kornek az egyenletét, amely a megadott kdrrel koncentrikus,
és a sugara 12 egység! (2 pont)

n Egy osztalyban hdrom csoportban folyik az angol nyelv tanitasa. Az év végi jegyek atlaga az elsé csoportban 4%, ama-

sodik csoportban 4, a harmadik csoportban 4,3 volt. Az els6 csoportban 12, a masodikban 13, a harmadikban 10 diak
tanulja a nyelvet. Hatdrozza meg az osztaly év végi atlagat angol nyelvbol! (3 pont)

n Egy telepiilés lakossaga 5600 6. Az elkovetkezendd években a lakosok szama évrdl évre 5%-kal csokken. Hany év

eltelte utdn lesz a lakosok szama 4000-nél kevesebb? (3 pont)
II. rész
A
a) Abrazoljaaz f:[—1;3[ — R x — 2x* — 4x — 6 fiiggvényt! (4 pont)
b) Adott az e egyenes két pontja: P(0; -2) és Q(~1; 0). Irja fel az e egyenes egyenletét! (2 pont)
c) A g fuggvény az a linedris fiiggvény, melynek értelmezési tartomanya [—1; 3[, két helyettesitési értéke pedig
g(0) = =2 és g(—1) = 0. Adja meg a g fiiggvény hozzarendelési szabalyat! (2 pont)
d) Adja meg azokat az x valds szamokat, amelyekre f(x) < g(x)! (4 pont)

n Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) 4/(x—2)* =25; (4 pont)
2-log,(x—1)—3
b) log,(3x—3) L (7 pont)

ﬂ Egy kozépiilet falat az abra szerinti labirintussal diszitik. A falba apré szogeket vernek, és ezekhez feszitik ki a szines
huzalt. K6zéprol indulva az elsé szakasz 12 cm, a kovetkezd is 12 cm, a harmadik és negyedik 24 cm, a kovetkezd kettd
36 cm, és igy tovabb. Az dbra mutatja a labirintus kozéps6 részét, ez még folytatddik a leirt szabaly szerint.

a) Kozéprol indulva hanyadik szakasz lesz az els6 olyan, amelyik hosszabb, mint 2 m? (3 pont)
b) Milyen hosszu a teljes huzal, ha az utolsé szakasz hossza kiilonboézik az eldtte 1év6tdl, és az utolsé darab 252 cm
hossza? (6 pont)
c) Milyen iranyban haladt az utolsé darab: balrdl jobbra, jobbrol balra, lentrél felfelé vagy fentrél lefelé, ha az utolsé
szakasz hossza kiilonbozik az el6tte 1év6tdl, és az utolsd darab 252 cm hosszu? Valaszat indokolja! (4 pont)
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B.

Az alabbi harom feladatbdl kettét kell megoldani.

Egy szabalyos sokszognek 25-tel kevesebb atléja van, mint a néla kettével nagyobb oldalszamu szabélyos sokszognek.

a) Melyek ezek a sokszogek? (4 pont)
Egy szabalyos 14-sz6g koré irhaté korének sugara 10 cm, egyik cstcsa P.

b) Hatarozza meg a leghosszabb és a legrovidebb atlé hosszat! (7 pont)
c) Mekkora szoget zar be egymassal a P-b6l huizhato6 leghosszabb és legrovidebb atlo? (6 pont)

Egy kozépiskola biciklis taibordban mindennap haromféle turat inditottak. A ,kis” tardra leginkabb a kezdé bicajosok
jelentkeztek, vagy azok, akik el6z6 nap nagyon elfaradtak. A ,kozepes” turan mar nagyobb tavolsagokat kellett meg-
tenni és nehezebb terepen, a ,,nagy” turan induloknak mar napi 100-110 km-t is kellett tekerni, nem egyszer dimbes-
dombos vidéken.

54 olyan bicajos volt, aki legalabb egyszer vallalta a nagy tdra kihivasat, és 84-en vettek részt kis tiran a tabor alatt.
A kis tiran vagy nagy turan részt vevoknek a 15%-a nagy turan és kis tiran is részt vett.

a) Hany olyan biciklis volt, aki részt vett kis turan, de nagy turan nem? (4 pont)

A taborban volt 10 olyan ember, aki mindharom tarat kiprobalta, és 12 olyan, aki csak a kozepes turat. A kozepes
turazok kozil 70-en mas taran is részt vettek. A kozepes taran induldknak a fele kis taran is indult.
b) Hany olyan résztvevéje volt a tabornak, aki kozepes tiran és nagy tdrdn is részt vett? (6 pont)

2017-ben is megszervezték ezt a tabort. Akkor 8 olyan gyerek volt, aki mindhdrom tipusu tdran részt vett. 10 olyan
gyerek, aki volt kis tiran is és nagy turan is, 29 olyan, aki kozepes tiran is és nagy tdran is, 44 olyan, aki kis taran is
és kozepes turan is. 56 gyerek vett részt kis tdran, 37 gyerek vett részt nagy turan, 93 gyerek vett részt kdzepes turan.
c) Ha 2017-ben a tirdkon részt vevok koziil 2 gyereket véletlenszertien kivélasztunk, akkor mennyi annak a valdszi-
ntisége, hogy mindketten pontosan két tipusu turan vettek részt? (7 pont)

Egy szomedence 15 m széles, 50 m hosszu, és a hosz-
szabb oldala mentén a vizmélység 170 cm-r6l egyenle-
tesen nd 250 cm-ig.

a) Mennyi viz fér a medencébe? (6 pont)
b) Télen a medence f6lé az abra szerint egy félhenger

alaku satrat hiznak, amelynek két végét fiiggdleges
sika félkorokkel zdarjak le. A félhenger sugara 9 m,
hossza 54 m. Hany négyzetméter anyagot kellett
venni a sator elkészitéséhez, ha a hulladék a felhasz-
nalt anyag 15%-a volt? (7 pont)
c) A medencében 8 uszdsavot alakitottak ki. Egy alka-
lommal 6-an érkeznek az uszodaba. Hanyfélekép-
pen foglalhatjak el az uszdsavokat? (4 pont)
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4. FELADATSOR

I.rész

Oldja meg a valés szamok halmazan az egyenletet!

x—5_3x:5—3x

3 3 (3 pont)

Adott a derékszogl koordinata-rendszerben két pont: A(4; —2) és B(0; 4). Adja meg a felez6merdélegesiik egyenletét!

(3 pont)
Egy szamtani sorozat mdsodik tagja —42; differencidja 3. Mennyi az els6 tiz tag 6sszege? (2 pont)
Milyen val6s szamokra nincs értelme a % kifejezésnek? Valaszat indokolja! (3 pont)

Adja meg az [1; 4] intervallumon értelmezett f{x) = | x|+ 3 fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét! (2 pont)
Hany éle van annak az 6tpontu grafnak, melynek minden pontjanak fokszdma kett6? (2 pont)

Egy pénzérmét egymas utan haromszor feldobunk. Mennyi annak a valdszintsége, hogy el6szor fejet dobunk, utana
kétszer irast? (2 pont)

Mennyi a kifejezés pontos értéke?
9518, 5 (2 pont)

Egy rombusz atl6i 40 cm és 32 cm hossztak. Milyen hosszt a rombusz oldala? Valaszat két tizedesjegyre kerekitve adja

meg! (3 pont)
Mennyivel nagyobb az 1 egység sugarti gomb felszine, mint az 1 egység oldalélt kocka felszine? (3 pont)
Igaz vagy hamis?

a) Van olyan valds szam, amely igazza teszi a kovetkezd egyenletet: % =Vx + %

b) Egy pozitiv valos szam harmas alapti logaritmusa pozitiv.
c) Kétvéges halmaz uniéjanak elemszama nem lehet kisebb, mint a két halmaz elemszaménak sszege. (2 pont)

Hany olyan tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam van, amely 4 jegy(i, 5-tel oszthato, és minden szamjegye kiilon-
boz6? (3 pont)

II. rész

A

208

Egy turistacsoport érkezik egy étterembe. Az ebédnél 15-en rendelnek levest, htszan f6ételt.
a) A szakdcs a rendelést hallva elgondolkodik azon, vajon hanyan rendelhettek levest és f8ételt is. Milyen hatarok
kozott van azoknak a szama, akik mindkét fogast rendelték? Valaszat indokolja! (4 pont)

Stiteményt 15-en rendelnek, kavét huszan. A vendégek 60%-a kért siiteményt, de lehet, hogy van olyan vendég, aki

nem kért kavét sem és stiteményt sem.

b) Legfeljebb a vendégek hany szazaléka rendelt kavét is és siiteményt is? Legalabb a vendégek hany szazaléka rendelt
kavét is és stiteményt is? Vélaszat indokolja! (6 pont)
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Andrasnak tavaly tobb volt a fizetése, mint Bélanak. Andrds 11 havi fizetése volt annyi, mint Béla egész éves keresete.

Idén januar elsejétél mindketten fizetésemelést kaptak, amely a szerzédésiik szerint minden tjabb év januar elsejétél

érvényes. [gy Andrdsnak 2%-kal, mig Bélanak 3%-kal né minden év janudér elsején a fizetése.

a) Ha megmarad ez a novekedési titem, akkor hany év mulva fordul el6 elészor, hogy Béla fizetése nagyobb lesz, mint
Andrésé? (8 pont)

b) Andrés cégénél 26-an dolgoznak, a dolgozok atlagfizetése 293 000 petak (az orszag pénznemében). Felvesznek a
céghez egy informatikust 352 000 petak és egy gazdasagi tigyintéz6t 333 000 petdk fizetéssel. Mennyi lesz ekkor a
fizetések atlaga a cégnél? (4 pont)

E Egy elektromos panel kivezetési pontjai egy derékszogili koordinata-rendszer egész koordinatdji racspontjai. A terve-
z6 megrajzolja azt a harom egyenest, melynek egyenletei
x+10y=47; 8x—y=52 és x+y=2.

yA
[ ] L] [ ] [ ] [ ] * L] [ ] [ ] L] L] [ ] [ ] L] L]
[ ] L] [ ] [ ] [ ] * L] [ ] [ ] L] L] [ ] [ ] L] L]
L] L] L] L] .14} L] L] L] L] L] L] L] L] L]
[ ] L] [ ] [ ] [ ] * L[] [ ] [ ] L] L] [ ] [ ] L] L]
[ ] L] [ ] [ ] [ ] * L] [ ] [ ] L] L] [ ] [ ] L] L]
[ ] L] [ ] [ ] [ ] * L] [ ] [ ] L] L] [ ] [ ] L] L]
a) Hatarozza meg az egyenesek altal kozrezart haromszog teriiletét! (6 pont)

b) Azokba a racspontokba, amelyek a haromszog keriiletére esnek, izzokat szerelnek. Hany izz6 keriil a panelre?
(2 pont)
c) Ezekkoziil az izzok koziil véletlenszertien felvillan két izz6. Mennyi a valoszintisége, hogy a felvilland izzék nincse-
nek a haromszog egy kozos oldalegyenesén? (6 pont)

B
Az alabbi harom feladatbdl kett6t kell megoldani.

n Adott egy 11 szambol all6 adathalmaz, melynek két eleme: 0,342 és 0,940. A szamokat vizsgalva Klari r4jon, hogy a
szamok éppen a sin 0°, sin 10°, sin 20°, sin 30°, sin 40°, sin 50°, sin 60°, sin 70°, sin 80°, sin 90°, sin 100° szdmok 3
tizedesjegyre kerekitett értékei.

a) Hatarozza meg a tizenegy szam atlagat, medianjat, moduszat és terjedelmét! (6 pont)

Egy haromsz6g mindharom szége kiilonbozd, és tudjuk réluk, hogy nagysaguk a 10° egész szamu tobbszordse.

b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki a 0°, 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70°, 80°, 90°, 100° koziil harom kiilonbozét ugy,
hogy egy haromszog szogeit adjak meg? (A kivalasztas sorrendjétdl eltekintiink.) (6 pont)

c) Ezek koziil a haromszogek koziil mekkora a keriilete annak, amelynek szogei 40°, 60° és 80° nagysaguak, és leg-
hosszabb oldala 12 cm? (5 pont)
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Diszitémintat készitenek egy falfeliiletre, egybevagd szabalyos haromszogekbdl. A haromszogek oldalai 14 cm hosz-
szuak. Ezzel boritanak be egy haromszog alaku feliiletet, az abra szerint. A minta legfels6 soraban csak egy darab
haromszog van, a legalsé sorban pedig 73.

a) Osszesen hany hdromszogbdl 4ll a minta? (6 pont)
b) Alulrél szamitva hanyadik sorban helyezhetik el a feliratot, ha arra a legalacsonyabban fekvé sorra szeretnék tenni,

amelynek also éle legalabb 5 m széles? (4 pont)
c) Milyen magas a minta? (4 pont)

d) A mintat kétféle szinii haromszogekbdl készitik, ahogy azt az abra mutatja. Melyik szinti hdromszogb6l van tobb,
és mennyivel? (3 pont)

Egy négyzet alapt egyenes hasab alapélei 26 cm hossztiak, magassaga 35 cm.

a) Mekkora szoget zar be egy oldallap két lapatloja egymassal? (4 pont)

b) Mekkora szoget zar be a kozos csucsbol induld testatld és lapatld, ha a lapatl6 az
egyik oldallapra illeszkedik? (7 pont)

c) A test csucsai koziil véletlenszertien kivalasztunk kett6t. Mennyi annak a val6szi-  35cm
niisége, hogy a kivalasztott csticsok tavolsaga nagyobb, mint 35 cm? (6 pont)

26 cm

26 cm



5. FELADATSOR

1. rész

n A jatékboltban learaztak egy pliissfigurat. A 41%-os ledrazds utan az ara 19,88 euro lett.
Mennyibe keriilt a plissfigura eredetileg? Valaszat euréban megadva, két tizedesjegyre
kerekitse! (2 pont)

a) Adja meg a grafikonjaval jellemzett masodfoku fiiggvény hozzarendelési szabalyat! v A

b) Adja meg a fliggvény értelmezési tartomanyat!

c) Adja meg a fiiggvény értékkészletét!

(3 pont) / \

®Y

Oldja meg a cos x = 0,5 egyenletet a valds szamok halmazan! (2 pont)

Egy iskolai roplabdabajnoksdgon minden csapat minden csapattal egy mérkdzést jatszott (kdrmérkdzés). Osszesen
105 mérkdzés zajlott le. Hany csapat indult a bajnoksagon? (3 pont)

Legyen a(2; —5) és b(1; 4). Adjamega + b ésa- b értékét! (2 pont)

Egy tizenkét f6s nyelvcsoportban négyen sosem csinalnak leckét, a tobbiek pedig rendszeresen csinalnak leckét. Ha a
nyelvtanar egy 6ran harom gyereket kérdez ki a leckéb6l, mekkora a valdszintsége, hogy mindharman irtak leckét?

(3 pont)
Egy grafban 4 cstcs van. Az egyes csticsokbdl 3; 2; 2; 1 €l indul. Rajzoljon meg egy ilyen grafot! (2 pont)
Mi az éllitasok logikai értéke: igaz vagy hamis?
A) Van olyan irracionalis szam, amelyik egész szam.
B) Minden haromszog magassagpontja a haromszogon beliil talalhato.
C) A legkisebb primszam paros, és kisebb, mint kett6.
D) A négyzet atléi felezik egymast vagy harmadoljak egymast.

(3 pont)

n Tagadja a kovetkezd allitast: ,Mindenkinek van egy alma?” (2 pont)
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n Egyszertisitse az alabbi kifejezést:
2
X—x
s * 1 2
1 (x ) (2 pont)
n Egy villanyp6zna magassagat szeretnénk megmérni. Az internetrél megtudjuk, hogy a mai napon, deleléskor a nap
40°-o0s szogben siit (a napsugarnak a vizszintessel bezart szoge 40°). Ekkor megmérve az oszlop arnyékat azt 6,7 mé-
ternek talaljuk. Milyen magas az oszlop? Valaszat méterben megadva, egy tizedesjegyre kerekitse! (4 pont)

n Mi az alabbi kifejezés értelmezési tartomanya?

1
x—1

(2 pont)

II. rész
A.

m Péterék egyhetes bicikliturara késziilnek. Az egyhetes taran sszesen 525 km-t fognak biciklizni. Abban allapodnak
meg, hogy az egymast kéveté napokon az el6z6 naphoz képest mindig 10%-kal tobb utat tesznek meg.
a) Hany kilométert kell megtenniiik az els6 és mennyit az utolsé napon? (7 pont)
b) Péter régi biciklijének kereke 24”-0s (24 collos - 1 coll kb. 2,54 cm) 4tméréjii volt. Az ehhez a mérethez vasarolt

sebességmérdt dttette az j, 27”-os kerek biciklijére, de nem allitotta 4t az (j méretre. Meglep&dve tapasztalta,

km
h

ki, hogy mennyi volt Péter atlagsebessége! A sebességméré gy szamolja az atlagsebességet, hogy megszamolja,

hogy habar a muszer 20

-s atlagsebességet jelzett, mégis tobb mint 20 km-t tett meg egy dra alatt. Szamolja

hanyat fordult a bicikli kereke, ezt megszorozza annak a keréknek a keriiletével, amit beallitottunk, és az igy kapott

tavolsagot elosztja az eltelt id6vel. (5 pont)

n Két telepiilés, Kdzmérvdros és Hubafalva kozott egyenes autdpalyat épitenek. A térképre helyezett koordinata-rend-
szerben Kdzmeérvdros kozpontjanak koordinatai K(0; 4), Hubafalvdé H(9; 1).

a) Egy harmadik telepiilés, Rajmundvdr a koordinata-rendszer R(1; —3) pontjdban talalhato. Legaldbb milyen hosszt

bekotéutra van sziikség, hogy a varosbol ki lehessen hajtani az autopélyara? (A koordindta-rendszerben egy egység

4 km-nek felel meg.) (8 pont)

b) A harom telepiilést 6sszekotd korgytirt is épiil, melynek kozéppontja a koordinata-rendszer C(4; 1) pontja. A kor-

gylrt mindharom telepiilést érinti. Egy apro telek a koordinata-rendszer T(8,5; —1) pontjaban talalhatd. A kor-

gytriin beliil vagy kiviil van a telek? (4 pont)

ﬂ a) Mekkora az dbran lathat6 korbe irt négyszog kertilete és teriilete? (5 pont)
b) Egy 6,5 centiméter sugarti kort az egyik 12 cm hosszuisagu hurja két korszeletre
oszt. Mekkora a kisebbik korszelet teriilete? (7 pont)

7,8 cm

B.
Az alabbi harom feladatbdl kett6t kell megoldani.

n Szulamit egy alkalommal sorba rendezte a szuperhés figurait. Meglep6dve tapasztalta, hogy éppen minden harmadik
figura volt gonosz szerepld (tehat a tobbi jo), és éppen minden 6todik figura nem tetszett neki (tehat a tobbi tetszett).
Az utolsé figura egy gonosz karakter volt, aki nem tetszett neki.
a) Hany szuperhdsfigurdja van Szulamitnak, ha tudjuk, hogy 12 olyan van koztik, aki gonosz és nem tetszik neki?
(4 pont)
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b) Igaz-e, hogy ha ezt a tizenkettét (aki gonosz
és nem tetszik neki) kivennénk a sorbdl,
akkor csupa olyan maradna benn, aki j6 és
tetszik neki? Valaszat indokolja! (4 pont)

c) Hany figurat kell kivélasztanunk, hogy
biztosan legyen koztik két jo vagy két
gonosz? Valaszat indokolja!

(3 pont)

d) Ha kivessziik azokat, akik gonoszak, és
azokat is, akik nem tetszenek Szulamitnak,
akkor hany figura marad bent?

(4 pont)

e) Véletlenszertien kivalasztva egy figurat Szulamit szuperhdsfigurai koziil, mekkora annak a valdszintisége, hogy az
nem gonosz? (2 pont)

Egy 2009-es tjsagcikkben olvashatjuk a kovetkezoket:

»A fépolgarmesteri hivatal megbizasabdl ma reggel a varos két pontjan forgalomszamlélast végzett a Févarosi Koz-

tertilet-feltigyelet. A gyorsfelmérés alapjan megallapithato, hogy az érintett budapestiek kozel fele komolyan vette a

szmogriado riasztasi fokozatat, és nem hasznalta paratlan rendszdmu autojat.

[...] A forgalomszamlalas szerint hétfén reggel a Dézsa Gyorgy uton egy ora alatt 2000 személyauto kozlekedett, ebbél

1300 paros, 700 paratlan rendszammal. Az Alkotas Gton ugyanezen id6 alatt 1400 aut6 haladt, kozilik 900 paros, 500

pedig pératlan rendszammal”

(Szmogriad¢ esetén az autdval kozlekeddket arra szolitjak fel, hogy paros napokon a paros szamra végz4do, paratlan

napokon pedig a paratlan szdmra végz6d6 rendszamu autdkat hasznaljak. A tobbiek szamara a tomegkozlekedési

eszkozok ingyenesen hasznalhatok.)

a) Mekkora volt a relativ gyakorisdga a paros rendszamokkal kézleked6knek a Dézsa Gyorgy uton és mekkora az
Alkotas uton? Valaszat szazalékalakban, két tizedesjegyre kerekitse! (3 pont)

b) Tekintsiik a paros rendszammal kozleked6k relativ gyakorisagat orszagosan 65%-nak. Mekkora a valdszintisége,
hogy 6t egymast kovetd autobdl pontosan harom rendszama lesz paros? (4 pont)

c) Az ujsagcikkben emlitett hétfén a paros rendszamu autdk tulajdonosait nem érinti a szmogriado, az csak a paratlan
rendszamu autok tulajdonosaira vonatkozik. Az elemzék olyan modell alapjan szamolnak, mely szerint az autétu-
lajdonosok fele paratlan rendszamu. A Dézsa Gyorgy uton végzett felmérés alapjan a paratlan rendszamu autésok
kozil hanyan tartottdk be ezen feltevések szerint a rendelkezést? (4 pont)

d) A felmérés soran 6t masik atszakaszon szamoltak egy ora alatt a paratlan rendszamu autokat. A kapott szamérté-
kek: 220, 208, 310, 225, 265 voltak. Adja meg ezen 6t szam atlagat, moduszat, medidnjat és szorasat! (6 pont)

Egy disztal alakja szabalyos 6tszog alapt egyenes hasab, melynek alapélei 12 cm-esek, magassaga pedig 18 cm.
a) Hany dl viz fér a disztalba? (7 pont)

A disztalba vizet toltiink, majd beleejtiink egy 6 cm atmér6jli tomor gombot, amely teljesen elsiillyed a vizben.
b) Mennyivel emelkedik meg a vizszint? (6 pont)

A 25 °C -o0s szobaban a télba 50 °C-os vizet toltiink. A viz elkezd hiilni, hémérséklete ¢ perc mulva a kovetkez6 ossze-
fiiggés alapjan szamolhatd: T(t) = 25+ 25- k', ahol t az eltelt id6 percben mérve, k a lehtilési tényezd (k< 1), amely
egy mértékegység nélkiili szam, T pedig a tea hdmérséklete °C-ban mérve. Megfigyelést tesziink, miszerint a viz ho-
mérséklete 15 perc elteltével 35 °C-os.

¢) Mekkora k értéke? A valaszt két tizedesjegy pontossaggal adja meg! (4 pont)
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Nehany feladat

végeredmenye

1. lecke: 1. 11 cm, 5575 cm®, 7238 cm®, 77%, illetve 10 cm,
4189 cm’, 7238 cm’, 58%. 2. 1985 kJ (458 kcal) és 1391 kJ
(321 kcal) kozétti. 3. b) 10 620 cm’, 10,6 kg, és 25,64 cm,
6,5 kg és 26 cm, 12 000 cm’.
2.lecke: 1. 9,8 cm és 8 cm. 2. a) 5 cm. b) 4,58 cm és 3 cm.
3. 5843 km.
3.lecke: 1. a) 4,5 cm. b) 123%. 2. a) 283 cm’. b) 131 cm”’.
3.27,53 m. 4. 2768 m’.

1

. 2, 2, 2 1
4.lecke: 1. 15,2 cm™; 28,3 cm™; 34,2 cm”. 2. a) 315 .b) 2%

) % d) % 3.a) 12 cm; 9 cm; 7,5 cm. b) 531 cm?; 9-sze-

rese. ¢) 810 cm?; 27-szerese.

5. lecke: 1. a) 11 700 cm’. b) 6; 8; 8; 10; 6; 10; 10; 12.
¢) 300 cm% 162,5 cm?’ 78 cm’. d) 24 + 12B + 12C;
4A + 12B + 6C; 6A + 8B+ 8C; 6A + 8B+ 8C; 6A + 12B +
+4C; 12A+ 6B+ 6C; 12A + 8B+ 4C; 12A + 10B + 4C.
2.a) 73,43 m% 62,57 m’. b) 30 raklap. c) 546 000 forint.
d) 24 raklap.

6.lecke: 1.a) 9 cm’ 7 cm% 9 : 7. b) 27 cm?’; 21 cm’; 9 : 7.
¢) 54 cm’ 43 cm’; 1,26. 2. b) 11,24 cm’, 1,5 cm”. d) 0,61.
7.lecke: 1. a) 5 atlo; 2,24; 3; 3,16; 2,83; 2,24 (cm). b) 20 atlo;
4-féle hosszusag. ¢) 5 atld; 3,74; 4,24; 4,36; 4,12; 3,74 (cm).
d) 40 testatld; 4-féle hosszusag. 2. 3 cm, 2,24 cm, 1,339,
53,3% 3 c¢m, 3 cm, 1, 45°% 3 cm, 3,16 cm, 0,9494, 43,5%
3 c¢m, 2,83 cm, 1,06, 46,7°. 3.a) 11,8 cm. b) @ = 57,2°.
c) € =65,6° d) e = 180° — 2a. e) igaza van. f) 32,79°.
8.lecke: 1. a téglalap oldalai 2,5 cm és 3 cm, illetve 5 cm és
6 cm. 2. a) 200,75 cm’; 165,4 cm’. b) 116,0 cm? 95,57 cm’.
3. a) 68,57 cm’, 41,35 cm’. b) 43,38 cm’, 23,8 cm’.
4. a) 4,774 liter. b) 23,7 cm.

9.lecke: 1.3,9 10’ m’. 2. 47 ember. 3. a) 8,6 cm. b) 3,7 cm.
¢) 3,5 mm.

10. lecke: 1. a) igen. b) 10 cm, 10 cm, 14,1 cm és 45°, 45°,
90°, illetve 10 cm, 14,1 cm, 17,3 cm és 90°, 54,7°, 35,3°.
d) 241 cm’. e) 166,7 cm’. f) 7,1 cm. 2. a) legnagyobb az
otoldalué, legkisebb a haromoldalaé. b) legnagyobb a ha-
romoldalué, legkisebb az 6toldalué. 3. ¢) 6-féle tetraéder.
11. lecke: 1. a) 324 cm? 216 cm’. b) 27,9°. 2. a) 5 cmy;
624 cm’. b) 22,6°. ¢) 25,7°. d) 789 cm’. 3. a) 74,5 cmy
336 cm’. b) 31,6°% 58,4°% 90°.

12. lecke: 1. a) mindegyik. b) 5-v2 cm; 5-v/3 cm;
5-v/2 cm. d) 85,4 cm’. e) 41,7 cm’. f) 90°, 45°, 35,3°, 45°,
4.2)12-v/2 cm. ¢) 576 cm’.

13. lecke: 1. a) 159 cm’. b) 132,5 cm’. ¢) 45,2°. 2. 67,4°.
3.a) 92,8°. b) 9,24 dm>. ¢) 260,7°. d) 33 dm”.

14. lecke: 1. =~ 1,9 m’. 2. a) 1551 cm? 1787 cm? 2965 cm’;
3672 cm’. b) 2262 cm’; 3393 cm’; 9048 cm’; 12 441 cm’.
3.a) 603,2 cm’ = 6 dl. b) 29,7%; 12,5%; 57,8%. d) 13,3 cm.
15. lecke: 1. a) 256 cm’, 144 cm’. b) 683 cm’, 288 cm’,
395cm’. ¢) 348 cm’, 558 cm’. 2. 4,2 cm’; 29,3 cm’; 79,6 cm’.
3.a) 12 cm. b) 608 cm’.

16. lecke: 1. a) 4115 mm’. b) 1517 k—g3. 2. a) 126,3 dm’.
m

b) 80,4 dm”’. c) 19,7 kg. 3. B-nek a legnagyobb, A-nak a

legkisebb.

17. lecke: 1. Bence szdmitdsai: a) 3 : 7. b) 20 cm. ¢) 49—9

d) % e) 1571 dm’. Doénci szdmitdsai: a) 110 cm.
b) 15cm. ¢) 17,5 cm; 7,5 cm; 20 cm. d) 19,24 dm?; 3,53 dm”.
e) 15,71 dm’. 2. a) 136,2 cm’ 272,4 cm’. b) 5,1 cm és
3,4 cm; illetve 10,2 cm és 6,8 cm. ¢) 4,8 cm; 276 cm’; illetve
3,8 cm; 874 cm’.

18. lecke: 1. b) 24 cm; 25 cm; 30 cm. ¢) sarganak.
d) 28,5 dm?% 27,2 dm% 29,7 dm’. 2. 3,9 m; 3,8 m; 3,9 m.
3.a) 650 cm’. b) 1812 cm® = 1,8 1. ¢) 778 cm’ = 0,8 1.
4. a) 65,1 mm. b) 33,4 cm’.

19. lecke: 1. a) 21,3 cm. b) 2661 cm’ 7959 cm’. c) 62,8°.
2.a) 71,4 cm’. b) 97,2°.

20. lecke: 1. b) 26 m. ¢) 243 238 m’. d) 15 861 m”. 2. igen.
21. lecke: 1. a) 54,8 kg. b) 187,25 dm’ 2. 1,203 cm’.
3. a) 2,47 dm’. b) 1,16 dm’. 4. a) 1484 cm’. b) 783 cm’.
5.a) 60 cm’. b) 8,3 1. ¢) 5494 cm™.

22.1ecke: 1. a) 2,8 m’. b) 240 db. 2. a) 311 m>. b) 247,4 m*.
3.a) 74 cm. b) 39 dm’. 4. a) 2,22 cm’. b) 2,44 cm”.

23. lecke: 1. 3,04- 10" m’ 2%. 2. a) 24,74 dm. b) 1:3.
) 19,9 dm. d) 64,8°. e) 71,6°. 3. igen. 4. a) 940,12 cm’.
b) 18 cm; 14,6 cm; 1688 cm’. ¢) 71,4°.

24. lecke: 4. a) x»%.b) x~>4—%.c) x— 271 5.2)0;

—1; 0; 1. b) —12; —5; 0; 3; 4; 3; 0; —5; —12; —21. ¢)
3.4.5.6

4’52677

25. lecke: 2. a) igaza. b) 17 711; 4181. ¢) a 20. napon.
3.b) 16v/2 cm. ¢) 32 cm® d) 56 +24+v/2 cm. e) 124 cm”.
4.b) 100; 250 000.

26. lecke: 1. a) 1; 0,5; 0,01. b) 5; 8; 20. 2. a) 0,4; 1,7; 5,1.
b) 8; 278; 670. ¢) 4; 16; 1200; 77. 5. a) 1; 0; —1; 0; 0; 1. b) 3.

1.2,
273’
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27.lecke: 1.a) n.b) n.¢) 2n.d) 3n — 2. 2. a) 3,6; 9; 12, 15.
b) 1;8;27; 64; 125.¢) 3;9; 27; 81; 243. d) 0; =~ 0,63; 1; =~ 1,26;
~1,46. 3. a) 3; 2; 0; —4; —12; —28; —60; —124. b) x/g; 5;
2+5v3;17+2v3;5 8+ 17V/3; 53 +8v/3; 26+ 533
161 + 263 . 4. a)5;7;9;11;13; 15;a,= 3 + 2n.b) 8; 4; 2;
1;0,5;0,25; b,=2""".¢) 3; 1; —2; —3; —1; 2.

28.lecke: 1. a) 7; 2; —3; —8; —13; —18.b) —5. 2. a) 6; 13; 20;
27; 34; 41; 48; 55; 62; 69. b) 122; —43. 3. mértani sorozat. 4.
a) 1000; 100, 10, 1; 0,1; 0,01. b) 2; 0,5.

291ecke: 1.a) 34.b) 2.¢) 186.d) 958.2.a) 21.b) —29.¢) 14;
28.3.a) 67.b) 80.c) 105.4.a) 4.b) —10. ¢) 14. d) 2. 5. 52.
30. lecke: 1. a) 1476. b) 340. ¢) 795. 3. mind 0. 4. igen;
15 darab, 180 cm, 325 darab, 14 lada.

31. lecke: 1. 60,75; =~ 691,98; ~ 303 014. 2. 59. 3. a) 13,2 mil-

4. 206758 b) —12; — 2,

li6 Ft. b) az 5. évben. 4. a) 12; 3 3

~—0,6758.

32. lecke: 1. 146,25; = 2039,94; =~ 909 006. 2. a) 49. b) 0.
¢) 0.d) 49. 3. ~ 12 023 627 Ft. 4. 15 624; 10 416.
33.lecke:1.17.2.a) 62.b) 24.3.a) 1,9375;~ 1,998; ~ 1,99994;
~1,999998. b) ~1,938; ~1,998; ~2; ~2. 4. 294 cm;
1184 cm? 684 cm’. 5. b) 18 155 forint.

34. lecke: 1. a) —14; 2,5. b) —28; 1,75. 3. 10. 4. ~ 43 mil-
1i6 Ft. 5. a) 10,24%. b) = 5,24%. ¢) ~ 20,9%.

35. lecke: 1. a) 33; 29,3; 27; 30,3. ¢) 32,4 és 25,3. 2. a) 36.
b) 31.¢c) 26. 3. a) 23; 18; 19. b) 0,3.

36. lecke: 1. b) 120; 108; 96; 84; 114; 78. c) relativ gyakori-
sagok: 0,2; 0,18; 0,16; 0,14; 0,19; 0,13. m6dusz: 7. median:
9. atlag: 9,33. €) 98,3%. 2. 96; 86; 77; 67; 92; 64. 3. 31%; 13%;
8%; 15%; 33%.

37. lecke: 1. 159,6; 31,92; 13,44; 121,8; 4,2; 88,2 (Ft).
2. a) 2000—2002 és 2011—2012. b) nincs. d) 390%-kal.

38. lecke: 1. a) 5,2; 5,2. ¢) 2,03; 0,93.

39.lecke: 1. b) 3,49.¢) 4.d) 4. e) 5.f) 1,35. g) 1,57.2.a) 2;
197.b) 50,5. ¢) 69,7.

40. A) lecke: 1. a) 3.b) 2,7. 2. a) 6; 6. b) 1,3; 3,7. 3. a) 3,49.
b) 1,57.4.2,51.

40. B) lecke: 3. Bence minden jegye 4-es.

41. lecke: 1. 14,8. 2. 68 mm. ¢) 36,8 mm. d) 79%, illetve
75%. 3. a) 88%. b) 14,5 mm. ¢) nem.

42. lecke: 1. a) pl.: 296; 197; 349; 173; 248; 302; 284; 151.
b) 15,1%. ¢) 15,1%. d) 26,1%.

43.lecke: 1. a) 222;222; 0; 0; 0. b) igaz. ¢) igaz. d) hamis. 3.
d) 3; 3; 3. €) 0,83; 1,12. 4. b) 3000; 2570; 5570. c) 43,9; 40,0;
19; 16. 5. b) 36 (g). ¢) median 36; modusz 37.
44.lecke:1.b) A=C.2.a) ACB;CCB; ECB; ACD;
CCD.c) AAB={}. 4. a) 512. b) 32. ¢) 4. d) 409.
5. véges: N\Z. 6. véges: HNK és L\K és H( L. 7. a) 10.
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b) 16.¢) 11.d) 8.

45.]ecke: 1. a) Igaz. b) Hamis. ¢) Igaz. d) Igaz. 2. a) 14 tanu-
l6nak. b) 7 tanuldnak. ¢) 2240.d) 19.3.n = —8ésn < 10.
4.a) AUB.b)A\B=A.c)ANB (= 0).6. A: Igaz; B: Ha-
mis; C: Hamis.

46. lecke: 1. 8! = 40 320 (permutacio). 2. a) 5. b) 10. ¢) 15.
3.21és45.4.2)9°.b)5.¢)4-5.d)9-9-8-7-6.5. 126.

6.0 (0 (L) (%) 000 100 (%)
o () (3] (1) (7)1 =201

47. lecke: 1. a) 36. b) 30. ¢) Nem. 2. 720. 3. a) 31. b) 242.

(H}2) smemn

48. lecke: 1. a) 0,0853. b) 0,240. ¢) 0,672. d) 0,496.
2. a) 324 ezer. b) bevasarlokozpont. ¢) 23 640; 21 500
15 860. 4. a) 22 803. b) gyakorisagok: 0;2734; 2798; 2244;

1822; 2001. ¢) 0,51. d) 0,59. €) 0,67. f) 0,22.

. 13 13 . 61
49. lecke: 1. a) 0" b) 40" 9] 120" 2. a) 0,255. b) 0,490.
€) 0,166. d) 0,509. €) 0,491. 3. a) 18.b) % ) %. d) %. e) g.

1,17 17 15 _6 ) 120
4. 48; 3 2160 48.5.a)30.b) 36.6.a) 216.b) 16"
90 6
9216 Y 216"
50. lecke: 1. a) 0,61. b) 0,39. c¢) legalabb 139-szer.
2. a) 2,09-107. b) 0,00335. ¢) 0,000082. d) 0,9993.

271
3. 1000 4. 0,0742.

51.lecke: 1.b) 0,11;0,89.2.a) 0,41.b) 0,20. ¢) 0,43.d) 0,57.
52.lecke: 1. a) 66; 28; 169. 2. 7. 3. 420; 73—0 4.2;419.

53. lecke: 1. = 740 ezer Ft. 2. =21 év. 3. 96. 4. a) az elsé.
b) a masodik. 5. szamtani: a), b), d); mértani: ¢), e).
6. a) ~ 2,5 milli6 Ft. b) ~ 253 ezer Ft. ¢) ~ 10%. d) =~ 16 6ra.
54. lecke: 5. R\{0; —1}. 6. a) ]0; oo[. b) ]—%; ool. ¢) |—o0; 7.
d) R\{7}. e) [2; o[. f) R\{0,77 + k75 k € Z}.

55. lecke: 1. —%. 2.2) —0,7.b) 0; 6. 3. {0,5}. 4. a) x € Z.
b) nincs megoldds. ¢) 3. d) £5. e) =6. 5. a) 3; 2,5.

/o
b) k 2,keZ.

56. lecke: 1. a) ]—oo;—%[ U125 oo, b) ]—4; 4[ U ]4; ool

2. legaldbb 11 oldalu. 3. a) ]—oo0; 0] U [3,5; oo[. b) [0; 3,5]. ¢)
R\{0; 3,5}. d) ]—o0; 0] U [3,5; 0[. 4. @) x < —2. b) x€R.

c) x < —12 vagy x = 12. 5. a) xZ—%. b) x > —2. ¢)
x < —2vagyx > 3.
57.lecke: 1.a) —0,5;4.b) ~ 0,72; ~ 2,78.¢) 1;2.d) 2.¢e) —1.

2.2) —8; —4.b) % ¢) [3; oo[. d) ]—oo; 4]. €) nincs megol-

Jit]



i)

das. f) 3. g) x:% ésycRvagyy=28¢ésx€R 3.a)—3;
6.b) 1;2.¢) 2.

58. lecke: 1. b) 20 perc. 2. 16 mm; 30 mm. 3. Kutyaeledel:
500 Ft. Macskaeledel: 150 Ft. 4. 12 kg; 200Ft. 5. a) 32 cmy;
112,5 cm. b) 68 cm; 127,5 cm; 4335 cm’.

59. lecke: 1. a) (6;4). b) (0,5 24). ¢) (=1,5 —1).
2. (2; 3). 3. 10 szoba; 28 didk. 4. (3; 2); (6; 5).

5.x€{6

ye{ +217zvagy

+ 2kr vagy Ty 2kmsk € Z}

+zln,lez}

60.lecke: 1.7;8.2. a) —g. b) 0,5. 3. 28,9; 8. 4. a) 10. b) 25.

c) 0,5.5.a) 1.b) =3,275.¢) 1.d) 7. ) 0,1. f) —2; 3. g) 16.
61.lecke:1.a) 1 perc.b)40°.c) 11perc.d)13°.2. a) 2,4 és —3.
b) —7. 3.a) x » 3x+ 2. b) x » —0,5x. ¢) x — 1,5x — 4.
d)x—>2x+6. ex—»7—2x. 4.0;0és6;3;2¢és4.
5.x - x*+6x+8.6.b) M={-3;1}.d) |-3; 1[.
62.lecke: 4. a) M = {—3;0}.b) M = [-3; 0].

5.a) M = {1; —2};b) M = {4; —0,5}. 6. a) [0; oo[ . b) [0; oo .
c) Foos 4].7.[-6; =5[ U }-5; 2.

63.lecke: 2.¢)0; I;log,3;2.  d)2v2. 4.a)0,52.
b) 10,5; +eof; ]0; 2[. ¢) ]0,5; 2[.

64. lecke: 4. a) 76 km. b) ~ 7,1 km.

65.1lecke: 3.a) 0 V. b) 191 V. ¢) 325 V. 5. 3.

66. lecke: 1. szamtani: a, és c,, mértani: b,. 2. a) 7. b) 22.

c) 7. 3. a) —0,5. b) —120; 60; —30; 15; —7,5; 3,75; Osszeg:
—78,75. 4. a) 2. b) 4. ¢) 10 300. d) 12; 10. e) igen, 80., igen
400. 5. 30. 6. a) egy; 1536 és 0,25. b) kettd; 192 és 0,5, illetve
—192 és —0,5.

67.lecke: 1.9. 2.2125cm% 30 cmg
3.153,8%-a. 4. = 6,596 - 10°°. 5. 1418,3. 6. 21.
68. lecke: 1. a) 19,11 cm’. b)9,92cm’ «¢) 6,01 cm’.
d) 11,55 cm® 2.a) 84 cm®. b) 7 cm és 24 cm. ¢) 16,3° s 73,7°.
3.a) 6-féle. b) 45,8% 67,1% 67,1° és 29,0 cm®. 4. a) 115° 122°;
123°.b) 7,24 cm és 8,64 cm. ¢) 28,2 cm’. 5. a) 2,4 m. b) 2,8 m.
69. lecke: 1. hamis: a), b). 2. a) 10 cm és 24 cm. b) 120
cm’. 3. a) 24. b) 82,1 cm, 533 cm® ¢) 252. 4. 56,6 cm’.
5. «/E :1. 6. 4 kor. A sugaruk: 2 cm; 4 cm; 5 cm; 7 cm.
Kozéppontjuk: (4; 0), (2; 0), (7; 0), (5 0). 7.a) 16 cm.
b) 56,1°. ¢) 203 cm”.

70. lecke: 1. 17 cm vagy 31 cm. 2. a) 60°% 300°. b) 29,3 cm’
és 989 cm”. 3. a) 108 cm; 631 cm’. b) 60°; 60° és 120°; 120°.
¢) 11,7 cm. 4. 180 000 m?. 5. d) 45,2° és 134,8°. e) 9,23 cm.
6.2) 2,63 cm és 3,75 cm. b) 4,93 cm’. ¢) 16,5 cm’. d) 2,54 cm’.
71. lecke: 1. a) 18,3 cm. b) 13 és fél évig. 2. a) felére, 50%-
kal. b) negyedére, 75%-kal. c) 0,729-szeresére, 27,1%-kal.
d) 1,331-szeresére, 33,1%-kal. 3. 3360 m’. 4. a) 0,014 cm’;
283 cm’. b) 2,15.

72.lecke: 1. a) 14 cm; 35,4 cm; 35,4 cm; 48 cm; 61,3°; 61,3°,

=~ 33,33%-a.

118,7% 118,7°. ¢) 54,1 dm? 25,7 dm”. 2. a) 15-6t. b) har-
madrésze. ¢) 31:30. 3. 24,7 1. 4. a) 14; 24; 36. b) 52 dm> ¢)
27 dm’.

73. lecke: 1. a) 10 cm. b) 5-v/2 cm =~ 7,07 cm. ¢) 0 cm.

3.2) V2. b)( V31, 1—2«/§>;<x/§2—1;—1—2\/§>‘
¢) CB=—AD és CD =—AB.4.a) (4, —3) és (—2;5).b) 5
29 =~ 5,39.¢) —23.d) 149°. e) 1; 1; 0; 25; 29. 5. a) van.
b) nincs. 6. a) (5;2) és (2,1).b)a = (—3;—1).7.a) 22,7. Az
oldalak: 5,657; 7,81 és 9,22. b) 57,5°; 84,8°; 37,7°. ¢) 22,0.

74. lecke: 1. 120°. 2. —é ~—0,433. 3. i%; +4,

+3
30y

4, a)£+ 2kn;—§
b) 7—7f+ 2k7; 117f +2Ir; (k1€ Z).

+ 2r; (k, 1€ Z).

c)—+ kr; 11”+17r k1€ 7).

d) Z+ kr; (k€ Z).

5.{—4,37; —1,91; 1,91; 4,37}.

T Y- S S -V 3
6.{ 2715 — 13 05 705 273 357303 3}-
Akm £ ; :

7 {kﬂ’, 3 + 2Ir; k,leZ}

75.lecke: 1. a) 2,44 cm; 4,34 cm; 2,44 cm. b) 52,5°. ¢) —6,45;
—5,95. 2. a) (2,5; 4,5). b) (3; 6). ¢) 5,10; 4,47; 9,06; 3,16.

3.2) 7,62.b) (0,5; 3,5). ¢) (% 3). d)v=(7;-3).e) (21;—9);
(2.8 =1.2); (05 0% (—5 3} ) (37 9 (4 2)5 (=3 5%
(75 =3); (=7; 3); (0,5; 3,5); (0,5; 3,5). 4. a) 5. b) (4; 3) vagy
(—4; —3).5.a) g(x) =3x+ 11.b) g(x) = x> + 4x + 9. ¢) g(x)
=sin(x +2) + 5.6.a) (1; —3). b) (2; 6).

76.lecke: 1.b) (3;0).  «¢) <2; i). d) SM =2 FS;

3
FS= (—1, %) SM = <—2; ?) 2.(5;9). 3. 2) (2 —11);
(22; —3).b) 22,8; 33,1 és 25,3. ¢) 43,5°. d) 288.
77. lecke: 1. példaul: (4; 1); (1; —1); (2; —3,6); (3; 1), illetve
(1;—4), (1;1); (3,6; 2), (1;—3). 2. a) y = 2x — 5.
b) y=—0,5x+2,5.¢) x —3y=0.3. (-7, 2).
4.a) 3x + y = —4.b) (—1,5 0,5). ¢) (0; —4).
5.a)x—y=2.b)2x—y=9.¢c)x+4y=1.d) (%;—Z)

9
22, 17)
9

=20.b) (=3;0) és (5; 0).

d) x —3y=2.

e)2x—y=3.f) x + 4y = 10. g)<

+Hy=-2y
2. a) (x—%>2+(y+2)2: 31,25. 3. 6,5 egység sugarl

78.1lecke: 1.a) (x — 1)

kort; 1 pontot; iires halmazt. 4. ¢) 3x — 4y = —30. d) (—10; 0).
e) 15. 5. Kettd: (—3; 2) és (—3; —8).



